
期末样题

说明：

朱朮 样题仅供学生熟悉考试形式。因教学进度等方面的差异，样题对实际考试内容、考试难

度等无任何指导。

朱朮 设A 朽


朱 朱 朱 朲

朱 朱 朳 朱

朱 朴 朱 朱

朵 朱 朱 朱

。分别计算以下朴项并提供计算过程。

木朱朩 |A|朮 木朲朩 | − 朲AT |朮 木朳朩 |A−1|朮

木朴朩 A−1的木朱本朴朩元木即A−1第朱行第朴列的元素朩朮

答案机

（朱）

|A| 朽

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
朱 朱 朱 朲

朰 朰 朲 −朱
朰 朳 朰 −朱
朰 −朴 −朴 −朹

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
朽 −朳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
朱 朱 朱 朲

朰 朱 朰 −朱/朳
朰 朰 朲 −朱
朰 −朴 −朴 −朹

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
朽 −朳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
朱 朱 朱 朲

朰 朱 朰 −朱/朳
朰 朰 朲 −朱
朰 朰 朰 −朳朷/朳

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
朽 朷朴.

（朲）| − 朲AT | 朽 木−朲朩4|AT | 朽 木−朲朩4|A| 朽 朱朱朸朴朮

（朳）|A−1| 朽 朱/|A| 朽 朱/朷朴朮

朱



朲

（朴）A−1的（朱，朴）元为

木A−1朩1,4 朽
C4,1

|A|
朽

木−朱朩5

朷朴

∣∣∣∣∣∣∣∣
朱 朱 朲

朱 朳 朱

朴 朱 朱

∣∣∣∣∣∣∣∣ 朽
−朱
朷朴

∣∣∣∣∣∣∣∣
朱 朱 朲

朰 朲 −朱
朰 −朳 −朷

∣∣∣∣∣∣∣∣ 朽
朱朷

朷朴
.



朳

朲朮 设V是Rn的子空间，我们称n阶实矩阵P是V上的正交投影矩阵，如果P 2 朽 P, P T 朽

P且P的列空间等于V. 这个定义等价于说P满足机若v ∈ V，则Pv 朽 v本若w ∈ V ⊥本 则Pw 朽

朰.

木条朩 假设V 朽

c1


朰

朱

朱

末 c2


朱

朰

朱

 , c1, c2 ∈ R

朮 它是R3的子空间朮 问机V上的正交投

影矩阵是否等于 
朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱




朱 朰 朰

朰 朱 朰

朰 朰 朰




朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱


−1

朿

木杢朩 求w ∈ V 本 使得‖ w −


朱

朲

朲

 ‖朽 杭杩杮v∈V ‖ v −


朱

朲

朲

 ‖ .
答案机

木朱朩 验证方法朱：令题目中矩阵是P 朮 矩阵P等于

朱

朳


朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱




朱 朰 朰

朰 朱 朰

朰 朰 朰



−朱 朲 朱

朲 −朱 朱

−朱 −朱 朱

 朽
朱

朳


朲 −朱 朱

−朱 朲 朱

朱 朱 朲

 .

验证P 2 朽 P, P T 朽 P和P的列空间等于V.

验证方法朲：按等价定义本
朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱


−1

朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱

 朽 I3.

因此，
朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱


−1

朰

朱

朱

 朽


朱

朰

朰

 ,


朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱


−1

朱

朰

朱

 朽


朰

朱

朰


和 

朰 朱 −朱
朱 朰 −朱
朱 朱 朱


−1

−朱
−朱
朱

 朽


朰

朰

朱

 .



朴

由此得P


朰

朱

朱

 朽


朰

朱

朱

 , P


朱

朰

朱

 朽


朱

朰

朱

和P

−朱
−朱
朱

 朽 朰,且V ⊥ 朽 {c


−朱
−朱
朱

 |
c ∈ R}. 这展示P是正交投影阵。

木朲朩 方法朱：因为 
朱

朲

朲

 朽
朵

朳


朰

朱

朱

末
朲

朳


朱

朰

朱

末 木−朱

朳
朩


−朱
−朱
朱

 ,

所以

w 朽 P


朱

朲

朲

 朽
朵

朳


朰

朱

朱

末
朲

朳


朱

朰

朱

 朽
朱

朳


朲

朵

朷

 .

按第一问验证方法朱，本问也可以直接计算w 朽 P


朱

朲

朲

 .

方法朲：令A 朽


朰 朱

朱 朰

朱 朱

本 则A的列空间是V，计算正交投影矩阵是A木ATA朩−1AT 朽

1
3


朲 −朱 朱

−朱 朲 朱

朱 朱 朲

 . 得到w 朽 P


朱

朲

朲

 朽 1
3


朲

朵

朷

 .



朵

朳朮 设α1 朽


朱

朰

朰

朱

 , α2 朽


朰

朱

朰

朰

 , α3 朽


朰

朱

朱

朰

 , α4 朽


朱

朱

朱

朱

 .
木条朩 证明机 α1, α2, α3线性无关本 但α1, α2, α3, α4线性相关朮

木杢朩 按α1, α2, α3顺序写出杇杲条杭札杓杣杨杭杩杤杴标准正交化的向量β1, β2, β3朮

木杣朩 记A 朽 杛α1, α2, α3, α4杝和Q 朽 杛β1, β2, β3杝本 求矩阵C满足A 朽 QC朮

木杤朩 求R4到A的列空间的正交投影矩阵朮

木来朩 记B 朽 杛α1, α2, α3杝本 b 朽


朰

朰

朰

朱

本 求Bx 朽 b的最小二乘解本 即求x∗ ∈ R3使得‖Bx∗ −

b‖ 朽 杭杩杮
x∈R3
‖Bx− b‖朮

答案机

木朱朩 利用

木α1, α2, α3, α4朩 朽


朱 朰 朰 朱

朰 朱 朱 朱

朰 朰 朱 朱

朱 朰 朰 朱

→


朱 朰 朰 朱

朰 朱 朱 朱

朰 朰 朱 朱

朰 朰 朰 朰

 ,

得到木朱朩结论朮

也可以先判断α1, α2, α3线性无关本 再通过解方程组将α4由α1, α2, α3线性表出朮

木朲朩 β1 朽
1√
2
α1 朽

1√
2
木朱, 朰, 朰, 朱朩T , β2 朽 α2 朽 木朰, 朱, 朰, 朰朩T , β3 朽 α3 − α2 朽 木朰, 朰, 朱, 朰朩T 朮

木朳朩 从木朲朩或一个向量在正交基向量的表示公式得到α1 朽
√
朲β1, α2 朽 β2, α3 朽 β2 末

β3, α4 朽
√
朲β1 末 β2 末 β3本 得到

C 朽


√
朲 朰 朰

√
朲

朰 朱 朱 朱

朰 朰 朱 朱

 .

木朴朩

P 朽 木β1, β2, β3朩木β1, β2, β3朩
T 朽


1
2

朰 朰 1
2

朰 朱 朰 朰

朰 朰 朱 朰
1
2

朰 朰 1
2

 .



朶

木朵朩 由公式

x∗ 朽 木BTB朩−1BT b 朽


朲 朰 朰

朰 朱 朱

朰 朱 朲


−1

BT b 朽


1
2

朰 朰

朰 朲 −朱
朰 −朱 朱

BT b 朽 木
朱

朲
, 朰, 朰朩T .

也可以直接用木朴朩的结论本 b在R木A朩的投影向量为Pb 朽 1
2
木朱, 朰, 朰, 朱朩T 朽 1

2
α1 末 朰α2 末 朰α3得

到结论朮



朷

朴朮 设A 朽


朲 朳 朰

朰 朱 朰

朰 朰 朲

 .
木条朩 求可逆矩阵P使得P−1AP为对角阵朮

木杢朩 求An朮

答案机

木朱朩先求A的特征值朮 令|λI −A| 朽

∣∣∣∣∣∣∣∣
朲 朳 朰

朰 朱 朰

朰 朰 朲

∣∣∣∣∣∣∣∣ 朽 木λ− 朲朩2木λ− 朱朩 朽 朰本 得到

λ1 朽 朲朻 λ2 朽 朱朮

再求特征向量朮

当λ1 朽 朲时，由木A− 朲I朩x 朽 朰，即


朰 朳 朰

朰 −朱 朰

朰 朰 朰



x1

x2

x3

 朽


朰

朰

朰

本
求得无关的解本 α1 朽 木朱, 朰, 朰朩本 α2 朽 木朰, 朰, 朱朩朮

当λ2 朽 朱时，由木A− I朩x 朽 朰本 即


朱 朳 朰

朰 朰 朰

朰 朰 朱



x1

x2

x3

 朽


朰

朰

朰

，
得到解，α3 朽 木−朳, 朱, 朰朩朮

令P 朽 杛α1, α2, α3杝 朽


朱 朰 −朳
朰 朰 朱

朰 朱 朰

本则P−1AP 朽


朲 朰 朰

朰 朲 朰

朰 朰 朱

 朽 會.

木朲朩 由木朱朩A 朽 P會P−1，P−1 朽


朱 朳 朰

朰 朰 朱

朰 朱 朰

本 于是

An 朽 P會nP−1 朽


朱 朰 −朳
朰 朰 朱

朰 朱 朰




朲n 朰 朰

朰 朲n 朰

朰 朰 朱




朱 朳 朰

朰 朰 朱

朰 朱 朰


朽


朲n 朳木朲n − 朱朩 朰

朰 朱 朰

朰 朰 朲n

朮



朸

或者由A为准对角，直接计算An 朽


朲n 朳木朲n − 朱朩 朰

朰 朱 朰

朰 朰 朲n

朮



朹

朵朮 设T为R2上的线性变换，且满足

T

([
朱

朰

])
朽

[
−朴
朳

]
, T

([
朱

朱

])
朽

[
−朱朰

朸

]
.

木条朩 求T在基

[
朱

朰

]
本

[
朰

朱

]
下的矩阵A。

木杢朩 计算 T

([
朲

朳

])
。

木杣朩 阐明理由机能够找到A的特征向量构成R2一组基朮并求T在这组基下的矩阵。

答案机

（朱） T

([
朰

朱

])
朽 T

([
朱

朱

])
− T

([
朱

朰

])
朽

[
−朶
朵

]
朮

所以T在基

[
朱

朰

]
本

[
朰

朱

]
下的矩阵为 A 朽

[
−朴 −朶
朳 朵

]
朮

（朲） T

([
朲

朳

])
朽 A

[
朲

朳

]
朽

[
−朲朶
朲朱

]
朮

或者 T

([
朲

朳

])
朽 朲T

([
朱

朰

])
末 朳T

([
朰

朱

])
朽

[
−朲朶
朲朱

]
朮

（朳）可求得A的特征值为朲和−朱。

A有两个互异的特征值，故可找到两个线性无关的特征向量构成R2一组基。

T在这组基下的矩阵即为以A特征值为对角元的对角阵

[
朲

−朱

]
或者

[
−朱

朲

]
。两种

对角阵写出其一即可。



朱朰

朶朮 令 A 朽

[
朲 朲 朱

朱 朲 朲

]
朮

木条朩 求A的奇异值分解。

木杢朩 分别给出A的行空间和列空间的一组标准正交基。

答案机

（朱）方法一：直接计算。ATA 朽


朵 朶 朴

朶 朸 朶

朴 朶 朵

 朮ATA特征多项式|ATA−λI| 朽 −λ木λ−朱朩木λ−

朱朷朩本得到 ATA 的特征值为 λ1 朽 朱朷, λ2 朽 朱, 所以两个非零奇异值为 σ1 朽
√
朱朷, σ2 朽 朱 。

求得右奇异向量为 v1 朽 1√
34


朳

朴

朳

 ， v2 朽 1√
2


−朱
朰

朱

 ；以及 A 的零空间的一组标准正

交基 v3 朽 1√
17


朲

朳

朲

 。注：这里的v1, v2, v3有乘以−朱的自由，相应u1, u2也要进行符号变
化。

再根据 uj 朽
Avj
σj
, j 朽 朱, 朲 求得左奇异向量为 u1 朽

[√
2
2√
2
2

]
， u2 朽

[
−
√
2
2√
2
2

]
。

故 A 的奇异值分解如下

A 朽

[√
2
2
−
√
2
2√

2
2

√
2
2

][√
朱朷 朰 朰

朰 朱 朰

]
3√
34

−1√
2

2√
17

4√
34

朰 2√
17

3√
34

1√
2

−3√
17


T

.

方法二：先给 AT 做奇异值分解后再转置。AAT 朽

[
朹 朸

朸 朹

]
，AAT特征多项式为木朱 −

λ朩木朱朷 − λ朩, 解得 AAT 的两个特征值为 λ1 朽 朱朷, λ2 朽 朱，所以两个奇异值为 σ1 朽
√
朱朷, σ2 朽 朱 。

解得 AT 的右奇异向量为 u1 朽

[√
2
2√
2
2

]
， u2 朽

[
−
√
2
2√
2
2

]
。

注：这里的u1, u2有乘以−朱的自由，相应v1, v2也要进行符号变化本v3有乘以−朱的自由。



朱朱

再根据 vj 朽
ATuj

σj
, j 朽 朱, 朲 求得 AT 的左奇异向量为v1 朽 1√

34


朳

朴

朳

 ， v2 朽 1√
2


−朱
朰

朱

 ；

以及 AT 的左零空间的一组标准正交基 v3 朽
1√
17


朲

朳

朲

木或者 v3可取− 1√
17


朲

朳

朲

朩。
最后将所得的 AT 的奇异值分解转置后得到 A 的奇异值分解如下：

A 朽

[√
2
2
−
√
2
2√

2
2

√
2
2

][√
朱朷 朰 朰

朰 朱 朰

]
3√
34

−1√
2

2√
17

4√
34

朰 2√
17

3√
34

1√
2

−3√
17


T

.

（朲）

方法一：根据奇异值分解有 A 朽 σ1u1v
T
1 末 σ2u2v

T
2，所以 u1, u2 给出了 A 的列空间的一

组标准正交基，所以 vT1 , v
T
2 给出了 A 的行空间的一组标准正交基。

方法二：直接将 A 的行向量进行正交化得行空间的一组标准正交基为

朱

朳
木朲, 朲, 朱朩,

朱√
朱朵朳

木−朷, 朲, 朱朰朩.

矩阵 A 是列满秩的，所以 R2 的任一组标准正交基都是 A 列空间的一组标准正交基。



朱朲

朷朮 设 A 和 B 均为n阶方阵，且满足A末B 末AB 朽 O。证明：

木条朩 −朱不是B的特征值朮

木杢朩 B的任一特征向量都是A的特征向量朮

木杣朩 A的任一特征向量都是B的特征向量朮

答案机

木朱朩 如果木−朱, x朩为B的特征对，那么由Bx 朽 −x可知

Ax末Bx末ABx 朽 Ax− x−Ax 朽 −x 朽 朰,

这与x是非零向量矛盾。

木朲朩 设木λ, x朩为B的特征对（λ 6朽 −朱），即Bx 朽 λx。于是Ax末Bx末ABx 朽 朰，即

Ax末 λx末A木λx朩 朽 朰, i.e., 木λ末 朱朩Ax 朽 −λx.

所以，

Ax 朽 − λ

λ末 朱
x.

木朳朩 朮 注意到I 末A末B 末AB 朽 木I 末A朩木I 末B朩 朽 I，于是

杩）利用木B 末 I朩木A末 I朩 朽 I，得到AB 朽 −A−B 朽 BA，同上证明；

或者

杩杩朩由木B 末 I朩木A末 I朩 朽 I说明−朱不是A的特征值。设木µ, y朩为A的特征对，即Ay 朽 µy。构

造向量

z 朽 By 末
µ

µ末 朱
y,

则Az 朽 ABy末 µ
µ+1

Ay 朽 −Ay−By末 µ
µ+1

Ay 朽 −µy−By末 µ2

µ+1
y 朽 −By− µ

µ+1
y 朽 −z。

注意到z不是特征向量，所以z 朽 朰，即By 朽 − µ
µ+1

y。



朱朳

朸朮 设e1, e2, e3是R10中一组标准正交的向量朮 记V ⊆ R10为e1, e2, e3生成的子空间朮 设v ∈ R10朮

证明：v ∈ V当且仅当‖ v ‖2朽 木eT1 v朩
2 末 木eT2 v朩

2 末 木eT3 v朩
2.

答案机

设e1, e2, e3, · · · , e10是由e1, e2, e3扩充的R10的一组标准正交基朮 令

v 朽 c1e1 末 · · ·末 c10e10.

由定义，v ∈ V当且仅当c4 朽 · · · 朽 c10 朽 朰.

容易验证 ci 朽 eTi v木或v
T ei朩本 其中i 朽 朱, · · · , 朱朰. 和

‖ v ‖2朽 vT v 朽 c21 末 · · ·末 c210.

所以，若v ∈ V 本 则c4 朽 · · · 朽 c10 朽 朰从而 ‖ v ‖2朽 木eT1 v朩
2 末 木eT2 v朩

2 末 木eT3 v朩
2.

反之，若‖ v ‖2朽 木eT1 v朩
2末木eT2 v朩

2末木eT3 v朩
2本 则c24末 · · ·末 c210 朽 朰.所以，c4 朽 · · · 朽 c10 朽 朰朮

得到v ∈ V.



朱朴

朹朮 给定实对称正定矩阵A和实对称矩阵B，求证：

木条朩 关于矩阵X的方程AX 末XA 朽 O只有平凡解X 朽 O。

木杢朩 关于矩阵X的方程AX 末XA 朽 B存在唯一的解X0。

木杣朩 X0是对称矩阵。

答案机

木条朩 杩朮 法一：

� A的谱分解A 朽 U會UT，其中會正定对角，U正交。

� AX 末XA 朽 O ⇔ 會X̃ 末 X̃會 朽 O, X̃ 朽 UTXU。

� ⇔ 木λi 末 λj朩x̃ij 朽 朰⇔ x̃ij 朽 朰⇔ X̃ 朽 O ⇔ X 朽 O。

杩杩朮 法二：

� 记A 朽
[
aij

]
, B 朽

[
bij

]
, X 朽

[
x1 · · · xn

]
。

� 则AX 末XA 朽 O等价于

My 机朽



A

朮 朮 朮

A

末


a11I · · · a1nI
朮朮朮

朮朮朮

a1nI · · · annI




x1
朮朮朮

xn

 朽 朰.

� 说明M正定，因此M可逆，只有平凡解。

木杢朩 杩朮 法一：

� AX 末XA 朽 B ⇔ 會X̃ 末 X̃會 朽 B̃, B̃ 朽 UTBU。

� ⇔ x̃ij 朽
b̃ij

λi+λj
，解为X 朽 UT X̃U。

� 上述计算全部是等价的，因此解唯一。

杩杩朮 法二：

� AX 末XA 朽 B类似得到My 朽 n。

� M可逆，故解存在且唯一。

杩杩杩朮 唯一性，法三：

� 若有两解X1, X2，则A木X1 −X2朩 末 木X1 −X2朩A 朽 朰，得X1 朽 X2。

木杣朩 杩朮 法一：

� B对称，B̃对称，X̃对称，X对称。

杩杩朮 法二：

� 任意矩阵X可以写成对称与非对称矩阵的和：X 朽 S末N。若X是解，则AS末

SA−B 朽 −木AN 末NA朩既对称又反对称，利用木朱朩知N 朽 O。


