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0.1 逻辑与集合

练习 0.1.1 画出例 0.1.1 中的所有集合运算律的 Venn 图．

练习 0.1.2 对任意两个命题 𝐴, 𝐵，𝐴 ⇒ 𝐵 可以定义为 𝐵 ∨(¬𝐴)．直观上可以如此理解：𝐵 ∨(¬𝐴)
成立等价于 𝐴 不成立或 𝐵 成立，于是当 𝐴 成立时必有 𝐵 成立．运用例 0.1.1 中的逻辑运算律，证
明 𝐴 ⇒ 𝐵 = (¬𝐵) ⇒ (¬𝐴)．

练习 0.1.3 对任意三个命题 𝐴, 𝐵, 𝐶，运用例 0.1.1 中的逻辑运算律，证明逻辑运算符合模律，即
当 𝐴 是 𝐶 的充分条件时，(𝐴 ∧ 𝐵) ∨ 𝐶 = 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶)．

练习 0.1.4 对任意两个命题 𝐴, 𝐵，我们定义运算异或为 𝐴 ⊕ 𝐵 = (𝐴 ∧ (¬𝐵)) ∨ (𝐵 ∧ (¬𝐴))．

1. 按例 0.1.1 的条件画出 𝐴 ⊕ 𝐵 对应的 Venn 图．

2. 证明异或满足交换律和结合律．

0.2 间接证明法

练习 0.2.1 请用反证法证明以下命题．

1. 若 𝑝 > 2 是素数，则 𝑝 是奇数．

2. 对正整数 𝑛，若 𝑛2 是奇数，则 𝑛 是奇数．

3. 不存在最小的正有理数．

练习 0.2.2 经典逻辑的基本公理之一是排中律，即对任意命题 𝐴，𝐴 不能既不真又不假．反证法
可以看作排中律的推论，即如果我们发现 𝐴 不能是错的，那么 𝐴 就只能是对的．因此，想要证明
命题 𝐴 真，不妨挑一个命题 𝐵，先证明 𝐵 ⇒ 𝐴，再证明 (¬𝐵) ⇒ 𝐴．那么 𝐴 就必须是对的了．给
定命题：存在两个无理数 𝑎, 𝑏，满足 𝑎𝑏 是一个有理数．请先假设

√
2

√
2
是有理数，再假设

√
2

√
2
是

无理数，针对两种情形讨论来证明这个命题．

练习 0.2.3 证明 22𝑛−1 − 1 必然至少有 𝑛 个素因数．（因此第 𝑛 个素数 𝑝𝑛 一定小于等于 22𝑛−1．）
提示：运用因式分解 𝑥2 − 1 = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)．

练习 0.2.4 假设有一个 𝑎 × 𝑏 的巧克力排块，我们需要将它掰成 1 × 1 的小块，在掰的同时会被
打分．假设掰一次将 𝑥 + 𝑦 块掰成了 𝑥 块和 𝑦 块，则得分 𝑥𝑦．证明：当巧克力被完全掰成 1 × 1
的小块时，总得分永远为 1

2𝑎𝑏(𝑎𝑏 − 1)．

0.3 映射

练习 0.3.1 判断下列映射是否是单射、满射、双射，并写出双射的逆映射．
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𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 𝑥 + 1.

1. 𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 2𝑥.

2. 𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 3.

3.

𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 𝑥2.

4. 𝑓 ∶ (−∞, 0] → ℝ,
𝑥 ↦ 𝑥2.

5. 𝑓 ∶ ℝ → (0, ∞),
𝑥 ↦ e𝑥.

6.

𝑓 ∶ [−3𝜋
2 , −𝜋

2 ] → [−1, 1],

𝑥 ↦ sin𝑥.

7.

练习 0.3.2 对复合映射 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ，证明或举出反例．

𝑔, ℎ 都是满射，则 𝑓 一定是满射．1. 𝑔, ℎ 都是单射，则 𝑓 一定是单射．2.

ℎ 不是满射，则 𝑓 可能是满射．3. 𝑔 不是满射，则 𝑓 可能是满射．4.

𝑔 不是单射，则 𝑓 可能是单射．5. ℎ 不是单射，则 𝑓 可能是单射．6.

𝑔, ℎ 都不是双射，则 𝑓 可能是双射．7.

练习 0.3.3 1. 在不改变对应法则和定义域的前提下，ℝ 上的变换 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 3，把陪域
换成哪个集合，得到的映射是满射？

2. 证明映射 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 是单射．

练习 0.3.4 下列 ℝ 上的变换，哪些满足交换律 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑔 ∘ 𝑓？

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1, 𝑔(𝑥) = 2𝑥．1. 𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑔(𝑥) = 𝑥3．2.

𝑓(𝑥) = 2𝑥, 𝑔(𝑥) = 3𝑥．3. 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1, 𝑔(𝑥) = 3𝑥 + 2．4.

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1, 𝑔(𝑥) = 3𝑥 + 1．5. 𝑓(𝑥) = sin𝑥, 𝑔(𝑥) = cos𝑥．6.

练习 0.3.5 对 ℝ 上的变换 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 和 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏，求实数 𝑎, 𝑏，使得 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑔 ∘ 𝑓．

练习 0.3.6 在化简函数 arccos ∘ sin ∶ [−𝜋
2 , 𝜋

2 ] → [0, 𝜋] 的下列步骤中，分别利用了映射的哪些性
质？

1. 如果 𝑦 = (arccos ∘ sin)(𝑥)，则 cos 𝑦 = (cos ∘(arccos ∘ sin))(𝑥)．

2. cos ∘(arccos ∘ sin) = (cos ∘ arccos) ∘ sin．

3. (cos ∘ arccos) ∘ sin = id[0,1] ∘ sin．

4. id[0,1] ∘ sin = sin．

综上得 sin𝑥 = cos 𝑦，由此推断化简结果．

练习 0.3.7 用数学归纳法证明，任取有限个映射 𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑛，如果对 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1，𝑓𝑖+1 的定义域
都等于 𝑓𝑖 的陪域，则复合映射 𝑓𝑛 ∘ ⋯ ∘ 𝑓1 不因映射复合的计算次序而改变．

练习 0.3.8 证明，任意映射 𝑓 都存在分解 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ，其中 ℎ 是满射，𝑔 是单射．

练习 0.3.9 给定映射 ℎ, 𝑔 和 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ，证明，若 𝑓 是双射，则 ℎ 是单射，𝑔 是满射．

练习 0.3.10 证明命题 0.3.2 ．
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1.1 基本概念

𝑥2

𝑥1

图 1.1.1: 练习 1.1.1

练习 1.1.1 如图 1.1.7 所示，钟表表盘上对应整点有 12 个向量．

1. 计算 12 个向量之和．

2. 不计 2 点方向向量，计算其他 11 个向量之和．

3. 假设这 12 个向量的起点从表盘中心移到 6 点，则 12 点对应向量变为 [0
2
]．计算此时 12 个

向量之和．

练习 1.1.2 如果平面上的向量 [𝑎
𝑏
] 与 [𝑐

𝑑
] 共线，那么 [𝑎

𝑐
] 与 [𝑏

𝑑
] 是否共线？

练习 1.1.3 证明命题 1.1.5 ．

练习 1.1.4 1. 如果只用加法交换律，不用加法结合律，那么 (𝒂 + 𝒃) + 𝒄 有多少种与之相等的
表达式？

2. 如果只用加法结合律，不用加法交换律，那么 ((𝒂 + 𝒃) + 𝒄) + 𝒅 有多少种与之相等的表达式？

练习 1.1.5 判断下列映射是否是线性映射．

𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 𝑥 + 1.

1. 𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 2𝑥.

2. 𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 0.

3.

𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 1.

4. 𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 𝑥2.

5. 𝑓 ∶ ℝ → ℝ,
𝑥 ↦ 2𝑥.

6.

𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ3,

[𝑥
𝑦
] ↦

⎡⎢⎢
⎣

𝑥 + 𝑦
𝑦 − 𝑥

2𝑥

⎤⎥⎥
⎦

.

7. 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ3,

[𝑥
𝑦
] ↦

⎡⎢⎢
⎣

𝑥 + 1
𝑦 − 𝑥

2𝑥

⎤⎥⎥
⎦

.

8.

练习 1.1.6 设 𝑓 ∶ ℝ → ℝ 是线性映射，证明存在实数 𝑘，使得 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥．

练习 1.1.7 设映射 𝑓 ∶ ℝ3 → ℝ2, 𝑓
⎛⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

⎞⎟⎟⎟
⎠

= [𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)
ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]，其中 𝑔, ℎ∶ ℝ3 → ℝ．证明 𝑓 是线性映

射当且仅当 𝑔, ℎ 都是线性映射．
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练习 1.1.8 设 𝒙1 = [1
0
] , 𝒙2 = [1

1
] , 𝒙3 = [0

1
] , 𝒃1 =

⎡⎢⎢
⎣

1
1
0

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒃2 =
⎡⎢⎢
⎣

1
0
1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒃3 =
⎡⎢⎢
⎣

0
1
1

⎤⎥⎥
⎦
，是否存在线性

映射 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ3，满足 𝑓(𝒙𝑖) = 𝒃𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3？

练习 1.1.9 判断下列映射是否是线性映射.

1. 给定 𝒂 ∈ ℝ𝑚，𝑓 ∶ ℝ → ℝ𝑚, 𝑓(𝑘) = 𝑘𝒂．

2. 给定实数 𝑘，𝑓 ∶ ℝ𝑚 → ℝ𝑚, 𝑓(𝒂) = 𝑘𝒂．

3. 𝑓 ∶ ℝ𝑚+1 → ℝ𝑚, 𝑓
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑚
𝑎𝑚+1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑎𝑚+1
⎡⎢⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎𝑚

⎤⎥⎥
⎦
．

练习 1.1.10 给定三维向量 𝒂 =
⎡⎢⎢
⎣

𝑎1
𝑎2
𝑎3

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡⎢⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
𝑏3

⎤⎥⎥
⎦
，定义：

1. 二者点积为 𝒂 ⋅ 𝒃 ∶= 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3．

2. 二者叉积为 𝒂 × 𝒃 ∶=
⎡⎢⎢
⎣

𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2
𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

⎤⎥⎥
⎦
．

那么给定 𝒂 ∈ ℝ3，映射 𝑓 ∶ ℝ3 → ℝ, 𝒃 ↦ 𝒂 ⋅ 𝒃 和 𝑔 ∶ ℝ3 → ℝ3, 𝒃 ↦ 𝒂 × 𝒃 是否是线性映射？

练习 1.1.11 给定平面上任意面积为 1 的三角形，经过下列变换之后，其面积是否确定？如果是，
面积多少？（不需严谨证明，猜测答案即可．)

旋转变换．1. 反射变换．2.

对 𝑥2 投影的投影变换．3. 𝑥1 方向拉伸 3倍，𝑥2 方向不变的伸缩变换．4.

把 𝑥1 方向的 3 倍加到 𝑥2 方向上，保持 𝑥1 方向不变的错切变换．5.

练习 1.1.12 设 ℝ2 上的变换 𝑓 ([𝑥
𝑦
]) = [−𝑦 + 1

𝑥 + 2
]．

1. 证明 𝑓 不是线性变换．

2. 构造分解 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ，其中 𝑔 是 ℝ2 上的平移变换，ℎ 是 ℝ2 上的线性变换．（这种平移与线性
变换的复合称为仿射变换．注意，平移变换并不是线性变换．）

练习 1.1.13 K 设连续函数 𝑓 ∶ ℝ → ℝ 满足 𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)，𝑓 是否是线性映射？（需要微
积分知识）
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1.2 线性映射的表示矩阵

练习 1.2.1 将下列向量 𝒃 写成矩阵和向量乘积的形式．

𝒃 = 2 [1
1
] + 4 [0

1
] + 5 [1

0
]．1. 𝒃 = 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
4
5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+ 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

5
4
3
2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.

𝒃 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2𝑏 + 𝑎 + 𝑐
𝑐 − 𝑏

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑎 + 𝑏

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

，其中 𝑎, 𝑏, 𝑐 为常数．3. 𝒃 = 𝑓

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
4
5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

，其中 𝑓 ∶ ℝ5 → ℝ5 是线性变

换，满足 𝑓(𝒆𝑘) = 𝑘𝒆6−𝑘, 𝑘 = 1, ⋯ , 5．

4.

假设如果某天下雨，则第二天下雨概率为 0.8；如果当天不下雨，则第二天下雨概率为 0.3．
已知当天有一半的概率会下雨，令 𝒃 ∈ ℝ2，其两个分量分别是明天下雨和不下雨的概率．

5.

练习 1.2.2 判断下列矩阵和向量的乘积是否良定义．在可以计算时，先将其写成列向量的线性组
合，再进行计算．

⎡⎢⎢
⎣

1 0
1 1
1 1

⎤⎥⎥
⎦

[1
3
]．1.

⎡⎢⎢
⎣

1 0
1 1
1 1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
2
3

⎤⎥⎥
⎦
．2. [1 0

1 1
] [1

3
]．3.

⎡⎢⎢
⎣

1 0 0
1 1 0
1 1 1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
3
5

⎤⎥⎥
⎦
．4.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
3
5
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．5.
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
−2
1

⎤⎥⎥
⎦
．6.

⎡⎢⎢
⎣

1 4 7
2 5 8
3 6 9

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
−2
1

⎤⎥⎥
⎦
．7.

⎡⎢⎢
⎣

1 1 0
3 2 1
7 4 3

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
−1
−1

⎤⎥⎥
⎦
．8.

⎡⎢⎢
⎣

1 3 7
1 2 4
0 1 3

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
−1
−1

⎤⎥⎥
⎦
．9.

⎡⎢⎢
⎣

1 3 7
1 2 4
0 1 3

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

2
−3
1

⎤⎥⎥
⎦
．10.

练习 1.2.3 设 𝐴 = [0.8 0.3
0.2 0.7

] , 𝒖0 = [1
0
] , 𝒗0 = [1

3
]．对任意自然数 𝑖，令 𝒖𝑖+1 = 𝐴𝒖𝑖, 𝒗𝑖+1 =

𝐴𝒗𝑖．

1. 对 𝑖 = 1, 2, 3, 4，计算 𝒖𝑖, 𝒗𝑖．
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2. 猜测 lim
𝑖→∞

𝒖𝑖, lim𝑖→∞
𝒗𝑖．

3. 任取初始向量 𝒘0，猜测极限 lim
𝑖→∞

𝒘𝑖，其中 𝒘𝑖+1 = 𝐴𝒘𝑖；不同初始向量得到的极限在同一条
直线上吗？

练习 1.2.4 设线性变换 𝑓 的表示矩阵为 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0 0
1 1 0
1 1 1

⎤⎥⎥
⎦
．

1. 令
⎡⎢⎢
⎣

𝑦1
𝑦2
𝑦3

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

1 0 0
1 1 0
1 1 1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤⎥⎥
⎦
，将 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 分别用 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 表达出来．

2. 将 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 分别用 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 表达出来．

3. 找到矩阵 𝐵，使得
⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤⎥⎥
⎦

= 𝐵
⎡⎢⎢
⎣

𝑦1
𝑦2
𝑦3

⎤⎥⎥
⎦
．

4. 设 𝑔 是由矩阵 𝐵 决定的线性变换，证明 𝑓, 𝑔 互为逆变换．

练习 1.2.5 计算下列线性映射 𝑓 的表示矩阵．

1. 𝑓 为 𝑥𝑦 平面向 𝑦 轴的投影变换．

2. 𝑓 ∶ ℝ3 → ℝ，𝑓(𝒙) =
⎡⎢⎢
⎣

1
2
3

⎤⎥⎥
⎦

⋅ 𝒙，其中点积的定义见练习 1.1.10 ．

3. 𝑓 ∶ ℝ3 → ℝ3，𝑓(𝒙) =
⎡⎢⎢
⎣

1
2
3

⎤⎥⎥
⎦

× 𝒙，其中叉积的定义见练习 1.1.10 ．

4. 𝑓 ∶ ℝ4 → ℝ4，𝑓
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

𝑥4 + 𝑥2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

5. 𝑓 ∶ ℝ4 → ℝ4，𝑓
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥4
𝑥2
𝑥3
𝑥1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

6. 𝑓 ∶ ℝ𝑚 → ℝ𝑚，𝑓
⎛⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
⋮

𝑥𝑚

⎤⎥⎥
⎦

⎞⎟⎟⎟
⎠

=
⎡⎢⎢
⎣

𝑥𝑚
⋮

𝑥1

⎤⎥⎥
⎦
．
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练习 1.2.6 考虑桥墩载荷问题，其中 𝑙1, 𝑙2, 𝑑 作为常数．

1. 映射 𝑓 输入 𝐹1, 𝐹2 得到输出 𝑓1, 𝑓2，写出 𝑓 的表示矩阵．

2. 以桥梁的左端为支点，逆时针方向的力矩为 𝑑𝑓2 − 𝑙1𝐹1 − 𝑙2𝐹2．以桥梁的右端为支点或者以桥
梁的中点作为支点，都能类似地得到逆时针方向的力矩．假设映射 𝑓 的输入为 𝐹1, 𝐹2, 𝑓1, 𝑓2，
而输出为桥梁的左端、中点和右端的逆时针方向的力矩，写出 𝑓 的表示矩阵．

练习 1.2.7 设 𝑥𝑦 平面 ℝ2 上的变换 𝑓 是下列三个变换的复合：先绕原点逆时针旋转 𝜋
6；然后进

行一个保持 𝑦 坐标不变，同时将 𝑦 坐标的两倍加到 𝑥 坐标上的错切；最后再沿着直线 𝑥 + 𝑦 = 0
反射．

1. 证明 𝑓 是线性变换．

2. 计算 𝑓(𝒆1) 和 𝑓(𝒆2)．

3. 写出 𝑓 的表示矩阵．

4. 计算 𝑓 ([3
4
])．

练习 1.2.8 1. 幻方矩阵是指元素分别是 1, ⋯ , 9 的 3 阶矩阵 𝑀，且每行、每列以及两条对角线

上的三个元素之和都相同．求 𝑀
⎡⎢⎢
⎣

1
1
1

⎤⎥⎥
⎦
的所有可能值．

2. 数独矩阵是指 9 阶矩阵 𝑀，从上到下、从左到右依次分成九个 3 × 3 的子矩阵，且每行、每

列以及九个子矩阵中的元素都是 1, ⋯ , 9．求 𝑀
⎡⎢⎢
⎣

1
⋮
1

⎤⎥⎥
⎦
的所有可能值．

练习 1.2.9 K 证明，如果 𝑛 阶方阵 𝐴 对任意 𝑛 维列向量 𝒙，都有 𝐴𝒙 = 𝟎，则 𝐴 = 𝑂．

练习 1.2.10 K 证明，如果 𝑛 阶方阵 𝐴 对任意 𝑛 维列向量 𝒙，都存在依赖于 𝒙 的常数 𝑐(𝒙)，满
足 𝐴𝒙 = 𝑐(𝒙)𝒙，则存在常数 𝑐，使得 𝐴 = 𝑐𝐼𝑛．

1.3 线性方程组

练习 1.3.1 把下列矩阵化为行简化阶梯形，并回答问题．

1.
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，化简后第一列是否为主列？

2.
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
0 7 8 9 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，化简后第二列是否为主列？



Lia
ng,

Tia
n &

Yan
g

8

3.
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
0 0 8 9 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，化简后第三列是否为主列？

4.
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
0 0 0 9 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，化简后第四列是否为主列？

5.
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
0 0 0 0 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，化简后第五列是否为主列？

练习 1.3.2 下列方程组有解时，找到所有解；方程组无解时，对方程组做初等变换，得到矛盾表
达式 0 = 1．

[1 2
3 4

] [𝑥
𝑦
] = [3

7
]．1. [1 3 5

2 4 6
]

⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

= [0
0
]．2.

⎡⎢⎢
⎣

1 2
3 4
5 6

⎤⎥⎥
⎦

[𝑥
𝑦
] =

⎡⎢⎢
⎣

0
0
0

⎤⎥⎥
⎦
．3.

⎡⎢⎢
⎣

1 2
3 4
5 6

⎤⎥⎥
⎦

[𝑥
𝑦
] =

⎡⎢⎢
⎣

1
0
0

⎤⎥⎥
⎦
．4.

[1 0 1
2 3 5

]
⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

= [0
0
]．5.

⎡⎢⎢
⎣

1 2
0 3
1 5

⎤⎥⎥
⎦

[𝑥
𝑦
] =

⎡⎢⎢
⎣

0
0
0

⎤⎥⎥
⎦
．6.

⎡⎢⎢
⎣

1 2
0 3
1 5

⎤⎥⎥
⎦

[𝑥
𝑦
] =

⎡⎢⎢
⎣

1
0
0

⎤⎥⎥
⎦
．7.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0
5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．8.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0
5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．9.

练习 1.3.3 将下列问题首先化成 𝐴𝒙 = 𝒃 的形式，然后求所有解．

1. 对
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，如何将其第三列写成前两列的线性组合？

2. 对
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，如何将其第四列写成前两列的线性组合？
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3. 对
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

⎤⎥⎥
⎦
，如何将其第五列写成前两列的线性组合？

练习 1.3.4 求证：齐次线性方程组

{ 𝑎11𝑥1+ 𝑎12𝑥2 = 0,
𝑎21𝑥1+ 𝑎22𝑥2 = 0,

有非零解当且仅当 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 = 0．

练习 1.3.5 求满足下列条件的常数 𝑏, 𝑐．

方程组 [1 2
3 𝑏

] [𝑥
𝑦
] = [3

7
] 无解．1. 方程组 [3 2

6 4
] [𝑥

𝑦
] = [10

𝑐
] 无解．2.

方程组
⎡⎢⎢
⎣

2 5 1
4 𝑏 1
0 1 −1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

0
2
3

⎤⎥⎥
⎦
无解．3. 方程组 [𝑏 3

3 𝑏
] [𝑥

𝑦
] = [ 6

−6
] 有无穷组解．4.

方程组 [2 𝑏
4 8

] [𝑥
𝑦
] = [16

𝑐
] 有无穷组解．5. 方程组

⎡⎢⎢
⎣

1 𝑏 0
1 −2 −1
0 1 1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

0
0
0

⎤⎥⎥
⎦
有非零

解．

6.

方程组
⎡⎢⎢
⎣

𝑏 2 3
𝑏 𝑏 4
𝑏 𝑏 𝑏

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

0
0
0

⎤⎥⎥
⎦
有非零解（求三个不同的 𝑏）．7.

练习 1.3.6 设齐次线性方程组
⎧{
⎨{⎩

2𝑥1+ 𝑥2+ 𝑥3 = 0,
𝑎𝑥1 − 𝑥3 = 0,
−𝑥1 + 3𝑥3 = 0,

有非零解，求 𝑎 的值，并求出所有的解．

练习 1.3.7 在下列方程组中，讨论在 𝑝 取不同值时方程组是否有解，并在有解时，求出所有的解．

⎧{
⎨{⎩

𝑝𝑥1+ 𝑥2+ 𝑥3 = 1,
𝑥1+ 𝑝𝑥2+ 𝑥3 = 𝑝,
𝑥1+ 𝑥2+ 𝑝𝑥3 = 𝑝2.

练习 1.3.8 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 1 0
−1 0 1
0 −1 −1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡⎢⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
𝑏3

⎤⎥⎥
⎦
．求证：

1. 𝐴𝒙 = 𝒃 有解当且仅当 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 = 0．
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2. 齐次线性方程组 𝐴𝒙 = 𝟎 的解集是 {𝑘𝒙1 | 𝑘 ∈ ℝ}, 𝒙1 =
⎡⎢⎢
⎣

1
−1
1

⎤⎥⎥
⎦
．

3. 当 𝐴𝒙 = 𝒃 有解时，设 𝒙0 是一个解，则解集是 {𝒙0 + 𝑘𝒙1 | 𝑘 ∈ ℝ}．

练习 1.3.9 求三阶方阵𝐴，使得线性方程组𝐴𝒙 =
⎡⎢⎢
⎣

2
4
2

⎤⎥⎥
⎦
的解集是

⎧{
⎨{⎩

⎡⎢⎢
⎣

2
0
0

⎤⎥⎥
⎦

+ 𝑐
⎡⎢⎢
⎣

1
1
0

⎤⎥⎥
⎦

+ 𝑑
⎡⎢⎢
⎣

0
0
1

⎤⎥⎥
⎦

∣
∣
∣
∣
𝑐, 𝑑 ∈ ℝ

⎫}
⎬}⎭
．

练习 1.3.10 1. 构造三阶方阵，其元素各不相同，且行简化阶梯形有且只有一个主元．

2. K 构造 100 阶方阵 𝐴，所有元素非零，且行简化阶梯形恰有 99 个主元．试描述 𝐴𝒙 = 0 的
解集．

练习 1.3.11 给定线性方程组 𝐴𝒙 = 𝟎，其中 𝐴 是 100 阶方阵．假设 Gauss 消元法计算到最后一
行得到 0 = 0．

1. 消元法是在计算 𝐴 的行的线性组合．因此 𝐴 的 100 行的某个线性组合是？

2. 计算出 0 = 0 说明方程组有无穷多解．因此 𝐴 的 100 列的某个线性组合是？

3. 试说明 Gauss 消元法计算出的零行的个数和自由变量的个数相等．

练习 1.3.12 仅用从上往下的倍加变换（即把上面的行的若干倍加到下面的行上），将下列矩阵化
为阶梯形，并分析其主元的规律．

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1
1 2 1

1 2 1
1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 1
1 2 1

1 2 1
1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．3.

这些矩阵都是三对角矩阵，即除对角元素及与其相邻的元素外其余元素都是零的方阵．

练习 1.3.13 求解
⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑥1 + 𝑥𝑛 = 0,
𝑥1 + 𝑥2 = 0,

𝑥2 + 𝑥3 = 0,
⋱ ⋮

𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛 = 0.
练习 1.3.14 K 证明用倍加变换与倍乘变换可以实现对换变换．

练习 1.3.15 证明定理 1.3.7 第二部分．

练习 1.3.16 练习 1.2.8 中的数独矩阵经历哪些行变换或列变换后还是数独矩阵？

练习 1.3.17 (初等列变换在方程组上的含义) 考虑方程组 [1 2
4 5

] [𝑥
𝑦
] = [3

6
]．进行下列换元，

写出 𝑥′, 𝑦′ 满足的方程组．对比原方程组，其系数矩阵做了哪种初等变换？
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𝑥′ = 𝑦, 𝑦′ = 𝑥．1. 𝑥′ = 2𝑥, 𝑦′ = 𝑦．2.

𝑥′ = 𝑥, 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦．3. 𝑥′ = 𝑥 + 1, 𝑦′ = 𝑦．4.

练习 1.3.18 (方程、法向量与超平面) 给定原点 𝑂，则空间中的点 𝑃 与向量 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 一一对应．空
间中所有点构成的集合称为点空间，上述一一对应是点空间到线性空间 ℝ3 的双射．注意，点空间
与线性空间并不相同．特别地，空间中的点 𝑃 也可用向量 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 ∈ ℝ3 表示．
两个 ℝ3 中的向量垂直当且仅当其内积为零（练习 1.1.10 ）．与空间中某个平面垂直的非零向

量称为该平面的法向量．考虑空间中以非零向量
⎡⎢⎢
⎣

𝑎
𝑏
𝑐

⎤⎥⎥
⎦
为法向量的平面．

1. 给定 𝒑, 𝒒 ∈ ℝ3，分别对应该平面上的两个点，证明，[𝑎 𝑏 𝑐] 𝒑 = [𝑎 𝑏 𝑐] 𝒒；

2. 设该平面经过对应于 𝒑 ∈ ℝ3 的点，令 𝑑 = [𝑎 𝑏 𝑐] 𝒑，证明，平面是方程 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑
的解集．

3. 设 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1 和 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 = 𝑑2 的解集平面平行，试分析两个方程系数的关
系．

4. 设
⎡⎢⎢
⎣

𝑎1
𝑏1
𝑐1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

𝑎2
𝑏2
𝑐2

⎤⎥⎥
⎦
为两个不共线的非零向量，则 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1 与 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 = 𝑑2 的

解集平面不平行，因此必相交于一条直线 𝑙．对方程做倍加变换，证明，𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1
与 (𝑎1 + 𝑎2)𝑥 + (𝑏1 + 𝑏2)𝑦 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑧 = 𝑑1 + 𝑑2 的解集平面的交集还是直线 𝑙．（从几何上看，
倍加变换将一个平面沿相交直线旋转，因此不改变解集的交集．）

一个 𝑚 元线性方程的解集是对应于 ℝ𝑚 的点空间中的一个超平面，因此求解线性方程组等价于求
若干超平面的交集．

练习 1.3.19 对下列问题，将其化成 𝐴𝒙 = 𝒃，并找到所有解．

1. 考虑例 1.1.1 中的桥墩载荷问题．假设重物的重力分别为 𝐹1 = 2, 𝐹2 = 3，放置的位置 𝑙1, 𝑙2
为未知变量，桥梁长度为 5．如果两个桥墩的载荷分别为 𝑓1 = 3, 𝑓2 = 2，求所有可能的 [𝑙1

𝑙2
]．

2. 笼中有若干鸡兔，每只鸡有一个头两条腿两只翅膀，每只兔有一个头四条腿没有翅膀．笼中
现有 4 个头、12 条腿、8 只翅膀，求鸡兔数目．

3. 设 𝐴 = [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] 满足 𝐴 [1
1
] = [4

8
]，且 𝐴 第一列的元素之和为 2，求所有可能的 𝐴．

4. 求平面上直线 𝑦 = 2𝑥 + 3, 𝑦 = −𝑥 + 5 的交点．

5. 空间中有三个平面，分别经过点
⎡⎢⎢
⎣

4
0
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
1

−1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

2
0
2

⎤⎥⎥
⎦
，具有法向量

⎡⎢⎢
⎣

1
3
5

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

1
2

−3

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

2
5
2

⎤⎥⎥
⎦
，求这三个

平面的交点（练习 1.3.18 ）．
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6. 空间中有一条经过原点的直线，并且与向量
⎡⎢⎢
⎣

1
1
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
1
1

⎤⎥⎥
⎦
垂直，求所有直线上的点．

7. 空间中有一个平面经过点
⎡⎢⎢
⎣

1
1
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
1
1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

1
0
1

⎤⎥⎥
⎦
，求所有与该平面垂直的向量．

练习 1.3.20 K 如果线性方程组 𝐴𝒙 = 𝒃 和 𝐶𝒙 = 𝒃，对任意 𝒃 都有相同的解集，那么 𝐴 = 𝐶 成
立么？
提示：取特殊的 𝒃．

练习 1.3.21 K 设线性映射 𝑭 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚．当 𝑛 > 𝑚 时，𝑭 是否可能是单射？当 𝑛 < 𝑚 时，𝑭
是否可能是满射？
提示：把 𝑭 的表示矩阵化为阶梯形．

1.4 线性映射的运算

练习 1.4.1 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 分别是 3 × 5, 5 × 3, 3 × 1 矩阵，则 𝐵𝐴, 𝐴𝐵, 𝐵𝐶T, 𝐴(𝐵 + 𝐶) 中哪些定义
良好？

练习 1.4.2 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 1 −1
2 0 1
1 −1 0

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐵 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0 1
2 −1 0
0 2 −2

⎤⎥⎥
⎦
，求 𝐴𝐵, 𝐵𝐴, 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴．

练习 1.4.3 计算．

[2 3
5 7

] [2 0
0 3

] [−7 3
5 −2

]．1. [−7 3
5 −2

] [2 3
5 7

]．2. [17 −6
35 −12

]
5

．3.

⎡⎢⎢
⎣

1 3 1
2 2 1
3 4 2

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
2

1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

0 2 −1
1 1 −1

−2 −5 4

⎤⎥⎥
⎦
．4.

⎡⎢⎢
⎣

8 6 −6
4 6 −4
8 8 −6

⎤⎥⎥
⎦

6

．5.

练习 1.4.4 考虑下列 ℝ2 上的线性变换．

1. 设 𝑹𝜃(𝒙) = 𝑅𝜃𝒙，其中 𝑅𝜃 = [cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

]．求证：

(a) 𝑹𝜃 是绕原点逆时针旋转角度 𝜃 的变换．
(b) 分析当 𝜃 取何值时，存在常数 𝜆 和非零向量 𝒙，满足 𝑅𝜃𝒙 = 𝜆𝒙．
(c) 计算 𝑅𝑛

𝜃 , 𝑛 > 0, 𝑛 ∈ ℕ．

2. 设 𝑯𝜃(𝒙) = 𝐻𝜃𝒙，其中 𝐻𝜃 = [cos 2𝜃 sin 2𝜃
sin 2𝜃 − cos 2𝜃

]，而 𝒗 = [cos 𝜃
sin 𝜃

] , 𝒘 = [ sin 𝜃
− cos 𝜃

] 是 ℝ2 中

的向量．求证：
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(a) 𝒗T𝒘 = 0, 𝒗T𝒗 = 𝒘T𝒘 = 1; 𝐻𝜃𝒗 = 𝒗, 𝐻𝜃𝒘 = −𝒘．试分析变换 𝑯𝜃 的几何意义．

(b) 𝐻2
𝜃 = 𝐼2, 𝐻𝜃 = 𝐼2 − 2𝒘𝒘T．

(c) 𝑅−𝜃𝐻𝜙𝑅𝜃 = 𝐻𝜙−𝜃, 𝐻𝜙𝑅𝜃𝐻𝜙 = 𝑅−𝜃，并分析其几何意义．

3. 设 𝑺(𝒙) = 𝑆𝒙，其中 𝑆 = [1 0
1 1

]．设 𝜆 是常数，求证：𝑆𝒙 = 𝜆𝒙 有非零解当且仅当 𝜆 = 1，

并求出所有的非零解；计算 𝑆𝑘, 𝑘 > 0, 𝑛 ∈ ℕ．

练习 1.4.5 计算．

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

2

．1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑘

．2.

练习 1.4.6 设 𝐸𝑖𝑗 是 (𝑖, 𝑗) 元为 1，其余元素为 0 的矩阵，而 𝑛 阶方阵 𝐽𝑛 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
⋱ ⋱

0 1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

1. 计算 𝐴 = 𝐼2 + 𝐽2, 𝐵 = 𝐼2 + 𝐽T2 , 𝐶 = 𝐽2 − 𝐽T2．

2. 先计算 𝐴𝐵 再计算 (𝐴𝐵)𝐶，然后先计算 𝐵𝐶 再计算 𝐴(𝐵𝐶)．

3. 先计算 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 再计算 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶，然后先计算 𝐵 + 𝐶 再计算 𝐴(𝐵 + 𝐶)．

4. 计算 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶, 𝐵(𝐴 + 𝐶), (𝐴 + 𝐶)𝐵，三者是否相等？

5. 计算 (𝐴 + 𝐵)2, 𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2, 𝐴2 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 + 𝐵2，三者是否相等？

6. 计算 (𝐴𝐵)2 与 𝐴2𝐵2，二者是否相等？

7. 计算 𝐸13 − 𝒆1𝒆T3 , 𝒆1𝒆T1 + ⋯ + 𝒆4𝒆T4 , 𝐸13𝐸32, 𝐸32𝐸13，其中 𝒆𝑖 ∈ ℝ4，𝐸𝑖𝑗 是 4 阶方阵．

8. 计算 [0 0 1]
⎡⎢⎢
⎣

1 2
3 4
5 6

⎤⎥⎥
⎦
．

9. 计算 𝐽4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐽T4
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐽2
4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐽4
4．

10. 计算 𝐽𝑘
𝑛，其中 𝑘 是正整数．
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11. 设 𝑃 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

，计算 𝑃𝐽4 + 𝐽4𝑃 , (𝑃 + 𝐼4)(2𝑃 + 3𝐼4) − (2𝑃 + 3𝐼4)(𝑃 + 𝐼4)．

12. 设 𝑅 = [1 0
1 1

] , 𝑆 = [3 0
0 1

] , 𝑇 = [
1
3 0
0 1

]，计算 𝑆𝑅𝑇 , 𝑆𝑅T𝑇．

练习 1.4.7 设 2 阶矩阵 𝐵 的 (1, 2) 元增加 1，对下列矩阵讨论该矩阵的哪行哪列一定不变，并举
例说明所有其他行列确实可以变化．

𝐴 + 𝐵．1. 𝐴𝐵．2. 𝐵𝐴．3. 𝐵2．4.

练习 1.4.8 判断对错．

1. 如果 𝐵 的第一列等于第三列，则 𝐴𝐵 的第一列等于第三列．

2. 如果 𝐵 的第一列等于第三列，则 𝐵𝐴 的第一列等于第三列．

3. 如果 𝐴 的第一行等于第三行，则 𝐴𝐵𝐶 的第一行等于第三行．

练习 1.4.9 求所有满足条件的矩阵 𝐵．

1. 对任意 3 阶方阵 𝐴，𝐵𝐴 = 4𝐴．

2. 对任意 3 阶方阵 𝐴，𝐵𝐴 = 4𝐵．

3. 对任意 3 阶方阵 𝐴，𝐵𝐴 的每一行都是 𝐴 的第一行．

4. 对任意 3 阶方阵 𝐴，𝐴𝐵 的每一行的每一个元素都是 𝐴 的对应行的平均值．

5. 𝐵2 ≠ 𝑂, 𝐵3 = 𝑂，且 𝐵 是 3 阶上三角矩阵．

6. 𝐵 [1 1
1 1

] = [1 1
1 1

] 𝐵．

练习 1.4.10 给定矩阵 𝐴 = [𝑝 0
𝑞 𝑟

] , 𝐵 = [1 1
0 1

] , 𝐶 = [0 𝑧
0 0

]．

1. 𝑝, 𝑞, 𝑟 取何值时，有 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴？

2. 𝑧 取何值时，有 𝐵𝐶 = 𝐶𝐵？

3. 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑧 取何值时，有 𝐴𝐵𝐶 = 𝐶𝐴𝐵？

练习 1.4.11 证明，

1. 设 𝑛 维向量 𝒙 的每个分量都是 1，则 𝑛 阶方阵 𝐴 的各行元素之和为 1 当且仅当 𝐴𝒙 = 𝒙．

2. 若 𝑛 阶方阵 𝐴, 𝐵 的各行元素之和均为 1，则 𝐴𝐵 的各行元素之和也均为 1．
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3. 若 𝑛 阶方阵 𝐴, 𝐵 的各列元素之和均为 1，则 𝐴𝐵 的各列元素之和也均为 1．

练习 1.4.12 证明命题 1.4.17 ．

练习 1.4.13 证明上三角矩阵对加法、数乘、乘法封闭，即：设 𝑈1, 𝑈2 是 𝑛 阶上三角矩阵，𝑘 是
实数，则 𝑈1 + 𝑈2, 𝑘𝑈1, 𝑈1𝑈2 都是上三角矩阵．此外，𝑈1𝑈2 的对角元素是 𝑈1, 𝑈2 对应的对角元素
的乘积．

练习 1.4.14 设 𝐴 是 𝑛 阶上三角矩阵．求证：𝐴𝑛 = 𝑂 当且仅当 𝐴 是严格上三角矩阵．

练习 1.4.15 证明，如果 𝑛 阶方阵 𝐴 满足 𝐴𝑛 = 𝑂，则 (𝐼𝑛 − 𝐴)(𝐼𝑛 + 𝐴 + 𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝑛−1) = 𝐼𝑛．

练习 1.4.16 对 𝑛 阶方阵 𝐴，考虑集合 Com(𝐴) = {𝑛 阶方阵 𝐵 | 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴}．

1. 求证：Com(𝐴) 是所有 𝑛 阶方阵的集合当且仅当 𝐴 是数量矩阵 𝑘𝐼𝑛．

2. 设 𝐴 = diag(𝑑𝑖)，𝑑𝑖 互不相同，求 Com(𝐴)．

3. 求证：任取 𝐵, 𝐶 ∈ Com(𝐴)，都有 𝐼𝑛, 𝑘𝐵 + 𝑙𝐶, 𝐵𝐶 ∈ Com(𝐴)．

4. 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦
，求证：𝐽3 =

⎡⎢⎢
⎣

0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎤⎥⎥
⎦

∈ Com(𝐴)，而且

Com(𝐴) = {𝑘1𝐼3 + 𝑘2𝐽3 + 𝑘3𝐽2
3 ∣ 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ ℝ}.

练习 1.4.17 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

𝜆 1 0
0 𝜆 1
0 0 𝜆

⎤⎥⎥
⎦
，求 𝐴𝑘，其中 𝑘 是正整数．

练习 1.4.18 设 𝐴 是 𝑛 阶方阵，求证：𝐴 + 𝐴T, 𝐴𝐴T, 𝐴T𝐴 都是对称矩阵，而 𝐴 − 𝐴T 是反对称
矩阵．

练习 1.4.19 求证：

1. 任意方阵 𝐴 都唯一地表为 𝐴 = 𝐵 + 𝐶，其中 𝐵 是对称矩阵，𝐶 是反对称矩阵．

2. 𝑛 阶方阵 𝐴 是反对称矩阵当且仅当对任意 𝑛 维列向量 𝒙，都有 𝒙T𝐴𝒙 = 0．

3. 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 阶对称矩阵，则 𝐴 = 𝐵 当且仅当对任意 𝑛 维列向量 𝒙，都有 𝒙T𝐴𝒙 = 𝒙T𝐵𝒙．

练习 1.4.20 设 𝐴, 𝐵 是同阶对称矩阵．求证：𝐴𝐵 是对称矩阵当且仅当 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴．

练习 1.4.21 设 𝐴 是实对称矩阵，如果 𝐴2 = 𝑂，求证：𝐴 = 𝑂．

练习 1.4.22 (矩阵的迹) 方阵 𝐴 的对角元素的和称为它的迹，记作 trace(𝐴)．验证下列性质．

1. 对任意同阶方阵 𝐴, 𝐵，trace(𝐴 + 𝐵) = trace(𝐴) + trace(𝐵)．

2. 对任意方阵 𝐴 与实数 𝑘，trace(𝑘𝐴) = 𝑘 trace(𝐴)．
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3. 对 𝑚 阶单位矩阵 𝐼𝑚，trace(𝐼𝑚) = 𝑚．

4. 对任意方阵 𝐴，trace(𝐴) = trace(𝐴T)．

5. 设 𝐴 = [𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

] , 𝐵 = [𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

]，则 trace(𝐴T𝐵) =
4

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖．如果 𝐴 是 𝑚 阶方阵呢？

6. 设 𝒗, 𝒘 是 𝑚 维向量，则 trace(𝒗T𝒘) = trace(𝒘𝒗T)．

7. 设 𝐴, 𝐵 分别是 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚 矩阵，则 trace(𝐴𝐵) = trace(𝐵𝐴)．

8. 设 𝐴, 𝐵 是任意 𝑚 阶方阵，则 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 ≠ 𝐼𝑚．

练习 1.4.23 (差分矩阵与求导) 在微积分中，𝑓(𝑥) 的导数 𝑓 ′(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥+𝛿)−𝑓(𝑥)
𝛿 ．对数列 𝑎𝑛 的相邻

两项做减法，可以看作是一种离散导数 𝑎𝑛+1−𝑎𝑛
1 ．两者具有某种共性．令 𝐷 为 100 阶向前差分矩

阵，而 𝒂 =
⎡⎢⎢
⎣

𝑎1
⋮

𝑎100

⎤⎥⎥
⎦
．求证：

1. 若 𝑎𝑘 是关于 𝑘 的 3 次多项式，则除第 1 个分量外，𝐷𝒂 的第 𝑘 个分量是关于 𝑘 的 2 次多项
式．

2. 若 𝑎𝑘 = e𝑘，则除第 1 个分量外， e
e−1𝐷𝒂 的第 𝑘 个分量是 e𝑘．

图 1.4.1: 练习 1.4.24

练习 1.4.24 如图 1.4.2 的电路包含 5 个顶点，电势分别为 𝑣𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 5，𝑖, 𝑗 两点之间电阻为
𝑟𝑖𝑗 ≠ 0，从顶点 𝑖 到 𝑗 的电流为 𝑐𝑖𝑗，又记 𝑐𝑖𝑖 = 0．令电势矩阵为 𝑉 = diag(𝑣1, ⋯ , 𝑣5)，电流矩阵
为 𝐶 = [𝑐𝑖𝑗]，电导矩阵为 𝐺 = [𝑔𝑖𝑗]，其中 𝑔𝑖𝑖 = 0, 𝑔𝑖𝑗 = 1

𝑟𝑖𝑗
, 𝑖 ≠ 𝑗．求证 𝐶 = 𝑉 𝐺 − 𝐺𝑉．

𝑣1 𝑣2

𝑣3 𝑣4

𝑒1

𝑒2 𝑒4

𝑒5

图 1.4.2: 练习 1.4.25

练习 1.4.25 图 1.4.3 中的图含有四个顶点 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4，顶点之间有边连接．对称矩阵 𝐴 称为该
图的邻接矩阵：如果 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 之间有边，则 𝐴 的 (𝑖, 𝑗) 元是 1；如果 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 之间没有边，则 𝐴 的 (𝑖, 𝑗)
元是 0．
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1. 从 𝑝3 出发，三次通过连线，最后回到 𝑝3 的方法有几种？

2. 求矩阵 𝐴3 的 (3, 3) 元．

3. 分析 𝐴𝑛 的 (𝑖, 𝑗) 元的意义．

练习 1.4.26 设 𝒗T, 𝒘T 是 𝑘 维行向量，𝐴 是 𝑚 × 𝑛 矩阵．

1. 如果矩阵乘积 𝒗T𝐴 良定义，需要满足什么条件？

2. 对任意常数 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ，证明 (𝑎𝒗T + 𝑏𝒘T)𝐴 = 𝑎𝒗T𝐴 + 𝑏𝒘T𝐴．

3. 把 2𝒂T + 3𝒃T + 4𝒄T 写成一个行向量和矩阵的乘积．
注意：类比于矩阵乘列向量是矩阵的列的线性组合，行向量乘矩阵是矩阵的行的线性
组合．

4. 求矩阵 𝐴，使得 [𝑥1 𝑥2] 𝐴 [𝑦1
𝑦2

] = 2𝑥1𝑦1 + 3𝑥1𝑦2 + 4𝑥2𝑦1 + 5𝑥2𝑦2．

5. 求矩阵 𝐴，使得 [𝑥 𝑦] 𝐴 [𝑥
𝑦
] = 𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 5𝑦2．这样的 𝐴 是否唯一？

6. 求 3 阶对称矩阵 𝐴，使得对任意非零 3 维向量 𝒗，都有 𝒗T𝐴𝒗 > 0．

练习 1.4.27 由标准坐标向量 𝒆𝑖 定义 𝐸𝑖𝑗 = 𝒆𝑖𝒆T𝑗，它是 (𝑖, 𝑗) 元为 1，其他元素为 0 的矩阵．

1. 证明，当 𝑗 ≠ 𝑘 时，𝐸𝑖𝑗𝐸𝑘𝑙 = 𝑂．

2. 对任意矩阵 𝐴，求向量 𝒗 使得 𝐴𝒗 是 𝐴 的第 𝑖 列．

3. 对任意矩阵 𝐴，求向量 𝒗 使得 𝒗T𝐴 是 𝐴 的第 𝑖 行．

4. 对任意矩阵 𝐴，证明，𝒆T𝑖 𝐴𝒆𝑗 为 𝐴 的 (𝑖, 𝑗) 元．

5. 对 𝒆𝑘 ∈ ℝ𝑚 证明，
𝑚
∑
𝑘=1

𝒆𝑘𝒆T𝑘 = 𝐼𝑚．

6.（阅读）计算矩阵乘积 𝐴𝐵 的 (𝑖, 𝑗) 元的另一种方法：设 𝐴 有 𝑚 列，𝐵 有 𝑚 行，则

𝒆T𝑖 𝐴𝐵𝒆𝑗 = 𝒆T𝑖 𝐴𝐼𝑚𝐵𝒆𝑗 = 𝒆T𝑖 𝐴(
𝑚

∑
𝑘=1

𝒆𝑘𝒆T𝑘 )𝐵𝒆𝑗 =
𝑚

∑
𝑘=1

(𝒆T𝑖 𝐴𝒆𝑘)(𝒆T𝑘 𝐵𝒆𝑗).

练习 1.4.28 注意 𝑚 维向量是 𝑚 × 1 矩阵．

1. 对 𝒗 ∈ ℝ𝑚, 𝑘 ∈ ℝ，𝑘𝒗, 𝒗𝑘 是否可以看作矩阵乘法？

2. 对 𝒗 ∈ ℝ𝑚, 𝒘 ∈ ℝ𝑛，𝒗𝒘T 是否良定义？如果是，乘积有几行几列？

3. 求
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
⋮

100

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

[10 ⋯ 1] 的 (12, 7) 元．
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4. 求 𝒗, 𝒘，使得 𝒗𝒘T = [(−1)𝑖+𝑗]．

5. 求 𝒗, 𝒘，使得 𝒗𝒘T = [ 𝑖
𝑗]．

6. 令 𝐴 = [𝒂1 ⋯ 𝒂𝑛] , 𝐵 =
⎡⎢⎢
⎣

𝒃T1
⋮

𝒃T𝑛

⎤⎥⎥
⎦
．证明 𝐴𝐵 =

𝑛
∑
𝑖=1

𝒂𝑖𝒃T𝑖．

1.5 可逆矩阵

练习 1.5.1 计算下列矩阵乘法．

⎡⎢⎢
⎣

1
1

1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1
1

1

⎤⎥⎥
⎦
．1.

⎡⎢⎢
⎣

1
−1 1
−1 0 1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
1 3 1
1 4 0

⎤⎥⎥
⎦
．2.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1

1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑘

，𝑘 是正整数．3. [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [ 𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

]．4.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1 1
−1 1
−1 1
−1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．5.

练习 1.5.2 求下列矩阵的逆矩阵．

⎡⎢⎢
⎣

1 1
1 1

1

⎤⎥⎥
⎦
．1.

⎡⎢⎢
⎣

1 0 1
−1 1 1
2 −1 1

⎤⎥⎥
⎦
．2.

⎡⎢⎢
⎣

1 2 0
2 1 −1
3 1 1

⎤⎥⎥
⎦
．3.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．4.

练习 1.5.3 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2 −1
3 𝑎 −2
5 −2 1

⎤⎥⎥
⎦
不可逆，求 𝑎．

练习 1.5.4 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1
2 3
4 5 6

⎤⎥⎥
⎦
，解方程 𝐴𝒙 = 𝒆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3，并求 𝐴−1．
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练习 1.5.5 对 [𝐴 𝐼𝑛] 做初等行变换，求下列矩阵的逆矩阵．

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
0 1

1 0
1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．3.

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

1
1

. .
.

1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

．4.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 2
3 4

1 2
3 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．5.
⎡⎢⎢
⎣

3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

⎤⎥⎥
⎦
．6.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −𝑎
1 −𝑏

1 −𝑐
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．7.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝑎
1 ⋱

⋱ 𝑎
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦𝑛×𝑛

．8.

练习 1.5.6 说明

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1 −1 −1
−1 4 −1 −1
−1 −1 4 −1
−1 −1 −1 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

可逆，并计算其逆．

练习 1.5.7 求 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
⋱

𝑎𝑛−1
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

的逆矩阵，其中 𝑎𝑖 ≠ 0．

练习 1.5.8 求下列矩阵方程的解：
⎡⎢⎢
⎣

2 2 3
1 −1 0

−1 2 1

⎤⎥⎥
⎦

𝑋 =
⎡⎢⎢
⎣

4 −1
2 1
1 0

⎤⎥⎥
⎦
．

练习 1.5.9 证明二阶方阵 𝐴 = [𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] 可逆当且仅当 𝑑 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 ≠ 0．此时，𝐴−1 =

1
𝑑 [ 𝑎22 −𝑎12

−𝑎21 𝑎11
]．

练习 1.5.10 证明，有一列元素（或一行元素）全为零的方阵不可逆．

练习 1.5.11 证明，对角元素全非零的上三角矩阵 𝑈 可逆，其逆矩阵 𝑈−1 也是上三角矩阵，且
𝑈−1 的对角元素是 𝑈 的对角元素的倒数．

练习 1.5.12 是否只有方阵才有可能可逆？设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 矩阵．

1. 设 𝐴 = [1 2 3
4 5 6

]，能否找到 𝐵, 𝐶 使得 𝐴𝐵 = 𝐼2, 𝐶𝐴 = 𝐼3？
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2. 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2
2 4
3 6

⎤⎥⎥
⎦
，能否找到 𝐵, 𝐶 使得 𝐴𝐵 = 𝐼3, 𝐶𝐴 = 𝐼2？

3. 设 𝐶𝐴 = 𝐼𝑛，证明 𝐴𝒙 = 𝟎 只有零解．此时 𝑚, 𝑛 之间有何种关系？

4. 设 𝐴𝐵 = 𝐼𝑚，证明 𝐴T𝒙 = 𝟎 只有零解．此时 𝑚, 𝑛 之间有何种关系？

5. 设 𝐴𝐵 = 𝐼𝑚, 𝐶𝐴 = 𝐼𝑛，证明 𝑚 = 𝑛 且 𝐵 = 𝐶；由此可知，可逆矩阵一定是方阵．

6. 如果 𝑚 ≠ 𝑛，那么 ℝ𝑚, ℝ𝑛 之间是否存在线性双射？

练习 1.5.13 如果 𝑛 阶方阵 𝐴, 𝐵 满足 𝐴𝐵 = 𝐼𝑛，判断 𝐴, 𝐵 是否可逆．

练习 1.5.14 设

𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 1 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐵 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0 1
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐶 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐷 =
⎡⎢⎢
⎣

2 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝑃 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0 0
0 0 1
1 0 0

⎤⎥⎥
⎦

.

1. 求上述矩阵对应的初等行、列变换．

2. 从行变换的角度看，是否一定有 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴？如果否，𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 从行变换的角度意味着什么？

3. 从行变换的角度看，是否一定有 𝐴𝐶 = 𝐶𝐴？如果否，𝐴𝐶 − 𝐶𝐴 从行变换的角度意味着什么？

4. 从行变换的角度看，是否一定有 𝐵𝐶 = 𝐶𝐵？如果否，𝐵𝐶 − 𝐶𝐵 从行变换的角度意味着什么？

5. 从行变换的角度看，𝐷 是否和 𝐴, 𝐵, 𝐶 可交换？计算 𝐷𝐴𝐷−1, 𝐷𝐵𝐷−1, 𝐷𝐶𝐷−1．

6. 从行变换的角度看，𝑃 是否和 𝐴, 𝐵, 𝐶 可交换？计算 𝑃𝐴𝑃 −1, 𝑃𝐵𝑃 −1, 𝑃𝐶𝑃 −1．

7. 对三阶方阵 𝑋，(𝐴𝑋)𝐵 和 𝐴(𝑋𝐵) 对 𝑋 分别做了何种行、列变换？

8. 对任意矩阵 𝑋，先做初等行变换，再做初等列变换，其结果是否等于先做该初等列变换，再
做该初等行变换？这对应着矩阵乘法的什么性质？

练习 1.5.15 设矩阵 𝐴 和 𝐵 左相抵．求证：

1. 如果 𝐴 的第一列全是零，则 𝐵 的第一列全是零．

2. 如果 𝐴 的所有列都相同，则 𝐵 的所有列都相同．

3. 如果 𝐴 的第一列是第二列与第三列的和，则 𝐵 的第一列也是第二列与第三列的和．

4. 如果 𝐴 的第一列和第二列不成比例，则 𝐵 的第一列和第二列也不成比例．

练习 1.5.16 设有 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3 三个城市，城市之间有人口迁移．定义矩阵 𝐴，其 (𝑖, 𝑗) 元 𝑎𝑖𝑗 为
人在一年中从 𝐴𝑗 迁移到 𝐴𝑖 的概率．注意，𝐴 的每个元素都在 0, 1 之间，且 𝐴 的每一列的元素之
和都是 1．
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1. 设今年三个城市的人口分别是 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3，证明明年它们的预期人口分别是 𝐴
⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤⎥⎥
⎦
的三个分

量．

2. 人口迁移满足什么条件时，𝐴 为列对角占优矩阵（行对角占优矩阵的转置）？人口迁移满足什
么条件时，𝐴 为行对角占优矩阵？考虑现实生活中的情形，讨论这些假设是否合理．

3. 如果把矩阵对角占优定义中的大于号换成大于等于号，则称该矩阵为弱对角占优矩阵．证明

𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

2
3

1
3

1
3

0 1
3 0

1
3

1
3

2
3

⎤⎥⎥
⎦
弱对角占优，且可逆，并求其逆矩阵．

4. K 对任意 𝑛 阶方阵，设它有 𝑛 − 1 行都是对角占优，仅有 1 行弱对角占优，该矩阵可逆吗？

练习 1.5.17 设 𝐴 是 𝑛 阶方阵．

1. 对任意两个多项式 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)，是否一定有 𝑝(𝐴)𝑞(𝐴) = 𝑞(𝐴)𝑝(𝐴)？

2. 证明，所有形如
⎡⎢⎢
⎣

𝑎 𝑏 𝑐
𝑎 𝑏

𝑎

⎤⎥⎥
⎦
的矩阵全都彼此交换．

3. 设 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥), 𝑔(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)，证明，𝑓(𝐴) = 𝑝(𝐴) + 𝑞(𝐴), 𝑔(𝐴) = 𝑝(𝐴)𝑞(𝐴)．

4. 求 𝐴 使得 𝐴 + 𝐼𝑛, 𝐴 − 𝐼𝑛 均不为零，但是 𝐴2 − 𝐼𝑛 = 𝑂．

5. 设 𝐴2 − 𝐼𝑛 = 𝑂，证明，任意 𝑛 维向量 𝒗 都存在分解式 𝒗 = 𝒙 + 𝒚，满足 (𝐴 − 𝐼𝑛)𝒙 =
(𝐴 + 𝐼𝑛)𝒚 = 𝟎．

6. 设 𝐴3 = 𝑂，证明 𝐴 + 𝐼𝑛 与 𝐴 − 𝐼𝑛 都可逆，并求 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) 使得 𝑝(𝐴), 𝑞(𝐴) 分别为其逆．

练习 1.5.18 证明，如果 𝑛 阶方阵 𝐴 满足 𝐴2 = 𝐴，则 𝐼𝑛 − 2𝐴 可逆．

练习 1.5.19 如果一个 𝑛 阶方阵从 (1, 𝑛) 元到 (𝑛, 1) 元的对角线下的所有元素均为零，则称为西
北矩阵．类似地，可以定义东南矩阵．如果 𝐵 是西北矩阵，那么 𝐵T, 𝐵2, 𝐵−1 是什么矩阵？西北矩
阵和东南矩阵的乘积是什么矩阵？

练习 1.5.20 1. 求可逆矩阵 𝐴, 𝐵，使得 𝐴 + 𝐵 不可逆．

2. 求不可逆矩阵 𝐴, 𝐵，使得 𝐴 + 𝐵 可逆．

3. 求 3 阶不可逆矩阵 𝐴，使得对任意 𝑘 > 0，𝐴 + 𝑘𝐼3 都对角占优．

练习 1.5.21 求所有三阶矩阵 𝐴，满足 𝐴2 = 𝐼3，且 𝐴 的每个元素只能是 0 或 1．

练习 1.5.22 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
2 4 5
3 5 6

⎤⎥⎥
⎦
是对称矩阵，通过 “对称化简” 求其逆矩阵：
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1. 将 𝐴 的第一行的二倍从第二行中减去，第一行的三倍从第三行中减去．这对应哪个初等矩阵
𝐸1？𝐸T

1 对应的列变换是什么？计算 𝐸1𝐴 和 𝐴1 = 𝐸1𝐴𝐸T
1．

2. 将 𝐴1 的第二行与第三行调换．这对应哪个初等矩阵 𝐸2？𝐸T
2 对应的列变换是什么？计算 𝐸2𝐴1

和 𝐴2 = 𝐸2𝐴1𝐸T
2．

3. 将 𝐴2 的第二行的
1
3 倍从第三行中减去．这对应哪个初等矩阵 𝐸3？𝐸T

3 对应的列变换是什么？
计算 𝐸3𝐴2 和 𝐴3 = 𝐸3𝐴2𝐸T

3．

4. 综上，𝐴3 = 𝐸3𝐸2𝐸1𝐴𝐸T
1 𝐸T

2 𝐸T
3，由此求 𝐴 的逆．

练习 1.5.23 求证：对称矩阵的逆矩阵也是对称矩阵；反对称矩阵的逆矩阵也是反对称矩阵．

练习 1.5.24 K 给定 𝑛 阶实反对称矩阵 𝐴，求证：𝐼𝑛 − 𝐴 可逆．
提示：反证法，考虑 𝐴𝒙 = 𝒙．

1.6 分块矩阵

练习 1.6.1 设 𝐴 的行简化阶梯形为 𝑅，行变换对应的可逆矩阵是 𝑃．

1. 求 [𝐴 2𝐴] 的行简化阶梯形，以及行变换对应的可逆矩阵．

2. 求 [ 𝐴
2𝐴

] 的行简化阶梯形，以及行变换对应的可逆矩阵．

练习 1.6.2 求下列矩阵的逆矩阵．

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 0 0 0
2 1 0 0 0
0 0 2 2 3
0 0 1 −1 0
0 0 −1 2 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 1 0
1 0 2 0
0 1 0 1
0 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.

练习 1.6.3 计算下列分块矩阵：

[𝐼𝑛 𝑂
𝐴 𝐼𝑚

]
−1

．1. [𝑂 𝐼𝑚
𝐼𝑛 𝐴

]
−1

．2.

练习 1.6.4 设分块矩阵 𝑋 = [𝑂 𝐴
𝐵 𝑂

]，其中 𝐴, 𝐵 可逆．试证 𝑋 可逆，并求其逆.

练习 1.6.5 设分块矩阵 𝑈 = [𝐴 𝐶
𝑂 𝐵

]，其中 𝐴, 𝐵 可逆．试证 𝑈 可逆，并求其逆.

练习 1.6.6 设 𝐴1, 𝐴2 分别为 𝑚, 𝑛 阶方阵，且存在可逆方阵 𝑇1, 𝑇2，使得 𝑇 −1
1 𝐴1𝑇1 和 𝑇 −1

2 𝐴2𝑇2

都是对角矩阵．求证：存在 𝑚 + 𝑛 阶可逆矩阵 𝑇，使得 𝑇 −1 [𝐴1 𝑂
𝑂 𝐴2

] 𝑇 是对角矩阵．
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练习 1.6.7 1. 任取 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝑋，分块矩阵 [𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]，计算 [𝐼𝑚 𝑋
𝑂 𝐼𝑛

] [𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]．

2. 由此判断

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝑐1
1 𝑐2

⋱ ⋮
1 𝑐𝑛−1

𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛−1 𝑎

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

何时可逆，并在可逆时求其逆．

练习 1.6.8 利用 Sherman-Morrison 公式判断下列矩阵何时可逆，并在可逆时求其逆．

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1 + 1 1 1 ⋯ 1
1 𝑎2 + 1 1 ⋯ 1
1 1 𝑎3 + 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 1
1 1 ⋯ 1 𝑎𝑛 + 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

练习 1.6.9 1. 求 𝐴 使得 [𝑂 𝐴
𝐴 𝑂

] 为反对称矩阵．

2. 求 5 阶置换矩阵 𝑃，满足 𝑃 5 ≠ 𝐼5, 𝑃 6 = 𝐼5．

3. 求对称矩阵 𝐴，使得不存在 𝐵，满足 𝐴 = 𝐵𝐵T．

练习 1.6.10 K 给定 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚 矩阵 𝐴, 𝐵，求证：𝐼𝑚 + 𝐴𝐵 可逆当且仅当 𝐼𝑛 + 𝐵𝐴 可逆．
提示：考虑分块矩阵．

练习 1.6.11 设实分块方阵 𝑋 = [𝐴 𝐶
𝑂 𝐵

]，其中 𝐴是方阵．如果 𝑋 与 𝑋T 可交换，求证：𝐶 = 𝑂．

练习 1.6.12 设分块对角矩阵 𝐽 =
⎡⎢⎢
⎣

𝐽1
𝐽2

𝐽3

⎤⎥⎥
⎦
，其中 𝐽1 = [2 1

2
] , 𝐽2 =

⎡⎢⎢
⎣

2 1
2 1

2

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐽3 =

[1 1
1
]．试找出一个五次多项式 𝑓(𝑥)，使得 𝑓(𝐽) = 𝑂．

练习 1.6.13 构造 2𝑛 阶实方阵 𝐴，满足 𝐴2 = −𝐼2𝑛．

练习 1.6.14 设 𝐴, 𝐵 为两个左相抵的行简化阶梯形矩阵．

1. 证明，𝐴𝒙 = 𝟎 与 𝐵𝒙 = 𝟎 同解．

2. 证明，如果 𝐴 的最后一列不是主列，则存在 𝒙 使得 𝐴 [𝒙
1

] = 𝟎．

3. 证明，如果 𝐴 最后一列是主列，则对任意 𝒙，𝐴 [𝒙
1

] ≠ 𝟎．
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4. 设 𝐴, 𝐵 除了最后一列之外，其他列均相等，且 𝐴 的最后一列不是主列，证明 𝐴 = 𝐵．

5. 设 𝐴, 𝐵 除了最后一列之外，其他列均相等，且 𝐴 的最后一列是主列，证明 𝐴 = 𝐵．

6. 用数学归纳法证明，左相抵的行简化阶梯形必然相等．由此证明，一个矩阵 𝐴 的行简化阶梯
形唯一．

练习 1.6.15 (置换的不动点) 设 𝑃 是置换矩阵．如果 𝑃 对应的行变换保持第 𝑖 行不变，则称 𝑖
为 𝑃 的不动点．

1. 证明 𝑖 是 𝑃 的不动点当且仅当 𝑃 的第 𝑖 个对角元为 1．

2. 证明 𝑃 的不动点个数等于 trace(𝑃 )（练习 1.4.22 ）．

3. 对任意置换矩阵 𝑃1, 𝑃2，证明 𝑃1𝑃2 和 𝑃2𝑃1 的不动点个数相等．

练习 1.6.16 考虑 ℝ𝑛 上的变换 𝑓(𝒙) = 𝐴𝒙 + 𝒃，具有该形式的变换称为仿射变换．仿射变换通常
不是线性变换．

1. 证明 [ 𝐴 𝒃
𝟎T 1

] [𝒙
1

] = [𝑓(𝒙)
1

]．记 𝑀𝑓 ∶= [ 𝐴 𝒃
𝟎T 1

]．

2. 证明 𝑀𝑓𝑀𝑔 = 𝑀𝑓∘𝑔．

3. 证明当仿射变换 𝑓 可逆时，矩阵 𝑀𝑓 可逆，且 𝑀𝑓−1 = (𝑀𝑓)−1．

练习 1.6.17 图 1.6.3 中有四个弹簧振子．弹簧的初始长度为 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4，振子在稳态的最终长度
为 𝑙1 + 𝑥1, 𝑙2 + 𝑥2, 𝑙3 + 𝑥3, 𝑙4 + 𝑥4．

𝑚1

𝑚2

𝑚3

𝑚4

𝑘1

𝑘2

𝑘3

𝑘4

𝑚1

𝑚2

𝑚3

𝑚4

𝑘1

𝑘2

𝑘5

𝑘3

𝑘4

𝑘6

𝑚5

图 1.6.1: 练习 1.6.17

1. 找到矩阵 𝐴 使得 𝐴
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑔
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑚1
𝑚2
𝑚3
𝑚4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．此时 𝐴 的分块结构有什么特点？你能否从系统中看出

原因？
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2. 图 1.6.3 中振子下面，由劲度系数分别为 𝑘5, 𝑘6 的弹簧挂住了一个质量为 𝑚5 的振子．找到矩

阵 𝐴 使得 𝐴

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑔

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑚1
𝑚2
𝑚3
𝑚4
𝑚5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．此时 𝐴 的分块结构是否还有之前的特点？为什么？

练习 1.6.18 考虑一个元素皆为复数的矩阵．将每个元素分成实部和虚部，不难发现对任意复数
矩阵，都存在实数矩阵 𝐴, 𝐵，使得该复数矩阵为 𝐴 + i𝐵，其中 i 是虚数单位．同理，任意复数向
量，都存在实数向量 𝒗, 𝒘，使得该复数向量为 𝒗 + i𝒘．下面用 ℜ(𝐴), ℜ(𝒗), ℑ(𝐴), ℑ(𝒗) 来表达复矩
阵 𝐴 和复向量 𝒗 的实部和虚部．

1. 用实数矩阵和向量 𝐴, 𝐵, 𝒗, 𝒘 来表达 (𝐴 + i𝐵)(𝒗 + i𝒘) 的实部和虚部；

2. 对任意实数矩阵 𝐴, 𝐵，求矩阵 𝑋，使得 𝑋 [ℜ(𝒗 + i𝒘)
ℑ(𝒗 + i𝒘)

] = [ℜ ((𝐴 + i𝐵)(𝒗 + i𝒘))
ℑ ((𝐴 + i𝐵)(𝒗 + i𝒘))

] 对任意

实数向量 𝒗, 𝒘 都成立．

3. 考虑映射 𝑓(𝑎 + i𝑏) = [𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]．验证 𝑓 ((𝑎 + i𝑏)(𝑐 + i𝑑)) = 𝑓(𝑎 + i𝑏)𝑓(𝑐 + i𝑑)．

练习 1.6.19 (错位分块对角矩阵) 定义

[𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] △ [𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

] =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 0 𝑎12 0
0 𝑏11 0 𝑏12

𝑎21 0 𝑎22 0
0 𝑏21 0 𝑏22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

1. 证明 (𝐴1△𝐵1)(𝐴2△𝐵2) = (𝐴1𝐴2)△(𝐵1𝐵2)．

2. 证明 𝐴△𝐵 可逆当且仅当 𝐴, 𝐵 都可逆；此时有 (𝐴△𝐵)−1 = 𝐴−1△𝐵−1．

3. 求 𝑋，使得对任意 2 阶方阵 𝐴, 𝐵，都有 𝑋(𝐴△𝐵)𝑋−1 = [𝐴 𝑂
𝑂 𝐵

]．

1.7 LU 分解
练习 1.7.1 求下列矩阵的 LU 分解，其中 𝐿 为单位下三角矩阵．

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．3.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．4.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 4
1 2 3 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．5.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 5 5 5
1 2 6 6
1 2 3 7
1 2 3 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．6.
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注意观察，哪些 0 保留在了 𝐿 中或者 𝑈 中．

练习 1.7.2 利用行变换解下列方程

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 5 5 5
1 2 6 6
1 2 3 7
1 2 3 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒙 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

34
28
23
20

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒚 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

34
28
23
20

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 5 5 5
0 −3 1 1
0 0 −3 1
0 0 0 −3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒙 = 𝒚，这里的 𝒚 是上一问的解．3.

练习 1.7.3 设 𝑛 阶方阵 𝐴 = [𝑎11 𝒘T

𝒗 𝐵
] 存在 LU 分解 𝐴 = 𝐿𝑈，其中 𝒗 ≠ 𝟎．

1. 𝐴 的左上角元素 𝑎11 是否非零？

2. 从上往下对 𝐴 做行变换，将 𝒗 变为 𝟎 时，需要做多少次加法、乘法？

3. 再设 𝐴 为对称矩阵．此时 𝒗 和 𝒘 有什么关系？𝐵 有什么性质？

4. 利用行变换将 𝒗 变为 𝟎 时，再利用对应的列变换将 𝒘T 变为 𝟎，求证此时 𝐵 变为对称矩阵．
此时需要做几次加法、乘法？

由此看到，对称矩阵 𝐿𝑈 分解的计算量可以节省一半．

练习 1.7.4 设 𝑛 阶方阵

𝑇 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1
−1 2 −1

−1 2 ⋱
⋱ ⋱ −1

−1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

利用初等变换证明，存在分解式 𝑇 = 𝐿𝑈，其中 𝐿是下三角矩阵，𝑈 是上三角矩阵．据此求出 𝑇 −1．

2.1 基本概念

练习 2.1.1 判断下列子集是否是 ℝ𝑛 的子空间．其中的子空间是否可以写成线性生成的子空间；
如果可以，写出一组基．

{[𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]
T

∣
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 = 0}．1. {[𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]
T

∣
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 = 1}．2.

{[𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]
T

∣
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 = 0}．3. {[𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]

T
∣ 𝑎1 = 0}．4.
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{[𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]
T

∣ 𝑎1 ⩾ 0}．5. {[𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]
T

∣ 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛}．6.

{[𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]
T

∣ 𝑎2
1 = ⋯ = 𝑎2

𝑛}．7. {[𝑎1 𝑎2 𝑎3]
T

∣ 𝑎1𝑎2𝑎3 = 0}．8.

{[𝑎1 𝑎2 𝑎3]
T

∣ 𝑎1 = 𝑎2}．9. {[𝑎1 𝑎2 𝑎3]
T

∣ 𝑎1 ⩽ 𝑎2 ⩽ 𝑎3}．10.

{[𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4]
T

∣ [𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

]是可逆矩阵}．11.

{[𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4]
T

∣ [𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

]是不可逆矩阵}．12.

{[𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4]
T

∣ [𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

]是对称矩阵}．13.

{[𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4]
T

∣ [𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

]是反对称矩阵}．14.

练习 2.1.2 判断满足下列性质的 ℝ3 子集 ℳ 是否存在．若存在，进一步判断哪些是子空间．

1. ℳ 含有 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3；对任意 𝒗, 𝒘 ∈ ℳ，都有 𝒗 + 𝒘 ∈ ℳ；存在 𝒗 ∈ ℳ，使得 1
2𝒗 ∉ ℳ．

2. ℳ 含有所有形如
⎡⎢⎢
⎣

cos 𝜃
sin 𝜃

1

⎤⎥⎥
⎦
的向量；对任意 𝒗 ∈ ℳ，都有 𝑘𝒗 ∈ ℳ；存在 𝒗, 𝒘 ∈ ℳ，使得

𝒗 + 𝒘 ∉ ℳ．

3. ℳ 含有 𝒆1, 𝒆2 但不含有 𝒆3；对任意 𝒗, 𝒘 ∈ ℳ, 𝑘 ⩾ 0，都有 𝒗 + 𝒘, 𝑘𝒗 ∈ ℳ．

练习 2.1.3 证明命题 2.1.9 ．

练习 2.1.4 证明，ℛ(𝑂𝑚×𝑛) = {𝟎}, 𝒩(𝑂𝑚×𝑛) = ℝ𝑛；如果 𝑛 阶方阵 𝐴 可逆，则 ℛ(𝐴) =
ℝ𝑛, 𝒩(𝐴) = {𝟎}．

练习 2.1.5 证明，对例 2.1.3中的 𝐴 = [𝒂1 𝒂2 𝒂3]，这三个向量中的任意两个都可以作为 ℛ(𝐴)
的一组生成向量，但是，其中任意单个向量都不能生成 ℛ(𝐴)．

练习 2.1.6 判断下列 𝐴, 𝐵 是否具有相同的列空间、零空间，证明或举出反例．

1. 𝐴为任意矩阵，𝐵分别为 2𝐴, [𝐴 𝐴] , [𝐴 𝐴𝐶] , [𝐴
𝐴

] , [ 𝐴
𝐶𝐴

] , [𝐴 𝐴
𝑂 𝐴

] , 𝑃𝐴, 𝐴𝑄，其中 𝑃 , 𝑄

可逆．

2. K 𝐴 为 𝑛 阶方阵，𝐵 分别为 𝐴 + 𝐼𝑛, 𝐴2, 𝐴T．

练习 2.1.7 设矩阵 𝐴, 𝐵 具有相同的行数和列数，对下列判断，证明或举出反例．

1. 如果 𝐴, 𝐵 有相同的零空间，那么对任意向量 𝒃，𝐴𝒙 = 𝒃 与 𝐵𝒙 = 𝒃 一定同解．
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2. 如果 𝐴, 𝐵 有相同的列空间，那么对任意向量 𝒃，𝐴𝒙 = 𝒃 与 𝐵𝒙 = 𝒃 一定同解．

3. 如果 𝐴, 𝐵 有相同的零空间和列空间，那么对任意向量 𝒃，𝐴𝒙 = 𝒃 与 𝐵𝒙 = 𝒃 一定同解．

练习 2.1.8 设 𝐴𝒙 = 𝒃 有解，证明，

ℛ(𝐴) = ℛ ([𝐴 𝒃])．1. 𝒩(𝐴T) = 𝒩 ([𝐴T

𝒃T
])．2.

练习 2.1.9 把 ℝ4 中的向量 𝒃 表示成 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3, 𝒂4 的线性组合．

1. 𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1

−1
−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
1

−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

2. 𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
1
3
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1

−1
−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

练习 2.1.10 判断下列向量组是否线性相关．

1. 𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−2
3
4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1

−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
3
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
−7
3
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

2. 𝒂1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
0
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1

−1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

−1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂4 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0
1

−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂5 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0
0

−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．

练习 2.1.11 如果向量组 𝒂, 𝒃, 𝒄 中的任何两个都线性无关，试问该向量组是否一定线性无关？

练习 2.1.12 设 ℝ𝑛 中向量 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3，满足 𝑘1𝒂1 + 𝑘2𝒂2 + 𝑘3𝒂3 = 𝟎，其中 𝑘1𝑘2 ≠ 0．求证：
span(𝒂1, 𝒂3) = span(𝒂2, 𝒂3)．

练习 2.1.13 设向量组 𝒂1, 𝒂2, ⋯ , 𝒂𝑠 线性无关，证明向量组 𝒂1, 𝒂1 + 𝒂2, ⋯ , 𝒂1 + ⋯ + 𝒂𝑠 线性无关．

练习 2.1.14 设 ℝ𝑛 中向量组 𝒂1, 𝒂2, ⋯ , 𝒂𝑠 线性无关，𝐴是 𝑛阶可逆矩阵，求证：𝐴𝒂1, 𝐴𝒂2, ⋯ , 𝐴𝒂𝑠
线性无关．
注意：上题其实是本题的特殊情形．另外，假设 𝑨 是单射，是否已经足够？

练习 2.1.15 证明，一个线性无关向量组的任意部分组也线性无关；如果向量组有一个部分组线
性相关，则该向量组也线性相关．
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练习 2.1.16 证明，一个向量组线性相关当且仅当其中有一个向量可以被其他向量线性表示．

练习 2.1.17 给定 ℝ𝑚 中向量组 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑛，从每个向量中去掉第 𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠 个分量，得到 ℝ𝑚−𝑠 中
向量组 𝒂′

1, ⋯ , 𝒂′
𝑛．证明，

1. 如果 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑛 线性相关，则 𝒂′
1, ⋯ , 𝒂′

𝑛 线性相关．

注意：有追求的读者可以尝试这种线性代数味道更浓的证明方法：可否找到一个矩阵
𝐴，把每个 𝑎𝑛 变成 𝑎′

𝑛？

2. 如果 𝒂′
1, ⋯ , 𝒂′

𝑛 线性无关，则 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑛 线性无关．

练习 2.1.18 证明，对任意 ℝ𝑚 的非平凡子空间 ℳ, 𝒩，都有 ℳ ∪ 𝒩 ≠ ℝ𝑚．

练习 2.1.19 (子空间的和) 设 ℳ, 𝒩 是 ℝ𝑚 的两个子空间，定义集合：

ℳ + 𝒩 ∶= {𝒎 + 𝒏 | 𝒎 ∈ ℳ, 𝒏 ∈ 𝒩}.

证明，

1. 集合 ℳ + 𝒩 是 ℝ𝑚 的子空间，称为子空间 ℳ 与 𝒩 的和．

2. 交集 ℳ ∩ 𝒩 是 ℝ𝑚 的子空间，称为子空间 ℳ 与 𝒩 的交．

3. 集合的交与并满足 (𝑆1 ∪ 𝑆2) ∩ 𝑆3 = (𝑆1 ∩ 𝑆3) ∪ (𝑆2 ∩ 𝑆3)．证明或举出反例：子空间的交与
和满足 (ℳ + 𝒩) ∩ 𝒲 = (ℳ ∩ 𝒲) + (𝒩 ∩ 𝒲)．

4. 集合的交与并满足 (𝑆1 ∩ 𝑆2) ∪ 𝑆3 = (𝑆1 ∪ 𝑆3) ∩ (𝑆2 ∪ 𝑆3)．证明或举出反例：子空间的交与
和满足 (ℳ ∩ 𝒩) + 𝒲 = (ℳ + 𝒲) ∩ (𝒩 + 𝒲)．

练习 2.1.20 设 ℝ𝑚 中子空间 ℳ = span(𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑠), 𝒩 = span(𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑡)，证明，

ℳ + 𝒩 = span(𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑠, 𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑡).

练习 2.1.21 1. 给定 𝑚×𝑛, 𝑚×𝑠矩阵 𝐴, 𝐵，证明，ℛ(𝐴)+ℛ(𝐵) = ℛ(𝐶)，其中 𝐶 = [𝐴 𝐵]．

2. 给定 𝑚 × 𝑛, 𝑙 × 𝑛 矩阵 𝐴, 𝐵，证明，𝒩(𝐴) ∩ 𝒩(𝐵) = 𝒩(𝐷)，其中 𝐷 = [𝐴
𝐵

]．

练习 2.1.22 (Kirchhoff 电压定律) KK 对图 2.1.2 中的电路网络，令 𝑀𝐺 为对应的关联矩阵．
根据 Kirchhoff 电压定律，找出一个方程组，其解集恰为 ℛ(𝑀𝐺)．要求用尽量少的方程（但不需要
写出证明）．
提示：对于最后一个图，它有 10条边，5个点，因此 𝑀𝐺 是 10×5的矩阵．由于𝒩(𝑀𝐺)

是 1 维的（所有点电势相等的情况），因此 ℛ(𝑀𝐺) 是几维的？至少需要几个等式才能确
定？

练习 2.1.23 (电路网络拓展) 设图 2.1.1 中的电路网络的关联矩阵是 𝑀𝐺，定义图的 Laplace 矩
阵 𝐿𝐺 = 𝑀T

𝐺𝑀𝐺．
注意：这类 Laplace 矩阵与图上的随机游走等问题密切相关．
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(a) (b) (c) (d)

图 2.1.1: Kirchhoff 定律的练习

1. 矩阵 𝐿𝐺 的元素有什么意义？

2. 求子空间 𝒩(𝐿𝐺) 的一组生成向量．

3. 求子空间 ℛ(𝐿𝐺) 的一组生成向量，要求其中每个向量至少有两个分量为零．

4. 任取向量 𝒗 ∈ 𝒩(𝐿𝐺), 𝒘 ∈ ℛ(𝐿𝐺)，𝒗T𝒘 可能取哪些值？

5. 求线性方程组，其解集恰好是 ℛ(𝐿𝐺)．

练习 2.1.24 以下哪些向量组是矩阵
⎡⎢⎢
⎣

1 1 1 1
1 2 3 4
4 3 2 1

⎤⎥⎥
⎦
的零空间的基？

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0

−3
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；2.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−2
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1

−2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；3.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−2
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2

−1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；4.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1

−1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．5.

2.2 基和维数

练习 2.2.1 求下列向量组的极大线性无关部分组和秩．

1. 𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
3
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4
6
2
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
4
3
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；
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2. 𝒂1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
0
1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
2
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．

练习 2.2.2 在下列向量组中，除去哪个向量，得到的向量组和原向量组线性等价？

⎡⎢⎢
⎣

1
0
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
1
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
0
1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

1
2
3

⎤⎥⎥
⎦
．1.

⎡⎢⎢
⎣

1
0
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
1
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
0
1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

1
2
0

⎤⎥⎥
⎦
．2.

⎡⎢⎢
⎣

1
0
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
1
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
0
1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

2
0
0

⎤⎥⎥
⎦
．3.

⎡⎢⎢
⎣

1
0
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
1
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
0
1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
0
0

⎤⎥⎥
⎦
．4.

练习 2.2.3 用筛选法去掉方程组中所有多余的方程：

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 0 0
1 0 −1 0
1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 1 0 −1
0 0 1 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒙 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
0
0
1
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．

练习 2.2.4 给定线性无关的向量组 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3，求 𝒂1 − 𝒂2, 𝒂2 − 𝒂3, 𝒂3 − 𝒂1 所有的极大线性无关
部分组．

练习 2.2.5 证明，一个向量组的任意线性无关的部分组都可以扩充成它的一个极大线性无关部分
组．

练习 2.2.6 证明，如果向量组 𝑆 可以被向量组 𝑇 线性表示，则 rank(𝑆) ⩽ rank(𝑇 )．

练习 2.2.7 证明向量组 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3 与向量组 𝒂1 + 𝒂2, 𝒂2 + 𝒂3, 𝒂3 + 𝒂1 线性等价．
注意：有追求的读者可以尝试这种线性代数味道更浓的证明方法：可否找到一个可逆

矩阵 𝐴，把一个向量组变成另一个向量组？

练习 2.2.8 证明，如果向量组和它的一个部分组的秩相同，则两个向量组线性等价.

练习 2.2.9 举例说明秩相等的向量组未必线性等价．

练习 2.2.10 已知向量组的秩是 𝑟，设 𝑆 是一个包含 𝑟 个向量的部分组．证明：

1. 如果 𝑆 线性无关，则 𝑆 是原向量组的一个极大线性无关部分组．

2. 如果 𝑆 与原向量组线性等价，则 𝑆 是原向量组的一个极大线性无关部分组．

练习 2.2.11 证明命题 2.2.17 ．

练习 2.2.12 求下列子空间的基和维数．
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1. 空间 ℝ3 中平面 𝑥 − 𝑦 = 0 与平面 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0 的交集．

2. 空间 ℝ3 中与向量 [1 −1 0] , [1 1 −2] 都垂直的向量组成的子空间．

3. 齐次线性方程组
⎡⎢⎢
⎣

1 1 1
0 0 1
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦

𝒙 = 𝟎 的解集．

练习 2.2.13 KK 一个三阶方阵，如果每行、每列以及两个对角线上的元素之和都相等，则称为

幻方矩阵．判断

⎧{
⎨{⎩

𝒂 = [𝑎1 ⋯ 𝑎9]
T

∈ ℝ9
∣
∣
∣
∣

⎡⎢⎢
⎣

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑎4 𝑎5 𝑎6
𝑎7 𝑎8 𝑎9

⎤⎥⎥
⎦
是幻方矩阵

⎫}
⎬}⎭
是否是 ℝ9 的子空间．如

果是，求它的一组基．

提示：一个常见的幻方矩阵是
⎡⎢⎢
⎣

2 9 4
7 5 3
6 1 8

⎤⎥⎥
⎦
．你能否根据它找到许多幻方矩阵？

练习 2.2.14 K 任取非零常数 𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑛 满足
1

𝑘1
+ ⋯ + 1

𝑘𝑛
+ 1 ≠ 0，求如下向量组的秩：

𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 + 𝑘1
1
⋮
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1 + 𝑘2

⋮
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, ⋯ , 𝒂𝑛 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
⋮

1 + 𝑘𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

练习 2.2.15 给定 𝑟 阶方阵 𝑃 和子空间ℳ的一组基 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑟．令 [𝒃1 ⋯ 𝒃𝑟] = [𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑟] 𝑃，
证明，𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑟 是 ℳ 的一组基当且仅当矩阵 𝑃 可逆．

练习 2.2.16 (Steinitz 替换定理) 设 𝑆 ∶ 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑟 线性无关，可被 𝑇 ∶ 𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑡 线性表示，求证：

𝑟 ⩽ 𝑡．1. K 可以选择 𝑇 中的 𝑟 个向量换成 𝑆，得到的新的向量组与 𝑇 线性等价．2.

练习 2.2.17 (平行的平面) 考虑方程 𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 12 和 𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 0 的解集．这两个解集的交
集是什么？如果 𝒙1, 𝒙2 分别是第一个和第二个方程的解，那么 𝒙1 + 𝒙2, 𝒙1 + 2𝒙2, 2𝒙1 + 𝒙2 分别是
哪个方程的解？
注意：从几何上看，这两个解集是 ℝ3 中两个平行的平面，其中一个经过原点，因此是

二维子空间；另一个不经过原点，因此不是子空间．

练习 2.2.18 KK 设 ℳ, 𝒩 是 ℝ𝑚 的两个子空间，求证维数公式：

dim(ℳ + 𝒩) = dimℳ + dim𝒩 − dimℳ ∩ 𝒩.

提示：先取 ℳ ∩ 𝒩 的一组基，根据基扩充定理，分别扩充成 ℳ 和 𝒩 的一组基，证
明这两组基的并集是 ℳ + 𝒩 的一组基．
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2.3 矩阵的秩

练习 2.3.1 给定矩阵 𝐴 = 𝒖1𝒗T1 + 𝒖2𝒗T2．

1. 写出 𝐴 的行空间、列空间．

2. 如果 𝒖1, 𝒖2, 𝒗1, 𝒗2 都不为零，求 rank(𝐴) 的所有可能值，并讨论这四个向量与 rank(𝐴) 之间
的关系．

练习 2.3.2 求下列矩阵列空间的一组基．

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 2 1 0
2 −2 4 −2 0
3 0 6 −1 1
0 3 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 1 4
0 1 0 2 5
0 0 1 3 6
1 2 3 14 32
4 5 6 32 77

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

．3.

练习 2.3.3 求满足下列条件的 3 × 4 矩阵 𝐴 的行简化阶梯形和秩．

𝐴𝒙 = 𝟎 解集的一组基为
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−3
1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−2
0
6
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1. 𝐴 的 (𝑖, 𝑗) 元为 𝑎𝑖𝑗 = 4．2.

𝐴 的 (𝑖, 𝑗) 元为 𝑎𝑖𝑗 = 𝑖 + 𝑗 + 1．3. 𝐴 的 (𝑖, 𝑗) 元为 𝑎𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗．4.

练习 2.3.4 设矩阵 𝐴 的行简化阶梯形为 𝑅，求下列 𝐵 的行简化阶梯形．

𝐵 = [𝐴 𝐴]．1. 𝐵 = [𝐴 𝐴𝐶]．2. 𝐵 = [𝐴
𝐴

]．3.

𝐵 = [ 𝐴
𝐶𝐴

]．4. 𝐵 = [𝐴 𝐴
0 𝐴

]．5. 𝐵 = 𝑃𝐴，其中 𝑃 是可逆矩
阵．

6.

𝐴 有 LU 分解 𝐴 = 𝐿𝑈，这里 𝐿 为单位下三角阵，令 𝐵 = 𝑈．7.

练习 2.3.5 求矩阵 𝐴 中 “∗” 处的元素，满足相应的条件．

𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2 4
2 ∗ ∗
4 ∗ ∗

⎤⎥⎥
⎦
，且 𝐴 的秩为 1．1. 𝐴 =

⎡⎢⎢
⎣

∗ 9 ∗
1 ∗ ∗
2 6 −3

⎤⎥⎥
⎦
，且 𝐴 的秩为 1．2.

𝐴 = [𝑎 𝑏
𝑐 ∗

]，𝑎 ≠ 0，且 𝐴 的秩为 1．3. 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
3 4 7
4 5 ∗

⎤⎥⎥
⎦
，且 𝐴 的秩为 2．4.

练习 2.3.6 构造满足下列条件的矩阵 𝑅，要求其中为 1 的元素尽量多．
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1. 𝑅 为 4 × 7 的阶梯形，其中主列为第二、四、五列．

2. 𝑅 为 4 × 7 的阶梯形，其中主列为第一、三、六、七列．

3. 𝑅 为 4 × 7 的阶梯形，其中主列为第四、六列．

4. 𝑅 为 4 × 8 的行简化阶梯形，其中自由列为第二、四、五、六列．

5. 𝑅 为 4 × 8 的行简化阶梯形，其中自由列为第一、三、六、七、八列．

练习 2.3.7 说明满足下列条件的矩阵 𝐴 是否存在．如果存在，举例说明，要求其中为 0 的元素
尽量多．

1. 𝐴 为 4 × 7 的阶梯形，其中主列为第二、四、五列，𝐴T 的主列为第一、三列．

2. 𝐴 为 4 × 7 的阶梯形，其中主列为第二、四、五列，𝐴T 的主列为第二、三、四列．

练习 2.3.8 证明，rank(𝑘𝐴) = rank(𝐴) (𝑘 ≠ 0), rank(𝐴 + 𝐵) ⩽ rank(𝐴) + rank(𝐵)．

练习 2.3.9 对分块矩阵 𝐶 = [𝐴 𝐵]，证明，

max{rank(𝐴), rank(𝐵)} ⩽ rank(𝐶) ⩽ rank(𝐴) + rank(𝐵).

练习 2.3.10 1. 对分块对角矩阵 𝐶 = [𝐴 𝑂
𝑂 𝐵

]，证明，rank(𝐶) = rank(𝐴) + rank(𝐵)．

2. 对分块上三角矩阵 𝐶 = [𝐴 𝑋
𝑂 𝐵

]，证明，rank(𝐶) ⩾ rank(𝐴) + rank(𝐵)．由此证明，当 𝐴, 𝐵

可逆时，𝐶 也可逆．

练习 2.3.11 K 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 分别为 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑘, 𝑘 × 𝑠 矩阵，证明，

rank(𝐴𝐵) + rank(𝐵𝐶) ⩽ rank(𝐴𝐵𝐶) + rank(𝐵).

提示：构造合适的分块上三角矩阵．

练习 2.3.12 设 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐴 的秩为 1，证明，存在非零向量 𝒂 ∈ ℝ𝑚, 𝒃 ∈ ℝ𝑛，使得 𝐴 = 𝒂𝒃T．

练习 2.3.13 试分析矩阵 𝐴 满足什么条件时，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 可以推出 𝐵 = 𝐶．
注意：类比如下问题：对集合之间的映射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 , 𝑔 ∶ 𝑍 → 𝑋, ℎ∶ 𝑍 → 𝑋，当一个映射

𝑓 满足什么条件时，𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑓 ∘ ℎ 可以推出 𝑔 = ℎ？

练习 2.3.14 设 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐴 列满秩，求证：存在行满秩的 𝑛 × 𝑚 矩阵 𝐵，使得 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛．
注意：类比如下问题：设集合 𝑋, 𝑌 都只有有限个元素，映射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 为单射，是否

存在映射 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑋，满足 𝑔 ∘ 𝑓 是 𝑋 上的恒同变换？

练习 2.3.15 证明命题 2.3.10 ．

练习 2.3.16 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 阶方阵，利用不等式 rank(𝐴𝐵) ⩽ min{rank(𝐴), rank(𝐵)}，证明，
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1. 如果 𝐴𝐵 = 𝐼𝑛，则 𝐴, 𝐵 都可逆，且 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛．

2. 如果 𝐴𝐵 可逆，则 𝐴, 𝐵 都可逆．

练习 2.3.17 证明命题 2.3.15 ．

练习 2.3.18 证明，当 𝐴 行满秩时，仅用初等列变换就可以把它化为相抵标准形；当 𝐴 列满秩
时，仅用初等行变换就可以把它化为相抵标准形．

练习 2.3.19 K 对二阶方阵 𝐴，如果存在 𝑛 > 2，使得 𝐴𝑛 = 𝑂，求证：𝐴2 = 𝑂．
提示：根据 𝐴 的秩分类讨论．其中秩等于 1 时，考虑练习 2.3.12 ．

练习 2.3.20 K 多项式 𝑓(𝑥) 满足 𝑓(0) = 0，求证：对任意方阵 𝐴，都有 rank(𝑓(𝐴)) ⩽ rank(𝐴)．
提示：可否对 𝑓(𝑥) 进行因式分解？

练习 2.3.21 K 考虑反对称矩阵的秩．

1. 证明反对称矩阵的秩不能是 1．
提示：考虑练习 2.3.12 ．

2. 对反对称矩阵 𝐴，去掉首行首列得到矩阵 𝐵．求证：𝐵 也是反对称矩阵，且 rank(𝐵) 等于
rank(𝐴) 或 rank(𝐴) − 2．

提示：注意 𝐴 = [0 −𝒗T
𝒗 𝐵

]，然后根据是否有 𝒗 ∈ ℛ(𝐵) 进行分类讨论．

3. 证明反对称矩阵的秩必然是偶数．由此证明，奇数阶反对称矩阵一定不可逆．

练习 2.3.22 设 𝐴 是 𝑛 阶可逆实反对称矩阵，𝒃 是 𝑛 维实列向量，求证：rank(𝐴 + 𝒃𝒃T) = 𝑛．
提示：构造分块矩阵，或者直接应用 Sherman-Morrison 公式．

练习 2.3.23 (满秩分解) 1. 求向量 𝒖, 𝒗，使得 𝒖𝒗T =
⎡⎢⎢
⎣

3 6 6
1 2 2
4 8 8

⎤⎥⎥
⎦
．

2. 设 𝐴是秩为 𝑟 > 0的 𝑚×𝑛的矩阵，令 𝐶 为 𝐴的主列按顺序组成的矩阵，则 𝐶 有几行几列？
令 𝑅 为 𝐴 的行简化阶梯形的非零行按顺序组成的矩阵，则 𝑅 有几行几列？求证 𝐴 = 𝐶𝑅．

3. 求证：任意秩为 𝑟 > 0 的 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐴 可以分解成列满秩矩阵和行满秩矩阵的乘积，即分别
存在 𝑚 × 𝑟, 𝑟 × 𝑛 矩阵 𝐶, 𝑅，且 rank(𝐶) = rank(𝑅) = 𝑟，使得 𝐴 = 𝐶𝑅．

4. 证明，任意线性映射 𝑓 都存在分解 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ，其中 ℎ 是线性满射，𝑔 是线性单射．
注意：对一般的映射，也有类似的结论，见练习 0.3.8 ．

练习 2.3.24 (秩一分解) 证明，任意秩为 𝑟 > 0 的矩阵 𝐴 可以分解成 𝑟 个秩为 1 的矩阵的和．
提示：这实际上是命题 2.3.16 或者练习 2.3.23 的简单推论．有追求的读者可以由此找

到两个证明．
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2.4 线性方程组的解集

练习 2.4.1 求下列矩阵零空间的一组基：

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1 1
3 2 1 1 −3
0 1 2 2 6
5 4 3 3 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −2 1 1 −1
2 1 −1 −1 −1
1 7 −5 5 5
3 −1 −2 1 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 1 −1 −1 1
1 −1 1 1 −2
3 3 −3 −3 4
4 5 −5 −5 7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．3.

练习 2.4.2 求下列方程组的全部解：

⎧{
⎨{⎩

2𝑥1− 2𝑥2+ 𝑥3− 𝑥4+ 𝑥5 = 1,
𝑥1+ 2𝑥2− 𝑥3+ 𝑥4− 2𝑥5 = 1,

4𝑥1− 10𝑥2+ 5𝑥3− 5𝑥4+ 7𝑥5 = 1.

练习 2.4.3 求下列矩阵零空间的一组基．

[𝐼𝑛 𝐼𝑛]．1. [𝐼𝑛 𝐼𝑛
𝑂 𝑂

]．2. [𝐼𝑛 𝐼𝑛 𝐼𝑛]．3.

练习 2.4.4 给定 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1
6 1
9 8 1

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4
1 2 3

1 2

⎤⎥⎥
⎦
，求 𝐴 的零空间、列空间、行空间、左零空间的

一组基．

练习 2.4.5 线性方程组 𝐴𝒙 = [1
3
] 的全部解是 𝒙 = [1

0
] + 𝑘 [0

1
] , 𝑘 ∈ ℝ，求 𝐴．

练习 2.4.6 求常数 𝑎, 𝑏, 𝑐，使得方程 [1 −3 −1] 𝒙 = 12 的所有解都具有如下形式：

⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

𝑎
0
0

⎤⎥⎥
⎦

+
⎡⎢⎢
⎣

𝑏
1
0

⎤⎥⎥
⎦

𝑥2 +
⎡⎢⎢
⎣

𝑐
0
1

⎤⎥⎥
⎦

𝑥3.

练习 2.4.7 设 3 × 4 矩阵 𝐴 的零空间的一组基是
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
3
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

1. 求 rank(𝐴) 和 rref(𝐴)．

2. 方程组 𝐴𝒙 = 𝒃 对哪些 𝒃 有解？

练习 2.4.8 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3 4
5 6 7 8
1 0 0 0

⎤⎥⎥
⎦
，对任意 𝒗 ∈ ℝ4，令 𝑆𝒗 ∶= {𝒗 + 𝒙0 | 𝒙0 ∈ 𝒩(𝐴)}，即由 𝒩(𝐴)
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沿着 𝒗 平移后得到的子集．令 𝒗1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒗2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒗3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

，求 𝒃𝑖 使得 𝑆𝒗𝑖
是 𝐴𝒙 = 𝒃𝑖 的解

集，并分析 𝒗1, 𝒗2, 𝒗3 之间的关系．

练习 2.4.9 K 把国际象棋的棋盘以及棋子的初始位置分别抽象成如下矩阵 𝐵 和 𝐶：

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐶 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟 𝑛 𝑏 𝑞 𝑘 𝑏 𝑛 𝑟
𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝
𝑟 𝑛 𝑏 𝑞 𝑘 𝑏 𝑛 𝑟

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

分别求其列空间、行空间、零空间和左零空间的一组基，其中 𝑟, 𝑛, 𝑏, 𝑞, 𝑘, 𝑝 是两两不等的非零实数．

练习 2.4.10 设 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 为二阶方阵，如果分块矩阵 𝑀 = [𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] 满足每一行、每一列以及

四个二阶子方阵中的四个元素都是 1, 2, 3, 4，则称 𝑀 为四阶数独矩阵．写出一个四阶数独矩阵，并
分别求其列空间、行空间、零空间和左零空间的一组基．

练习 2.4.11 在平面直角坐标系下给定点 𝐴(𝑎1, 𝑎2), 𝐵(𝑏1, 𝑏2), 𝐶(𝑐1, 𝑐2)，证明，𝐴, 𝐵, 𝐶 三点不共

线当且仅当矩阵
⎡⎢⎢
⎣

𝑎1 𝑎2 1
𝑏1 𝑏2 1
𝑐1 𝑐2 1

⎤⎥⎥
⎦
可逆．

练习 2.4.12 设 𝒙0, 𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑡是线性方程组 𝐴𝒙 = 𝒃的解，其中 𝒃 ≠ 𝟎，证明，𝑐0𝒙0+𝑐1𝒙1+⋯+𝑐𝑡𝒙𝑡
也是解当且仅当 𝑐0 + 𝑐1 + ⋯ + 𝑐𝑡 = 1．

练习 2.4.13 设 𝒙0 是线性方程组 𝐴𝒙 = 𝒃的一个解，其中 𝒃 ≠ 𝟎，而 𝒌1, ⋯ , 𝒌𝑡 是𝒩(𝐴)的一组基．
令 𝒙𝑖 = 𝒙0 + 𝒌𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡，证明，线性方程组的任意解都可唯一地表示成 𝑐0𝒙0 + 𝑐1𝒙1 + ⋯ + 𝑐𝑡𝒙𝑡，
其中 𝑐0 + 𝑐1 + ⋯ + 𝑐𝑡 = 1．

练习 2.4.14 对任意 ℝ𝑛 中线性无关的向量组 𝒙0, 𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑡，证明，存在满足如下条件的非齐次线
性方程组：

1. 𝒙0, 𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑡 都是此方程组的解；

2. 该方程组的任意解都能被 𝒙0, 𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑡 线性表示．

练习 2.4.15 K 给定线性方程组 𝐴𝒙 = 𝒃，和分块矩阵 𝐵 = [ 𝐴 𝒃
𝒃T 0

]．证明，如果 rank(𝐴) =

rank(𝐵)，则方程组有解．
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练习 2.4.16 (Fredholm 二择一定理) K 线性方程组 𝐴𝒙 = 𝒃 有解当且仅当 [𝐴T

𝒃T
] 𝒚 = [𝟎

1
] 无

解．
注意：前一个方程组中 𝒙 为未知向量，后一个方程组中 𝒚 为未知向量．

练习 2.4.17 如果 10 阶方阵 𝐴 满足 𝐴2 = 𝑂，证明 rank(𝐴) ⩽ 5．是否存在 𝐴2 = 𝑂, rank(𝐴) = 5
的 10 阶方阵 𝐴？
提示：子空间 𝒩(𝐴) 和 ℛ(𝐴) 有何关系？

练习 2.4.18 K 设 𝐴, 𝐵 分别为 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑘 矩阵，证明，rank(𝐴𝐵) ⩾ rank(𝐴) + rank(𝐵) − 𝑛．
提示：法一：参见练习 2.3.11 ．
法二：利用相抵标准形．
法三：证明 dim𝒩(𝐴𝐵) ⩽ dim𝒩(𝐴) + dim𝒩(𝐵)．

练习 2.4.19 对 𝑛 阶方阵 𝐴，求证：

1. 𝐴2 = 𝐴 当且仅当 rank(𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) = 𝑛．
提示：考虑 𝐴 和 𝐼 − 𝐴 的相关的子空间有何关系？

2. 𝐴2 = 𝐼𝑛 当且仅当 rank(𝐼𝑛 + 𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) = 𝑛．
提示：考虑 𝐼 + 𝐴 和 𝐼 − 𝐴 的相关的子空间有何关系？

练习 2.4.20 证明或否定：如果对任意 𝒃，方程组 𝐴1𝒙 = 𝒃 和 𝐴2𝒙 = 𝒃 总有相同的解集，则
𝐴1 = 𝐴2．

练习 2.4.21 证明，ℝ𝑛 的任意子空间一定是某个矩阵的零空间．

练习 2.4.22 给定 𝑙 × 𝑛 矩阵 𝐴 和 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐵，证明，𝒩(𝐴) ⊆ 𝒩(𝐵) 当且仅当存在 𝑚 × 𝑙 矩
阵 𝐶，使得 𝐵 = 𝐶𝐴．

练习 2.4.23 给定 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐴, 𝐵，证明，𝒩(𝐴) = 𝒩(𝐵) 当且仅当存在 𝑚 阶可逆矩阵 𝑇，使
得 𝐵 = 𝑇 𝐴．

练习 2.4.24 给定 𝑛 阶方阵 𝐴．

1. 对任意 𝑘，证明 ℛ(𝐴𝑘) ⩾ ℛ(𝐴𝑘+1)；

2. 假设 ℛ(𝐴𝑘) = ℛ(𝐴𝑘+1)，求证 ℛ(𝐴𝑘+1) = ℛ(𝐴𝑘+2)；

3. 求证：存在 𝑘 ⩽ 𝑛，满足 rank(𝐴𝑘) = rank(𝐴𝑘+1) = ⋯．由此证明，如果存在 𝑝 使得 𝐴𝑝 = 𝑂，
则 𝐴𝑛 = 𝑂．

练习 2.4.25 (Kirchhoff 电流定律) 对练习 2.1.22 中的电路网络，令 𝑀𝐺 为对应的关联矩阵．根
据 Kirchhoff 电流定律，求 𝑀𝐺 左零空间的一组基．

练习 2.4.26 在例 2.4.7 中，有结论 rank(𝑀T
𝐺𝑅−1𝑀𝐺) = rank(𝑀𝐺)，其中 𝑅−1 为对角元素都大

于零的对角矩阵．根据下列思路证明该结论．
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1. 若 𝒚T𝑅−1𝒚 = 0，则 𝒚 = 𝟎．

2. 𝑀𝐺𝒙 = 𝟎，当且仅当 𝑀T
𝐺𝑅−1𝑀𝐺𝒙 = 𝟎．

3. rank(𝑀T
𝐺𝑅−1𝑀𝐺) = rank(𝑀𝐺)．

阅读 2.4.27 (桥墩载荷)

3.1 基本概念

练习 3.1.1 证明命题 3.1.3 ．

练习 3.1.2 在 ℝ4 中求向量 𝒂, 𝒃 的夹角．

𝒂 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
1
3
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2

−2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．1. 𝒂 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
2
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3
1
5
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2. 𝒂 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3
1

−1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．3.

练习 3.1.3 求证：

1. 在 ℝ𝑛 中的非零向量 𝒂, 𝒃 夹角为 0，当且仅当存在 𝑘 > 0，使得 𝒂 = 𝑘𝒃．

2. 在 ℝ𝑛 中的两向量 𝒂, 𝒃 正交，当且仅当对任意实数 𝑡，有 ‖𝒂 + 𝑡𝒃‖ ⩾ ‖𝒂‖．

3. 在 ℝ𝑛 中的非零向量 𝒂, 𝒃 正交，当且仅当 ‖𝒂 + 𝒃‖ = ‖𝒂 − 𝒃‖．

练习 3.1.4 证明推论 3.1.5 ．

练习 3.1.5 (Cauchy-Schwarz 不等式的其他证明) 1. 先证明 𝒂, 𝒃都是单位向量的情形：∣𝒂T𝒃∣ ⩽
1，且等号成立当且仅当 𝒂 = ±𝒃．再由单位向量的情形推广到一般的情形．
提示：利用均值不等式 √𝑥𝑦 ⩽ 𝑥+𝑦

2 ．

2. 根据内积的正定性，对任意实数 𝑡，都有 (𝒂 + 𝑡𝒃)T(𝒂 + 𝑡𝒃) = 𝒂T𝒂 + 2𝑡𝒂T𝒃 + 𝑡2𝒃T𝒃 ⩾ 0．利
用判别式证明结论．

练习 3.1.6 给定 𝒂 ∈ ℝ3．计算 𝒂 与坐标向量 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 的夹角的余弦，并计算这三个余弦值的平
方和．

练习 3.1.7 设 ‖𝒂‖ = 3, ‖𝒃‖ = 4，确定 ‖𝒂 − 𝒃‖ 的取值范围．

练习 3.1.8 设 𝒂 =
⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒃 =
⎡⎢⎢
⎣

𝑧
𝑥
𝑦

⎤⎥⎥
⎦
，且 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0．确定 𝒂, 𝒃 夹角的取值范围．

练习 3.1.9 1. 找到 ℝ4 中的四个两两正交的向量，且每个向量的每个分量只能是 ±1．

2. ℝ𝑛 中最多有多少个两两正交的向量？
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练习 3.1.10 1. 找到 ℝ2 中的三个向量，使它们之间两两内积为负．

2. 找到 ℝ3 中的四个向量，使它们之间两两内积为负．

3. KK ℝ𝑛 中最多有多少个向量，使它们之间两两内积为负？

练习 3.1.11 在 ℝ4 中求一单位向量与下列向量正交：

𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1

−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
1
1
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

练习 3.1.12 设 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑛 是 ℝ𝑛 的一组标准正交基，证明，

1. 如果 𝒃T𝒂𝑖 = 0 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)，则 𝒃 = 𝟎．

2. 如果 𝒃T1 𝒂𝑖 = 𝒃T2 𝒂𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)，则 𝒃1 = 𝒃2．

练习 3.1.13 设 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3 是 ℝ3 的一组标准正交基，证明下列向量组也是一组标准正交基：

𝒃1 = 1
3(2𝒂1 + 2𝒂2 − 𝒂3), 𝒃2 = 1

3(2𝒂1 − 𝒂2 + 2𝒂3), 𝒃3 = 1
3(𝒂1 − 2𝒂2 − 2𝒂3).

练习 3.1.14 设 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3, 𝒂4, 𝒂5 是 ℝ5 的一组标准正交基，令

𝒃1 = 𝒂1 + 𝒂5, 𝒃2 = 𝒂1 − 𝒂2 + 𝒂4, 𝒃3 = 2𝒂1 + 𝒂2 + 𝒂3.

求 span(𝒃1, 𝒃2, 𝒃3) 的一组标准正交基．

练习 3.1.15 求齐次线性方程组

{ 2𝑥1 +𝑥2 −𝑥3 +𝑥4 −3𝑥5 = 0,
𝑥1 +𝑥2 −𝑥3 +𝑥5 = 0,

解空间的一组标准正交基．

练习 3.1.16 利用 Gram-Schmidt 正交化方法求由下列向量线性生成的子空间的标准正交基：

1. 𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
2
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−2
1
1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2. 𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2

−1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

练习 3.1.17 证明命题 3.1.13 ．

练习 3.1.18 (勾股定理的高维推广) 1. 向量 𝒂, 𝒃 ∈ ℝ𝑛 围成一个三角形，证明其面积的平方为
1
4(‖𝒂‖2‖𝒃‖2 − (𝒂T𝒃)2)．

2. 两两垂直的向量 𝒂, 𝒃, 𝒄 ∈ ℝ𝑛 围成一个四面体，证明其斜面上三角形面积的平方等于其余三
个直角三角形面积的平方和．
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练习 3.1.19 取定非零向量 𝒂 ∈ ℝ𝑛，考虑 ℝ𝑛 上的一个变换，它将每个向量 𝒃 映射到其向直线
span(𝒂) 正交投影后平行于 𝒂 的部分．

1. 证明这是一个线性变换，其表示矩阵为 𝐴 = 𝒂𝒂T
𝒂T𝒂．

2. 证明 𝐴2 = 𝐴, 𝐴T = 𝐴．

练习 3.1.20 (内积决定转置) 求证：设𝑚×𝑛矩阵 𝐴和 𝑛×𝑚矩阵 𝐵，如果对任意 𝒗 ∈ ℝ𝑚, 𝒘 ∈ ℝ𝑛，
都有 (𝐵𝒗)T𝒘 = 𝒗T(𝐴𝒘)，则 𝐵 = 𝐴T．

练习 3.1.21 (Riesz 表示定理) 设 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ 是线性映射，证明，存在向量 𝒃，使得对任意
𝒂 ∈ ℝ𝑛，都有 𝑓(𝒂) = 𝒃T𝒂．

练习 3.1.22 1.（平行四边形法则）证明 ℝ𝑛 中任意平行四边形的两条对角线长度的平方和，等
于其四条边长的平方和．

2.（极化公式）证明 𝒗T𝒘 = 1
4(‖𝒗 + 𝒘‖2 − ‖𝒗 − 𝒘‖2)．

注意：这意味着，长度决定角度．

3. 设 ‖𝒂‖4 = (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎4
𝑖 ) 1

4，定义关于 𝒗, 𝒘 的二元函数 1
4(‖𝒗 + 𝒘‖2

4 − ‖𝒗 − 𝒘‖2
4)．这个二元函数是否

满足内积定义中的对称性、双线性、正定性？

4. K定义 ‖𝒂‖∞为所有分量绝对值的最大值，定义关于 𝒗, 𝒘的二元函数 1
4(‖𝒗 + 𝒘‖2

∞−‖𝒗 − 𝒘‖2
∞)．

这个二元函数是否满足内积定义中的对称性、双线性、正定性？此时，三角不等式和 Cauchy-
Schwarz 不等式是否仍然成立？

阅读 3.1.23 计算机在存储图像时，

3.2 正交矩阵和 QR 分解

练习 3.2.1 求一个四阶正交矩阵，其中前两个列向量分别为：1
3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−2
0
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 1√
6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−2
0
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

练习 3.2.2 写出元素都是 0 或 1 的所有三阶正交矩阵．

阅读 3.2.3 (Hadamard 矩阵) 给定 𝑛 阶矩阵 𝐴，如果 𝐴 的元素都是 1 或 −1，且 𝐴T𝐴 = 𝑛𝐼𝑛，
则称 𝐴 是一个 𝑛 阶 Hadamard 矩阵．
显然 Hadamard 是所有元素绝对值相同的正交矩阵的倍数．可以证明 Hadamard 矩阵的阶只

能是 1, 2 或 4𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋯．
然而是否存在 4𝑘 阶 Hadamard 矩阵，还是一个悬而未决的问题，称为 Hadamard 猜想．
Hadamard 矩阵在信号处理中有应用．

练习 3.2.4 1. 列举所有的 1, 2 阶 Hadamard 矩阵．
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2. 说明不存在 3 阶 Hadamard 矩阵．

3. 找出一个 4 阶 Hadamard 矩阵．

4. 证明如果 𝐴 是 Hadamard 矩阵，则 [𝐴 𝐴
𝐴 −𝐴

] 也是 Hadamard 矩阵．以此说明存在 2𝑛 阶

Hadamard 矩阵．

注意：这与阅读 3.1.23 中的 Haar 小波基相关．

练习 3.2.5 证明，分块上三角矩阵 [𝑐 𝒂T
𝟎 𝑄

] 是正交矩阵时，必有 𝑐 = ±1, 𝒂 = 𝟎，𝑄 是正交矩阵．

练习 3.2.6 证明，上三角矩阵是正交矩阵时，必是对角矩阵，且对角元素是 ±1．

练习 3.2.7 对标准基 𝒆1, ⋯ , 𝒆𝑛，显然
𝑛

∑
𝑖=1

𝒆𝑖𝒆T𝑖 = 𝐼𝑛．对任意标准正交基 𝒒1, ⋯ , 𝒒𝑛，求证
𝑛

∑
𝑖=1

𝒒𝑖𝒒T𝑖 =
𝐼𝑛．

练习 3.2.8 设 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑛 和 𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑛 是 ℝ𝑛 的两组标准正交基，证明存在正交矩阵 𝑄，使得
𝑄𝒂𝑖 = 𝒃𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛．

练习 3.2.9 回顾命题 3.2.4 ，设 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑛 是 ℝ𝑛 的一组基，考虑下列放松的条件．

1. 𝐴 在一组基上保距，即如果对 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛，‖𝐴𝒂𝑖‖ = ‖𝒂𝑖‖，那么 𝐴 是否一定是正交矩阵？

2. 𝐴 在一组基上保内积，即如果对 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛，𝐴𝒂𝑖 与 𝐴𝒂𝑗 的内积等于 𝒂𝑖 与 𝒂𝑗 的内积，那
么 𝐴 是否一定是正交矩阵？

练习 3.2.10 设 𝐻𝒗 ∶= 𝐼𝑛 − 2𝒗𝒗T 是 ℝ𝑛 上反射变换的表示矩阵，𝑄 是 𝑛 阶正交矩阵，证明
𝑄−1𝐻𝒗𝑄 也是某个反射变换的表示矩阵．

练习 3.2.11 证明命题 3.2.6 ．

练习 3.2.12 计算 QR 分解．

⎡⎢⎢
⎣

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

⎤⎥⎥
⎦
．1.

⎡⎢⎢
⎣

1 1 1
0 1 1
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦
．2.

⎡⎢⎢
⎣

1 0 0
1 1 0
1 1 1

⎤⎥⎥
⎦
．3.

练习 3.2.13 设向量组 𝒗1, ⋯ , 𝒗𝑘 线性无关，首先令 𝒒1 为与 𝒗1 平行的单位向量，然后令 𝒒2 为二
维子空间 span(𝒗1, 𝒗2) 中垂直于直线 span(𝒗1) 的单位向量，再令 𝒒3 为三维子空间 span(𝒗1, 𝒗2, 𝒗3)
中垂直于平面 span(𝒗1, 𝒗2) 的单位向量，以此类推．这样得到的 𝒒1, ⋯ , 𝒒𝑘 与 Gram-Schmidt 正交
化得到的结果是否一致？如果有区别的话，区别在哪里？从 QR 分解的角度如何解释？

练习 3.2.14 (QR 分解的其他理解) 考虑 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0
−2 5
0 1

⎤⎥⎥
⎦
的列向量围成的平行四边形．

1. 通过列变换，把第一列的若干倍加到第二列，使得平行四边形变成长方形．这对应着 𝐴 右乘
哪个矩阵？
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2. 通过旋转和反射，把平行四边形的第一条边变到 𝑥1 轴正半轴上，第二条边变到 𝑥1𝑥2 平面中
𝑥2 > 0 的那一半．这对应着 𝐴 左乘哪个正交矩阵？

练习 3.2.15 证明若矩阵列满秩，则其简化 QR 分解唯一．
提示：可以利用练习 3.2.6 ．

练习 3.2.16 证明任意 𝑛 阶正交矩阵可以表示成不多于 𝑛 个反射的乘积．

练习 3.2.17 K 设 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑠 和 𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑠 是 ℝ𝑛 的两个向量组，证明，存在正交矩阵 𝑄，使得
𝑄𝒂𝑖 = 𝒃𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠，当且仅当 𝒂T𝑖 𝒂𝑗 = 𝒃T𝑖 𝒃𝑗, 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑠．
提示：化简成两个向量组均为线性无关向量组的情形，再用练习 3.2.15 ．

练习 3.2.18 (保角变换) 设可逆矩阵 𝐴 对应的线性变换保持向量之间的角度不变.

1. 对 𝐴 进行 QR 分解，证明 𝑅 也保持向量之间的角度不变．

2. 证明 𝑅 为对角矩阵．

3. 证明 𝑅 = 𝑘𝐼𝑛，这里 𝑘 为常数．由此得到，𝐴 必是某个正交矩阵的倍数．

练习 3.2.19 设 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚 是 ℝ𝑛 中的 𝑚 个向量，定义矩阵

𝐺(𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚) ∶=
⎡⎢⎢
⎣

𝒂T1 𝒂1 ⋯ 𝒂T1 𝒂𝑚
⋮ ⋮

𝒂T𝑚𝒂1 ⋯ 𝒂T𝑚𝒂𝑚

⎤⎥⎥
⎦

,

称为 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚 的 Gram 矩阵．证明，

1. 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚 是正交单位向量组当且仅当 𝐺(𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚) = 𝐼𝑚．

2. Gram 矩阵 𝐺 = 𝐺(𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚) 是 𝑚 阶对称矩阵，且对任意 𝒙 ∈ ℝ𝑚，都有 𝒙T𝐺𝒙 ⩾ 0．

3. 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚 线性无关当且仅当 𝐺 = 𝐺(𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑚) 可逆，也等价于对任意非零 𝒙 ∈ ℝ𝑚，都有
𝒙T𝐺𝒙 > 0．

3.3 正交投影

练习 3.3.1 设 ℳ 是下列齐次线性方程组的解空间：

⎧{
⎨{⎩

2𝑥1+ 𝑥2+ 3𝑥3− 𝑥4 = 0,
3𝑥1+ 2𝑥2 − 2𝑥4 = 0,
3𝑥1+ 𝑥2+ 9𝑥3− 𝑥4 = 0,

分别求 ℳ 和 ℳ⟂ 的一组标准正交基．

练习 3.3.2 设 ℝ4 中的向量 𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

生成子空间 ℳ = span(𝒂1, 𝒂2)，求 ℳ⟂ 的一组

标准正交基．
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练习 3.3.3 1. 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2
1 3
1 2

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐵 =
⎡⎢⎢
⎣

5 4
6 3
5 1

⎤⎥⎥
⎦
，求两个矩阵列空间的交集中的一个非零向量；由

此判断两个列空间是否正交．

2. 求标准正交基 𝒗1, 𝒗2, 𝒗3，使得 𝒗1 ∈ ℛ(𝐴) ∩ ℛ(𝐵)，𝒗1, 𝒗2 ∈ ℛ(𝐴)，且 𝒗1, 𝒗3 ∈ ℛ(𝐵)．

3. 求一组向量 𝒙, 𝒚，使得 𝐴𝒙 = 𝐵𝒚，并计算 [𝐴 −𝐵] [𝒙
𝒚

]．

4. 求 [𝐴 −𝐵] 零空间的一组基，并求所有的 𝒙, 𝒚，满足 𝐴𝒙 = 𝐵𝒚．

练习 3.3.4 1. ℝ5 中的两个三维子空间是否可能正交？

2. 设 𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
0 1

0 0
0 1

0 1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

，则 ℛ(𝐴) 和 𝒩(𝐴) 是否正交？是否互为正交补？

练习 3.3.5 设 6 阶方阵 𝐴 满足 𝐴3 = 0，它的秩最大为多少？举例说明．在 𝐴, 𝐴2 的行空间、列
空间、零空间和左零空间之中，哪些互相正交？

练习 3.3.6 设 ℝ𝑛 的子空间 ℳ = span(𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑠)，证明，ℳ⟂ = {𝒃 ∈ ℝ𝑛 ∣ 𝒃T𝒂𝑖 = 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠}．

练习 3.3.7 对向量组 {𝒗1, ⋯ , 𝒗𝑘}，定义 {𝒗1, ⋯ , 𝒗𝑘}⟂ 为与这些向量都正交的向量所构成的子集．

1. 证明 {𝒗1, ⋯ , 𝒗𝑘}⟂ 是一个子空间．

2. 构造矩阵 𝐴，使得 𝒩(𝐴) = {𝒗1, ⋯ , 𝒗𝑘}⟂．

3. 证明 ({𝒗1, ⋯ , 𝒗𝑘}⟂)⟂ = span(𝒗1, ⋯ , 𝒗𝑘)．

练习 3.3.8 集合运算有 De Morgan 定律：对给定集合的两个子集 𝑋, 𝑌，𝑋 ∩ 𝑌 的补集等于 𝑋 的
补集与 𝑌 的补集的并集；𝑋 ∪ 𝑌 的补集等于 𝑋 的补集与 𝑌 的补集的交集．子空间是否也有类似
的法则呢？设 ℝ𝑚 的两个子空间 ℳ, 𝒩，不妨设存在矩阵 𝐴, 𝐵，使得 ℳ = ℛ(𝐴), 𝒩 = ℛ(𝐵)．

1. ℳ + 𝒩 是哪个矩阵的列空间？因此，(ℳ + 𝒩)⟂ 是该矩阵的什么空间？

2. ℳ⟂, 𝒩⟂, ℳ⟂ ∩ 𝒩⟂ 分别是哪个矩阵的零空间？

3. 证明 De Morgan 定律的子空间版本：(ℳ + 𝒩)⟂ = ℳ⟂ ∩ 𝒩⟂, (ℳ ∩ 𝒩)⟂ = ℳ⟂ + 𝒩⟂．

练习 3.3.9 设 𝒂1 =
⎡⎢⎢
⎣

2
−1
−2

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡⎢⎢
⎣

2
2
1

⎤⎥⎥
⎦

, ℳ = span(𝒂1, 𝒂2) 是 ℝ3 的子空间，求 𝒃 =
⎡⎢⎢
⎣

1
1
1

⎤⎥⎥
⎦
在 ℳ 上

的正交投影．



Lia
ng,

Tia
n &

Yan
g

3.3 正交投影 45

练习 3.3.10 设 ℒ 是 ℝ3 中的直线：

ℒ ∶ { 𝑥1+ 𝑥2+ 𝑥3 = 0,
2𝑥1− 𝑥2− 2𝑥3 = 0.

求 𝒃 =
⎡⎢⎢
⎣

1
0
1

⎤⎥⎥
⎦
在直线 ℒ 上的正交投影．

练习 3.3.11 设 ℳ 是 ℝ3 中由方程 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 0 决定的平面，求 𝒃 =
⎡⎢⎢
⎣

1
1
2

⎤⎥⎥
⎦
在平面 ℳ 上的正

交投影，并求 𝒃 到平面 ℳ 的距离．

练习 3.3.12 将下列问题中的 𝒙 分解成 𝒩(𝐴) 与 ℛ(𝐴T) 中向量的和．

𝒙 = [2
0
] , 𝐴 =

⎡⎢⎢
⎣

1 −1
0 0
0 0

⎤⎥⎥
⎦
．1. 𝒙 = [1

0
] , 𝐴 = [1 1

1 1
]．2. 𝒙 =

⎡⎢⎢
⎣

5
5
9

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
2 2 4
2 3 5

⎤⎥⎥
⎦
．3.

练习 3.3.13 证明命题 3.3.12 ．

练习 3.3.14 说明满足下列条件的矩阵是否存在，如果存在，举例说明．

1.
⎡⎢⎢
⎣

1
2

−3

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

2
−3
5

⎤⎥⎥
⎦

∈ ℛ(𝐴),
⎡⎢⎢
⎣

1
1
1

⎤⎥⎥
⎦

∈ 𝒩(𝐴)．

2.
⎡⎢⎢
⎣

1
2

−3

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

2
−3
5

⎤⎥⎥
⎦

∈ ℛ(𝐴T),
⎡⎢⎢
⎣

1
1
1

⎤⎥⎥
⎦

∈ 𝒩(𝐴)．

3. 𝐴𝒙 =
⎡⎢⎢
⎣

1
1
1

⎤⎥⎥
⎦
有解，且 𝐴 的左零空间包含

⎡⎢⎢
⎣

1
0
0

⎤⎥⎥
⎦
．

4. 𝐴 不是零矩阵，且 𝐴 的每一行的转置垂直于 𝐴 的每一列．

5. 𝐴 非零，且 ℛ(𝐴) = 𝒩(𝐴)．

6. 𝐴 的所有列向量的和是零向量，且所有行向量的和是分量均为 1 的向量．

7. 𝐴, 𝐵 均为非零的正交投影矩阵，且 𝐴 + 𝐵 仍是正交投影矩阵．

8. 𝐴, 𝐵 均为正交投影矩阵，但 𝐴 + 𝐵 并不是正交投影矩阵．

9. 𝐴, 𝐵, 𝐶 均为非零的三阶正交投影矩阵，且 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝐼3．
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练习 3.3.15 下列说法中，哪些正确？

1. 𝐴 的所有行的转置与 𝐴−1 的所有行的转置两两正交．

2. 𝐴 的所有行的转置与 𝐴−1 的所有列两两正交．

3. 𝐴 的所有列与 𝐴−1 的所有行的转置两两正交．

4. 𝐴 的所有列与 𝐴−1 的所有列两两正交．

5. 如果向量 𝒗 与 𝒘 正交，则 𝒗T𝒙 = 0 与 𝒘T𝒙 = 0 的解集互相正交．

6. 如果 𝐴 是正交投影矩阵，则 𝐴 的第 𝑘 列的长度的平方等于 𝐴 的第 𝑘 个对角元素．

7. 如果 𝐴, 𝐵 是正交投影矩阵，则 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 当且仅当 𝐴𝐵 也是正交投影矩阵．

8. 如果 𝐴, 𝐵 是正交投影矩阵，则 𝐴 + 𝐵 是正交投影矩阵当且仅当 ℛ(𝐴), ℛ(𝐵) 互相正交．

练习 3.3.16 如果矩阵 𝐴 的列向量线性无关，那么向 ℛ(𝐴) 的正交投影矩阵为 𝐴(𝐴T𝐴)−1𝐴T．试
分析以下化简中可能出现的问题：𝐴(𝐴T𝐴)−1𝐴T = 𝐴𝐴−1(𝐴T)−1𝐴T = 𝐼𝑛𝐼𝑛 = 𝐼𝑛．

1. 证明 (𝐴T𝐴)−1 = 𝐴−1(𝐴T)−1 并不一定总成立．

2. 当 𝐴 满足什么条件时，上式一定成立？试分析此时正交投影矩阵等于 𝐼𝑛 的原因．

练习 3.3.17 设 𝐴 = [3 6 6
4 8 8

]．

1. 求向 𝐴 的列空间的正交投影矩阵 𝑃1．

2. 求向 𝐴 的行空间的正交投影矩阵 𝑃2．

3. 计算 𝑃1𝐴𝑃2．

练习 3.3.18 给定 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0
2 1
0 1

⎤⎥⎥
⎦
．设 𝑃1 是关于 𝐴 的第一列的正交投影矩阵，𝑃2 是关于 𝐴 的正交

投影矩阵，计算 𝑃2𝑃1．

练习 3.3.19 一个 𝑛 阶方阵 𝑃 是关于 𝐴 的正交投影矩阵，当且仅当对任意向量 𝒙 ∈ ℝ𝑛，都有
𝑃𝒙 ∈ ℛ(𝐴), 𝒙 − 𝑃𝒙 ∈ 𝒩(𝐴T)．

练习 3.3.20 当 𝐴分别为对称矩阵、反对称矩阵、正交矩阵或上三角矩阵时，判断 ℛ(𝐴)和𝒩(𝐴)
是否互为正交补．证明或给出反例．

练习 3.3.21 给定 ℝ𝑚 中的子空间 ℳ1, ℳ2，ℝ𝑛 中的子空间 𝒩1, 𝒩2．

1. 是否一定存在矩阵 𝐴，使得 ℛ(𝐴) = ℳ1, 𝒩(𝐴T) = ℳ2, ℛ(𝐴T) = 𝒩1, 𝒩(𝐴) = 𝒩2？

2. K 如果不一定存在，那么当四个子空间满足什么条件时，这样的矩阵才一定存在？
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练习 3.3.22 给定向量 𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑚，不难确知其平均值 𝒙𝑚 = 1
𝑚 ∑𝑚

𝑖=1 𝒃𝑖．再给出向量 𝒃𝑚+1，这
𝑚 + 1 个向量的平均值就是 𝒙𝑚+1 = 1

𝑚+1 ∑𝑚+1
𝑖=1 𝒃𝑖．则 𝒙𝑚+1 可以用 𝒃𝑚+1, 𝒙𝑚, 𝑚 来表示：𝒙𝑚+1 =

𝒙𝑚 + 1
𝑚+1 (𝒃𝑚+1 − 𝒙𝑚)．
若给出向量组成的矩阵 𝐵𝑛 = [𝒃𝑚+1 ⋯ 𝒃𝑚+𝑛]，如何用 𝐵𝑛, 𝒙𝑚, 𝑚, 𝑛 来表示 𝒃1, ⋯ , 𝒃𝑚+𝑛 这

𝑚 + 𝑛 个向量的平均值 𝒙𝑚+𝑛？

练习 3.3.23 一个方阵如果仅仅满足 𝑃 2 = 𝑃，则称之为斜投影矩阵，其对应的线性变换称为斜投
影．给定一个 𝑛 阶斜投影矩阵 𝑃．

1. 证明 𝐼𝑛 − 𝑃 也是 𝑛 阶斜投影矩阵．

2. 证明 ℛ(𝑃) = 𝒩(𝐼𝑛 − 𝑃), ℛ(𝐼𝑛 − 𝑃) = 𝒩(𝑃)．

3. 对任意向量 𝒗 ∈ ℝ𝑛，是否一定存在分解 𝒗 = 𝒗1 + 𝒗2，满足 𝒗1 ∈ ℛ(𝑃), 𝒗2 ∈ ℛ(𝐼𝑛 − 𝑃)？分
解如果存在，是否唯一？

4. 构造一个二阶斜投影矩阵，但不是正交投影矩阵．

练习 3.3.24 设平面上的四个点 [𝑥𝑖
𝑦𝑖

] 分别是 [0
0
] , [1

8
] , [3

8
] , [ 4

20
]，利用最小二乘法求下列直

线或曲线：

1. 求平行于 𝑥 轴的直线 𝑦 = 𝑏 使得
4

∑
𝑖=1

|𝑦𝑖 − 𝑏|2 最小．

2. 求经过原点的直线 𝑦 = 𝑘𝑥 使得
4

∑
𝑖=1

|𝑦𝑖 − 𝑘𝑥|2 最小．

3. 求直线 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 使得
4

∑
𝑖=1

|𝑦𝑖 − (𝑘𝑥𝑖 + 𝑏)|2 最小．

4. 求抛物线 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 使得
4

∑
𝑖=1

∣𝑦𝑖 − (𝑎𝑥2
𝑖 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝑐)∣2 最小．

4.1 引子

4.2 行列式函数

练习 4.2.1 计算下列行列式．

∣
∣
∣
∣
∣

1 2 1 4
0 −1 2 1
0 0 2 −1
0 0 0 3

∣
∣
∣
∣
∣

．1.
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
3 2 1
0 1 4

∣
∣
∣
∣
．2.

∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣
∣
∣
∣
∣

．3.

∣
∣
∣
∣

𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑦
𝑦 𝑥 + 𝑦 𝑥

𝑥 + 𝑦 𝑥 𝑦

∣
∣
∣
∣
．4.

∣
∣
∣
∣
∣

1 + 𝑥 1 1 1
1 1 − 𝑥 1 1
1 1 1 + 𝑦 1
1 1 1 1 − 𝑦

∣
∣
∣
∣
∣

．5.
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练习 4.2.2 设 𝐴 是三阶方阵，det(𝐴) = 5，求下列矩阵 𝐵 的行列式．

1. 𝐵 = 2𝐴, −𝐴, 𝐴2, 𝐴−1．

2. 𝐵 =
⎡⎢⎢
⎣

𝒂T1 − 𝒂T3
𝒂T2 − 𝒂T1
𝒂T3 − 𝒂T2

⎤⎥⎥
⎦
，

⎡⎢⎢
⎣

𝒂T1 + 𝒂T3
𝒂T2 + 𝒂T1
𝒂T3 + 𝒂T2

⎤⎥⎥
⎦
，其中 𝐴 =

⎡⎢⎢
⎣

𝒂T1
𝒂T2
𝒂T3

⎤⎥⎥
⎦
．

练习 4.2.3 设 𝐴𝑛 = [−1 1
−6 4

] + 𝑛𝐼2．

1. 求 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 的行列式．

2. 求 [−1 1
−6 4

] + 𝑥𝐼2 的行列式，并将其写成 (𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 𝑏) 的形式．

3. 分别求 𝐴2
0, 𝐴2

0 + 𝐼2, 𝐴2
0 + 3𝐴0 + 2𝐼2, 𝐴3

0 − 2𝐴2
0 + 3𝐴0 − 4𝐼2 的行列式，并分析它们与 𝑎, 𝑏 的关

系．

练习 4.2.4 计算 det(𝐴)．

𝐴 = [𝑖 + 𝑗]
𝑛×𝑛
．1. 𝐴 = [𝑖𝑗]

𝑛×𝑛
．2.

练习 4.2.5 计算

∣
∣
∣
∣
∣

1 −1
⋱ ⋱

1 −1
−1 1

∣
∣
∣
∣
∣

．

练习 4.2.6 K 计算

∣
∣
∣
∣
∣

1 + 𝑥1𝑦1 1 + 𝑥1𝑦2 ⋯ 1 + 𝑥1𝑦𝑛
1 + 𝑥2𝑦1 1 + 𝑥2𝑦2 ⋯ 1 + 𝑥2𝑦𝑛

⋮ ⋮ ⋮
1 + 𝑥𝑛𝑦1 1 + 𝑥𝑛𝑦2 ⋯ 1 + 𝑥𝑛𝑦𝑛

∣
∣
∣
∣
∣

．

练习 4.2.7 计算

∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎11 ⋯ 𝑎1,𝑛−1 𝑎1𝑛
𝑎21 ⋯ 𝑎2,𝑛−1 0

⋮ . .
.

. .
. ⋮

𝑎𝑛1 0 ⋯ 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

．

练习 4.2.8 1. 令 𝐴𝑛 是从右上到左下对角线上的元素全为 1，其余元素全为 0的 𝑛阶方阵．求
𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 的行列式，分析其规律，推断出 𝐴𝑛 的行列式．

2. 令 𝐴2 = [1 1
1 2

] , 𝐴3 =
⎡⎢⎢
⎣

1 1 1
1 2 2
1 2 3

⎤⎥⎥
⎦
，以此类推 𝐴𝑛．求 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 的行列式，分析其规律，推

断出 𝐴𝑛 的行列式．

提示：利用 LU 分解．
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3. 设 𝐴 具有 QR 分解 𝐴 = 𝑄
⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
0 4 5
0 0 6

⎤⎥⎥
⎦
，求 det(𝐴) 的所有可能值．

4. 定义 Hilbert 矩阵 𝐻𝑛 = [ 1
𝑖+𝑗−1]

𝑛×𝑛
．计算 det(𝐻2), det(𝐻3)．

Hilbert 矩阵是一种常见的难于计算的矩阵，常用来测试算法．

练习 4.2.9 证明或举出反例．

1. 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 的行列式必然是零．

2. 𝐴 的行列式等于其行简化阶梯形的行列式．

3. 𝐴 为 𝑛 阶反对称矩阵，当 𝑛 为奇数时，det(𝐴) = 0．

4. 𝐴 为 𝑛 阶反对称矩阵，当 𝑛 为偶数时，det(𝐴) = 0．

5. 如果 |det(𝐴)| > 1，那么当 𝑛 趋于无穷时，𝐴𝑛 中必然有元素的绝对值趋于无穷．

6. 如果 |det(𝐴)| < 1，那么当 𝑛 趋于无穷时，𝐴𝑛 中的所有元素都趋于 0．

练习 4.2.10 以下均为某些学生出现过的错误．请找到错误的原因．

1. 对二阶可逆矩阵 𝐴 = [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]，计算其逆矩阵的行列式：

det(𝐴−1) = det( 1
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 [ 𝑑 −𝑏

−𝑐 𝑎
]) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1.

这个结论很奇怪．请问错在哪里？

2. 对分块矩阵 𝑀 = [𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]，计算其行列式：det[𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] = 𝐴𝐷 − 𝐵𝐶，得到的是矩阵，而不

是数．如果 𝐴 可逆，正确的公式是什么？

3. 计算正交投影矩阵 𝑃 的行列式 det(𝑃 ) = det(𝐴(𝐴T𝐴)−1𝐴T) = det(𝐴) det(𝐴T)
det(𝐴T𝐴) = 1，然而正交投

影矩阵常常不可逆．错在哪里？

4. 如果 𝐴𝐵 = −𝐵𝐴，那么 det(𝐴) det(𝐵) = − det(𝐵) det(𝐴)，由此得到 2 det(𝐴) det(𝐵) = 0，所
以 𝐴, 𝐵 必有一个矩阵不可逆．这是否正确？如果不是，请指出错误并举出反例．

5. 对矩阵 [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]，同时做两个行变换得到 [𝑎 + 𝑠𝑐 𝑏 + 𝑠𝑑
𝑐 + 𝑡𝑎 𝑑 + 𝑡𝑏

]，行列式是否一定保持不变？𝑠, 𝑡

满足什么条件时，行列式一定保持不变？

注意：这不是初等行变换．

练习 4.2.11 设 𝑛 阶方阵 𝐴 的对角元素全为 0，其他元素全为 1，令 𝐴 = [𝒂1 ⋯ 𝒂𝑛]．

1. 求向量 𝒖，使得 𝒂𝑖 可以写成 𝒆𝑖 和 𝒖 的线性组合．
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2. K 利用列多线性性质，求 det(𝐴)．

练习 4.2.12 证明命题 4.2.5 ．

练习 4.2.13 证明命题 4.2.11 ．

练习 4.2.14 用行列式证明奇数阶反对称矩阵不可逆．

练习 4.2.15 K 证明任意可逆矩阵 𝐴 都可以只用倍加变换化为 diag(1, 1, ⋯ , det(𝐴))．

练习 4.2.16 给定 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
，而 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗𝑐𝑖−𝑗]

𝑛×𝑛
，其中 𝑐 ≠ 0，证明，det(𝐴) = det(𝐵)．

练习 4.2.17 给定 𝑛 − 1 个互不相同的数 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1，令

𝑃(𝑥) =
∣
∣
∣
∣
∣

1 𝑥 ⋯ 𝑥𝑛−1

1 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛−1
1

⋮ ⋮ ⋮
1 𝑎𝑛−1 ⋯ 𝑎𝑛−1

𝑛−1

∣
∣
∣
∣
∣

.

证明 𝑃(𝑥) 是一个关于 𝑥 的 𝑛 − 1 次多项式，并求 𝑃(𝑥) 的 𝑛 − 1 个根．

练习 4.2.18 K 设 𝑓𝑖(𝑥) 是 𝑖 次多项式，0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1，其首项系数是 𝑎𝑖．又设 𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛−1 是
𝑛 个数，计算下列 𝑛 阶行列式：

∣
∣
∣
∣
∣

𝑓0(𝑏0) 𝑓0(𝑏1) ⋯ 𝑓0(𝑏𝑛−1)
𝑓1(𝑏0) 𝑓1(𝑏1) ⋯ 𝑓1(𝑏𝑛−1)

⋮ ⋮ ⋮
𝑓𝑛−1(𝑏0) 𝑓𝑛−1(𝑏1) ⋯ 𝑓𝑛−1(𝑏𝑛−1)

∣
∣
∣
∣
∣

.

练习 4.2.19 1. 对分块对角矩阵𝑋 = [𝐴 𝑂
𝑂 𝐵

]，其中𝐴, 𝐵是方阵，证明，det(𝑋) = det(𝐴) det(𝐵)．

2. 对分块上三角矩阵 𝑋 = [𝐴 𝐶
𝑂 𝐵

]，其中 𝐴, 𝐵 是方阵，证明，det(𝑋) = det(𝐴) det(𝐵)．

练习 4.2.20 设 𝐴 可逆，𝐷 是方阵，证明，det([𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]) = det(𝐴) det(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)．

练习 4.2.21 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 阶方阵，证明，det([𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

]) = det(𝐴 + 𝐵) det(𝐴 − 𝐵)．

练习 4.2.22 设 𝐴, 𝐵 分别是 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚 矩阵，证明，det(𝐼𝑚 + 𝐴𝐵) = det(𝐼𝑛 + 𝐵𝐴)．由此推
出，𝐼𝑚 + 𝐴𝐵 可逆当且仅当 𝐼𝑛 + 𝐵𝐴 可逆．
提示：构造分块矩阵．

练习 4.2.23 计算

∣
∣
∣
∣
∣

1 + 𝑎2
1 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎1𝑎𝑛

𝑎2𝑎1 1 + 𝑎2
2 ⋯ 𝑎2𝑎𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛𝑎1 𝑎𝑛𝑎2 ⋯ 1 + 𝑎2

𝑛

∣
∣
∣
∣
∣

．
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练习 4.2.24 设 𝐴 是三阶矩阵，已知 det(𝐴 − 𝐼3) = det(𝐴 − 2𝐼3) = det(𝐴 − 3𝐼3) = 0．
1. 证明存在非零向量 𝒗1, 𝒗2, 𝒗3，满足 𝐴𝒗𝑖 = 𝑖𝒗𝑖．

2. 设 𝑘1𝒗1 + 𝑘2𝒗2 + 𝑘3𝒗3 = 𝟎，证明 𝑘1𝒗1 + 2𝑘2𝒗2 + 3𝑘3𝒗3 = 𝟎, 𝑘1𝒗1 + 4𝑘2𝒗2 + 9𝑘3𝒗3 = 𝟎．

3. 证明存在可逆 Vandermonde 矩阵 𝑉，使得

[𝑘1𝒗1 𝑘2𝒗2 𝑘3𝒗3] 𝑉 = 𝑂.

4. 证明 𝒗1, 𝒗2, 𝒗3 构成 ℝ3 的一组基，因此矩阵 𝐵 = [𝒗1 𝒗2 𝒗3] 可逆．

5. 证明存在对角矩阵 𝐷，使得 𝐴𝐵 = 𝐵𝐷，并计算 det(𝐴)．
练习 4.2.25 对函数 𝑓(𝑡) = det(𝐼𝑛 + 𝑡𝐴) 在 𝑡 = 0 处求导．设 𝐴 = [𝒂1 ⋯ 𝒂𝑛]，则 𝐼𝑛 + 𝑡𝐴 的
第 𝑖 列是 𝒆𝑖 + 𝑡𝒂𝑖．

1. 当 𝑛 = 1, 2, 3 时，用 𝐴 的元素表示 𝑓 ′(0)；分析其规律，求 𝑓 ′(0) 的一般表达式．

2. 利用 det(𝐼𝑛+𝐴𝐵) = det(𝐼𝑚+𝐵𝐴)，证明 trace(𝐴𝐵) = trace(𝐵𝐴)（trace的定义见练习 1.4.22）．

练习 4.2.26 设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 矩阵，任取其中的 𝑘 行和 𝑘 列构成 𝑘 阶方阵，它的行列式称为 𝐴 的
一个 𝑘 阶子式．定义 rankdet(𝐴) = max{𝑘 | 𝐴 有非零的 𝑘 阶子式}．证明，rankdet(𝐴) = rank(𝐴)．
练习 4.2.27 (Hadamard 不等式) 1. 利用 QR 分解证明，对任意 𝑛 阶矩阵 𝑇 = [𝒕1 ⋯ 𝒕𝑛]，

|det(𝑇 )| ⩽ ‖𝒕1‖‖𝒕2‖ ⋯ ‖𝒕𝑛‖．

2. 说明阅读 3.2.3 中的 Hadamard 矩阵使得等号成立．

练习 4.2.28 K 设 𝑛 阶对称矩阵 𝐴 有 LDLT 分解 𝐴 = 𝐿𝐷𝐿T，其中 𝐷 = diag(𝑑𝑖)，并记 𝐴 的第
𝑖 个顺序主子阵为 𝐴𝑖．证明 𝑑𝑖 = det(𝐴𝑖)

det(𝐴𝑖−1)．
矩阵 𝐴 的第 𝑖 个顺序主子阵的行列式称为其第 𝑖 个顺序主子式．

练习 4.2.29 (行列式在多元微积分中的应用) 一个多元函数 𝑓(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛)，把 𝑥𝑖 之外的变量都看
做常数，对 𝑥𝑖 的导数称为 𝑓 对 𝑥𝑖 的偏导数，记作

∂𝑓
∂𝑥𝑖
．例如，𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦，则 ∂𝑓

∂𝑥 = 2𝑥𝑦, ∂𝑓
∂𝑦 = 𝑥2．

平面 ℝ2 有直角坐标系 (𝑥, 𝑦)，和极坐标系 (𝑟, 𝜃)，其中 𝑟 ⩾ 0 是该点到原点的距离，𝜃 ∈ [0, 2𝜋)
是从 𝑥 轴正方向开始，逆时针旋转，到达该点和原点连线所需要的的角度．两种坐标之间的关系是
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃．

分别计算 𝐽1 = [
∂𝑥
∂𝑟

∂𝑥
∂𝜃

∂𝑦
∂𝑟

∂𝑦
∂𝜃

] 和 𝐽2 = [
∂𝑟
∂𝑥

∂𝑟
∂𝑦

∂𝜃
∂𝑥

∂𝜃
∂𝑦

] 的行列式，将结果都写成 𝑟, 𝜃 的函数．这两个

矩阵 𝐽1, 𝐽2 有什么关系？

练习 4.2.30 设 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = ln(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)．
1. 接上题，求偏导数 ∂𝑓

∂𝑎 , ∂𝑓
∂𝑏 , ∂𝑓

∂𝑐 , ∂𝑓
∂𝑑．

2. 证明 [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]
−1

= [
∂𝑓
∂𝑎

∂𝑓
∂𝑏

∂𝑓
∂𝑐

∂𝑓
∂𝑑

]
T

．

3. 三阶时是否有类似的结论？

阅读 4.2.31 在 Vandermonde 矩阵中，
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4.3 行列式的展开式

练习 4.3.1 计算．

∣
∣
∣
∣

1 1 4
1 2 2
1 2 5

∣
∣
∣
∣
．1.

∣
∣
∣
∣

1 1 10
1 2 2
1 2 5

∣
∣
∣
∣
．2.

练习 4.3.2 利用按行（列）展开求下列行列式；按哪一行（列）展开，使得计算最简单？

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 2
0 3 4 5
5 4 0 3
2 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣

．1.

∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 1
1 2 0 0
1 0 3 0
1 0 0 4

∣
∣
∣
∣
∣

．2.

练习 4.3.3 计算

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5
𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑏4 𝑏5
𝑐1 𝑐2 0 0 0
𝑑1 𝑑2 0 0 0
𝑒1 𝑒2 0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

．

练习 4.3.4 求

∣
∣
∣
∣
∣

2𝑥 𝑥 1 2
1 𝑥 1 −1
3 2 𝑥 1
1 1 1 𝑥

∣
∣
∣
∣
∣

中 𝑥4, 𝑥3 的系数．

练习 4.3.5 计算

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝜆 𝑎𝑛
−1 𝜆 𝑎𝑛−1

⋱ ⋱ ⋮
−1 𝜆 𝑎2

−1 𝜆 + 𝑎1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

．

练习 4.3.6 KK 计算

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝜆 1
𝑛 𝜆 2

⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱

2 𝜆 𝑛
1 𝜆

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

．

练习 4.3.7 回顾例 1.7.4 中的对称、上三角和下三角 Pascal 矩阵．在四阶的情形，这三种矩阵

分别为 𝑆4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑈4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐿4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
1 3 3 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．另外，存在 LU 分解

𝑆𝑛 = 𝐿𝑛𝑈𝑛．
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1. 求 det(𝐿𝑛), det(𝑈𝑛), det(𝑆𝑛)．

2. 求 𝑆𝑛 右下角元素的代数余子式．

3. 将 𝑆𝑛 右下角的元素减 1 得到矩阵 𝐴𝑛，求 det(𝐴𝑛)．

练习 4.3.8 给定 𝐴𝑛 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1
−1 2 ⋱

⋱ ⋱ −1
−1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐵𝑛 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1
−1 2 ⋱

⋱ ⋱ −1
−1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

1. 利用展开式得到 det(𝐵𝑛) 关于 𝑛 的递推关系，并计算 det(𝐵𝑛)．

2. 利用 det(𝐴𝑛) 与 det(𝐵𝑛) 的关系计算 det(𝐴𝑛)．

练习 4.3.9 (行列式中的 Fibonacci 数列) 如果一个矩阵比上（下）三角矩阵仅仅多一排非零对

角元，则称之为上（下）Hessenberg矩阵．例如，𝐻4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2 1 1 1
1 2 1 1
0 1 2 1
0 0 1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

就是上 Hessenberg矩阵．上

Hessenberg 矩阵在数值代数中很有用．

1. 令𝐻𝑛为 𝑛阶上 Hessenberg矩阵，其对角元素都是 2，其他非零元素都是 1．证明 det(𝐻𝑛+2) =
det(𝐻𝑛+1) + det(𝐻𝑛)，即这些行列式组成了 Fibonacci 数列．

2. 令 𝑆𝑛 是对角元素为 3，与对角元相邻的元素为 1 的 𝑛 阶三对角矩阵（见练习 1.3.12 ），例如，

𝑆4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

3 1 0 0
1 3 1 0
0 1 3 1
0 0 1 3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．它既是上 Hessenberg 矩阵，也是下 Hessenberg 矩阵．求 𝑆𝑛 的递归公

式，并分析与 Fibonacci 数列的关系．

3. 设 𝑛 阶三对角矩阵的行列式的完全展开式中，最多有 𝑡𝑛 项非零，求 𝑡𝑛 的递归公式．

练习 4.3.10 K 求下列推广的 Vandermonde 行列式：

∣
∣
∣
∣
∣

1 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛−2
1 𝑥𝑛

1
1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛−2

2 𝑥𝑛
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑥𝑛 ⋯ 𝑥𝑛−2

𝑛 𝑥𝑛
𝑛

∣
∣
∣
∣
∣

.

练习 4.3.11 对 𝑛 阶方阵 𝐴，证明，det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴) 是 𝜆 的首项系数为 1 的 𝑛 次多项式．

练习 4.3.12 1. K 设 𝐴 是正交矩阵，且 det(𝐴) < 0，证明 𝐼𝑛 + 𝐴 不可逆．由此可得，存在非
零向量 𝒙，使得 𝐴𝒙 = −𝒙．
提示：考虑 𝐴T(𝐴 + 𝐼) 与 𝐴 + 𝐼 的行列式之间的关系．
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2. K 设 𝐴 是奇数阶正交矩阵，且 det(𝐴) > 0，证明 𝐼𝑛 − 𝐴 不可逆．由此可得，存在非零向量
𝒙，使得 𝐴𝒙 = 𝒙．偶数阶的情形，结论是否成立？

练习 4.3.13 K 设 𝑛 阶方阵 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] 对角占优（见定义 1.5.13 ），且对角元素全是正数，证明
det(𝐴) > 0．
提示：数学归纳法．

练习 4.3.14 证明若 𝐴 不可逆，则其伴随矩阵的秩是 0 或 1．

练习 4.3.15 给定所有元素全为整数的可逆矩阵 𝐴，证明，𝐴−1 的所有元素全为整数，当且仅当
|det(𝐴)| = 1．

练习 4.3.16 利用 Cramer 法则把未知数 𝑥1, 𝑥2 表示成 𝑡 的函数：

{ e𝑡𝑥1+ e−2𝑡𝑥2 = 3 sin 𝑡,
e𝑡𝑥1− 2e−2𝑡𝑥2 = 𝑡 cos 𝑡.

阅读 4.3.17 (Cramer 法则的另一证明)

练习 4.3.18 设 𝑛 阶方阵 𝐴, 𝐵 满足 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴，证明，

1. ∣det([ 𝐴 𝐵
−𝐵 𝐴

])∣ = ∣det(𝐴2 + 𝐵2)∣．

提示：将 [ 𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

] [𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] = [𝑎2 + 𝑏2 0
0 𝑎2 + 𝑏2] 推广到分块矩阵．

2. K det([ 𝐴 𝐵
−𝐵 𝐴

]) = det(𝐴2 + 𝐵2)．

提示：利用完全展开式比较特定项如 (𝑎11 ⋯ 𝑎𝑛𝑛)2 的系数．

注意：此题也有一些不利用完全展开的方法，读者可以自行思考．
法一：先考虑 𝐴 可逆的情形，再对不可逆的 𝐴 构造可逆序列 𝐴𝑘 → 𝐴．
法二：利用复数．

练习 4.3.19 利用完全展开式求行列式．

1. 设 𝐴为 4阶矩阵，所有元素均为 1，在其行列式的完全展开式中，多少项为 1？多少项为 −1？
由此计算 𝐴 的行列式．

2. 把 𝐴 的 (𝑖, 𝑗) 元乘以 𝑖
𝑗 得到 𝐵，在 𝐴 和 𝐵 行列式的完全展开式中，每一项如何变化？行列

式如何变化？

3. 设 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 0 𝑏 0
0 𝑐 0 𝑑
𝑒 0 𝑓 0
0 𝑔 0 ℎ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

，在行列式的完全展开式中，有多少项非零？这个完全展开式是否有因

式分解？（跟分块对角矩阵的情形进行类比）
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练习 4.3.20 由

∣
∣
∣
∣
∣

1 1 ⋯ 1
1 1 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋮
1 1 ⋯ 1

∣
∣
∣
∣
∣

= 0，证明，1, ⋯ , 𝑛 的所有排列中，奇、偶排列各占一半．

练习 4.3.21 在空间 ℝ3 中，证明由向量 𝒂1, 𝒂2 围成的平行四边形面积是 √det(𝐴T𝐴)，其中
𝐴 = [𝒂1 𝒂2]．
提示：进行 QR 分解 𝐴 = 𝑄𝑅，那么 𝐴 和 𝑅 对应的平行四边形有何关系？√det(𝐴T𝐴)

和 √det(𝑅T𝑅) 有何关系？

练习 4.3.22 (行列式游戏) KK 甲和乙两个人构造一个 𝑛 阶方阵，轮流填写矩阵中的元素，直到
填满为止．如果矩阵的行列式非零，则甲胜；否则，乙胜．

1. 如果乙先开始，且 𝑛 = 2，谁有必胜策略？

2. 如果乙先开始，且 𝑛 = 3，谁有必胜策略？

3. 如果甲先开始，且 𝑛 = 3，谁有必胜策略？

4. 如果甲先开始，且 𝑛 为偶数，则谁有必胜策略？

5.1 引子

练习 5.1.1 证明定理 5.1.5 ．

5.2 基本概念

练习 5.2.1 求下列复矩阵的全部特征值和特征向量．

[3 4
5 2

]．1. [ 0 𝑎
−𝑎 0

]．2.
⎡⎢⎢
⎣

0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎤⎥⎥
⎦
．3.

⎡⎢⎢
⎣

0 2 1
−2 0 3
−1 −3 0

⎤⎥⎥
⎦
．4.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．5.

练习 5.2.2 构造符合要求的矩阵 𝐴．

1. 𝐴 的特征多项式为 𝜆2 − 9𝜆 + 20，构造三个不同的 𝐴．

2. 𝐴 = [0 1
∗ ∗

]，且 𝐴 的特征值为 4, 7．
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3. 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

0 1 0
0 0 1
∗ ∗ ∗

⎤⎥⎥
⎦
，且 𝐴 的特征值为 1, 2, 3．

练习 5.2.3 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

2 −2 0
−2 𝑥 −2
−2 −2 0

⎤⎥⎥
⎦

, 𝐵 =
⎡⎢⎢
⎣

2
2

𝑦

⎤⎥⎥
⎦
，已知 𝐴, 𝐵 特征多项式相同，求 𝑥, 𝑦．

练习 5.2.4 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

2 1 1
1 2 1
1 1 𝑎

⎤⎥⎥
⎦
可逆，且 𝒙 =

⎡⎢⎢
⎣

1
𝑏
1

⎤⎥⎥
⎦
是 𝐴 的特征向量，求 𝑎, 𝑏 的值．

练习 5.2.5 设 𝐴 = [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]．

1. 利用一元二次方程求根公式，写出 𝐴 的两个特征值 𝜆1, 𝜆2 的表达式．

2. 构造一个非对角的 𝐴，满足 𝜆1 = 𝜆2．

3. 设 𝜆 为 𝐴 的特征值，证明 𝐴 [ 𝑏
𝜆 − 𝑎

] = 𝜆 [ 𝑏
𝜆 − 𝑎

] , 𝐴 [𝜆 − 𝑑
𝑐

] = 𝜆 [𝜆 − 𝑑
𝑐

]．

注意：如果这两个向量不是零向量，那么它们就是特征向量．

4. 若上述两个向量中有且仅有一个是零向量，求 𝐴 的特征值和特征向量．

5. 若上述两个向量都是零向量，求 𝐴 的特征值和特征向量．

练习 5.2.6 给定向量 𝒂, 𝒃 ∈ ℝ𝑛，计算 𝐴 = 𝒂𝒃T 的所有特征对．

练习 5.2.7 已知 𝐴 的特征值为 1, 2, 3，求下列矩阵的特征值．

2𝐴, 𝐴 + 𝐼3, 𝐴2, 𝐴, 𝐴T, 𝐴−1（𝐴 为何可逆？）．1. [𝐴 0
0 𝐴

] , [𝐴 𝐴
0 𝐴

]．2.

练习 5.2.8 证明，如果 (𝜆, 𝒙) 是 𝐴 的特征对，则 (𝑓(𝜆), 𝒙) 是 𝑓(𝐴) 的特征对，其中 𝑓(𝑥) 是任意
多项式．

练习 5.2.9 设 𝐴 是可逆矩阵，证明，𝐴 的特征值都不为 0；若 𝜆0 是 𝐴 的一个特征值，则 1
𝜆0
是

𝐴−1 的一个特征值．

练习 5.2.10 设 𝒒1, 𝒒2, 𝒒3 ∈ ℝ3 为一组标准正交基，分别求 𝒒1𝒒T1 , 𝒒1𝒒T1 +𝒒2𝒒T2 , 𝒒1𝒒T1 +𝒒2𝒒T2 +𝒒3𝒒T3
所有特征值和特征向量．

练习 5.2.11 设 𝑛 阶实方阵 𝐴 满足 𝐴T𝒗 = 𝜆𝒗，其中 𝒗 ∈ ℝ𝑛, 𝒗 ≠ 𝟎．

1. 设 𝐴𝒘 = 𝜇𝒘，且 𝒘 ∈ ℝ𝑛, 𝜆 ≠ 𝜇，证明 𝒗, 𝒘 正交．

2. 证明，实对称矩阵的属于不同特征值的实特征向量正交．
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练习 5.2.12 证明：

1. 若存在正整数 𝑘，使得 𝐴𝑘 = 𝑂，则 𝐴 的特征值只能是 0．

2. 若 𝐴2 = 𝐼𝑛，则 𝐴 的特征值只能是 1 或 −1．

3. 若 𝐴2 = 𝐴，则 𝐴 的特征值只能是 1 或 0．

练习 5.2.13 对方阵 𝐴，若多项式 𝑓(𝑥) 满足 𝑓(𝐴) = 𝑂，则称 𝑓(𝑥) 是 𝐴 的化零多项式．
给定 𝐴 的特征值 𝜆，证明，若 𝑓(𝑥) 是 𝐴 的化零多项式，则 𝑓(𝜆) = 0．

练习 5.2.14 设方阵 𝐴, 𝐵 可交换，𝜆0 是 𝐴 的一个特征值，𝑉𝜆0
是 𝐴 的特征值为 𝜆0 的特征子空

间．证明，对任意 𝒙 ∈ 𝑉𝜆0
，都有 𝐵𝒙 ∈ 𝑉𝜆0

．当 𝐴, 𝐵 不可交换时，结论是否成立？

练习 5.2.15 证明，𝐴 和 𝑇 −1𝐴𝑇 具有相同的特征多项式．

练习 5.2.16 设 𝜆1, 𝜆2 是 𝐴 的两个不同特征值，𝒙1, 𝒙2 是分别属于 𝜆1, 𝜆2 的特征向量．证明，
𝒙1 + 𝒙2 不是 𝐴 的特征向量．

练习 5.2.17 证明或举出反例．

1. 如果 𝐴, 𝐵 具有相同的特征值、代数重数和特征向量，则 𝐴 = 𝐵．

2. 如果 𝐴, 𝐵 有相同的特征值和代数重数，则 𝐴 − 𝐵 所有特征值之和为零．

3. 𝐴 + 𝐵 的特征值之和等于 𝐴 的特征值之和与 𝐵 的特征值之和的和．

4. 𝐴 + 𝐵 的特征值之积等于 𝐴 的特征值之积与 𝐵 的特征值之积的积．

5. 𝐴𝐵 的特征值之积等于 𝐴 的特征值之积与 𝐵 的特征值之积的积．

6. 𝐴𝐵 和 𝐵𝐴 具有相同的特征值和代数重数．

7. 如果 𝐴 的特征值全为零，则 𝐴 是零矩阵．

8. 将 𝐴 的第 𝑖 行加到第 𝑗 行上，再将第 𝑖 列从第 𝑗 列中减去，得到的矩阵 𝐵 和 𝐴 有相同的特
征值．若正确，则对应的特征向量有何联系？

9. 将 𝐴 的第 𝑖 行加到第 𝑗 行上，再将第 𝑗 列从第 𝑖 列中减去，得到的矩阵 𝐵 和 𝐴 有相同的特
征值．若正确，则对应的特征向量有何联系？

10. 将 𝐴 的第 𝑖, 𝑗 行交换，再将第 𝑖, 𝑗 列交换，得到的矩阵 𝐵 和 𝐴 有相同的特征值．若正确，则
对应的特征向量有何联系？

11. 对角阵的特征向量一定是标准坐标向量．

12. 正交矩阵的特征值都是绝对值等于 1 的复数．

13. 所有 𝑛 阶置换矩阵都有一个共同的特征向量．
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练习 5.2.18 K 设 𝐴, 𝐵 分别是 𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑚 矩阵，证明，

𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐴𝐵) = 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐵𝐴).

特别地，当 𝑚 = 𝑛 时，det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝐵) = det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐵𝐴)．

练习 5.2.19 KK 如果复矩阵 𝐴, 𝐵 可交换，证明 𝐴, 𝐵 至少有一个公共的特征向量．
提示：法一：任取 𝐴的特征向量 𝑥，随 𝑘 增加逐个考察子空间 span(𝑥, 𝐵𝑥, ⋯ , 𝐵𝑘𝑥)，当

添加新的向量后维数不增加时，子空间中必含有 𝐵 的特征向量．
法二：利用定理 5.4.7 ．

练习 5.2.20 设 𝐴 是四阶数独矩阵（见练习 2.4.10 ），证明其绝对值最大的特征值为 10，且属于
该特征值的特征向量的所有分量都相等．

练习 5.2.21 KK 设方阵 𝐴 的每个元素都是整数，证明 1
2 一定不是 𝐴 的特征值．

提示：法一：利用特征多项式．
法二：考察特征向量元素的奇偶性．

练习 5.2.22 回顾例 5.1.1中的矩阵 𝐴 = [0.6 0.1
0.4 0.9

]，以及稳定状态对应的矩阵 𝐴∞ = [0.2 0.2
0.8 0.8

]．

1. 如果 𝐴𝑛 和 𝐴∞ 中对应的元素相差不超过 0.01，那么 𝑛 至少是多少？

2. 交换 𝐴 的两行，特征值是否不变？

练习 5.2.23 KK 给定 𝑚 阶方阵 𝐴1，𝑛 阶上三角矩阵 𝐴2 和 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐵．证明如果 𝐴1 和 𝐴2
没有相同的特征值，关于 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝑋 的矩阵方程 𝐴1𝑋 − 𝑋𝐴2 = 𝐵 有唯一解．
矩阵方程 𝐴1𝑋 − 𝑋𝐴2 = 𝐵 称为 Sylvester 方程，在控制论中有不少应用．
提示：逐列计算 𝑋．

5.3 对角化和谱分解

练习 5.3.1 设三阶方阵 𝐴 的特征值及对应特征向量是 1, 1, 3 和
⎡⎢⎢
⎣

2
1
0

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

−1
0
1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

0
0
1

⎤⎥⎥
⎦
，求 𝐴．

练习 5.3.2 判断下列方阵是否可对角化．

⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎤⎥⎥
⎦
．1.

⎡⎢⎢
⎣

0 1 1
0 0 1
0 0 0

⎤⎥⎥
⎦
．2.

练习 5.3.3 计算 𝐴𝑛．

𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

0 0 0
0 0 0
4 0 1

⎤⎥⎥
⎦
．1. 𝐴 =

⎡⎢⎢
⎣

1 −1 1
2 4 −2

−3 −3 5

⎤⎥⎥
⎦
．2.
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练习 5.3.4 设 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

3 2 −2
−𝑘 −1 𝑘
4 2 −3

⎤⎥⎥
⎦
．当 𝑘 取何值时，𝐴 可对角化？当 𝐴 可对角化时，写出其谱

分解．

练习 5.3.5 设 𝐴是 4阶方阵，其对角元都是 4，非对角元都是 −1．令 𝐻 为 4阶 Hadamard矩阵，

即 𝐻 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

（见阅读 3.2.3 ）．计算 𝐴𝐻，由此得出 𝐴 的谱分解，并求 det(𝐴), 𝐴−1．

练习 5.3.6 利用矩阵，求下列数列的通项公式和极限．

1.（Lucas 数）𝐿1 = 1, 𝐿2 = 3, 𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛．

2. 𝑎0 = 0, 𝑎1 = 1, 𝑎𝑛+2 = 1
2𝑎𝑛+1 + 1

2𝑎𝑛．

3. 𝑎0 = 𝑎1 = 0, 𝑎2 = 1, 𝑎𝑛+3 = 1
2𝑎𝑛+2 + 1

4𝑎𝑛+1 + 1
4𝑎𝑛．

4. K 𝑎0 = 1, 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 2 × 3𝑛．

提示：考虑向量 [𝑎𝑛
3𝑛]．

5. K 𝑎0 = 0, 𝑏0 = 1, 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛, 𝑏𝑛+1 = 3𝑎𝑛 + 3𝑏𝑛．

提示：考虑向量 [𝑎𝑛
𝑏𝑛

]．

练习 5.3.7 利用谱分解说明如下事实．

[3 2
1 4

]
1024

的每个元素都大于 10700．1. [ 3 2
−5 −3

]
1024

= 𝐼2．2.

[ 5 7
−3 −4

]
1024

= − [ 5 7
−3 −4

]．3. [ 5 6.9
−3 −4

]
1024

的每个元素都小于 10−70．4.

练习 5.3.8 设有谱分解 𝐴 = 𝑋𝛬𝑋−1，求下列矩阵的谱分解．

𝐴−1．1. 𝐴T．2. [𝐴 𝑂
𝑂 2𝐴

]．3. [𝑂 𝐴
𝐴 𝑂

]．4.

练习 5.3.9 利用特征值计算下列 𝑛 阶矩阵的行列式．

∣
∣
∣
∣
∣

𝑎 𝑏 ⋯ 𝑏
𝑏 𝑎 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑏
𝑏 ⋯ 𝑏 𝑎

∣
∣
∣
∣
∣

．1.

∣
∣
∣
∣
∣

1 + 𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 ⋯ 𝑎1𝑏𝑛
𝑎2𝑏1 1 + 𝑎2𝑏2 ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 𝑎𝑛−1𝑏𝑛
𝑎𝑛𝑏1 ⋯ 𝑎𝑛𝑏𝑛−1 1 + 𝑎𝑛𝑏𝑛

∣
∣
∣
∣
∣

．2.

练习 5.3.10 证明：
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1. 𝑛 阶方阵 𝐽𝑛(𝜆0) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜆0 1
𝜆0 ⋱

⋱ 1
𝜆0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

只有一个特征值 𝜆0，其代数重数是 𝑛，几何重数是 1．

2. 分块对角矩阵 𝐴 = [𝐽𝑛1
(𝜆0) 𝑂
𝑂 𝐽𝑛2

(𝜆0)
] 只有一个特征值 𝜆0，其代数重数是 𝑛1 + 𝑛2，几何重

数是 2．

练习 5.3.11 试分析秩为 1 的方阵何时可对角化．

练习 5.3.12 设 𝐴 是实二阶方阵，且 det(𝐴) < 0，证明 𝐴 在 ℝ 上可对角化．

练习 5.3.13 证明 𝐴 = [𝐼𝑟 𝑂
𝐵 −𝐼𝑛−𝑟

] 可对角化．

练习 5.3.14 K 证明，

1. 若 𝐴2 = 𝐴，则 𝐴 可对角化．

2. 若 𝐴2 = 𝑂，且 𝐴 ≠ 𝑂，则 𝐴 不可对角化．

3. 若 𝐴2 + 𝐴 + 𝐼𝑛 = 𝑂，则 𝐴 在 ℝ 上不可对角化.

练习 5.3.15 证明或举出反例．

1. 如果 𝐴 所有的特征向量是 𝑘 [1
4
] , 𝑘 ≠ 0，则 𝐴 一定有不单的特征值．

2. 如果 𝐴 所有的特征向量是 𝑘 [1
4
] , 𝑘 ≠ 0，则 𝐴 一定不可对角化．

3. 如果 𝐴 是上三角矩阵但不是对角矩阵，则 𝐴 不可对角化．

4. 如果 𝐴 是上三角矩阵但不是对角矩阵，则存在对角矩阵 𝐷，使得 𝐴 − 𝐷 不可对角化．

5. 如果 𝐴 可以被对角矩阵对角化，则 𝐴 也是对角矩阵．

练习 5.3.16 证明定理 5.3.9 第 2 条．

练习 5.3.17 证明，对反射矩阵 𝐻𝒗 = 𝐼𝑛 −2𝒗𝒗T，其中 ‖𝒗‖ = 1，存在正交矩阵 𝑄，使得 𝑄−1𝐻𝒗𝑄 =
diag(−1, 1, ⋯ , 1)．

练习 5.3.18 (Householder 矩阵的推广) 设ℳ 是 ℝ𝑛 的子空间，对任意 𝒗 ∈ ℝ𝑛，存在唯一的分
解 𝒗 = 𝒗1 + 𝒗2，其中 𝒗1 ∈ ℳ, 𝒗2 ∈ ℳ⟂．定义 ℝ𝑛 上的变换 𝑯，使得 𝑯(𝒗1 + 𝒗2) = 𝒗1 − 𝒗2．

1. 证明 𝑯 是线性变换．

2. 设 𝐻 为该线性变换的表示矩阵，证明 𝐻2 = 𝐼𝑛．
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3. 求 𝐻 的特征值、代数重数及特征子空间．𝐻 能否被对角化？

4. K 证明，存在矩阵 𝐴，使得 𝐻 = 𝐼𝑛 − 2𝐴𝐴T．

线性变换 𝑯 保持ℳ 不变，把ℳ⟂ 中的向量映射到其负向量，因此是关于子空间ℳ 的反射变换．

练习 5.3.19 K 设 𝐴 是 𝑛 阶实方阵，满足 𝐴2 = 𝐼𝑛，证明 𝐴 在 ℝ 上可对角化，并判断 𝐴 是否是
关于某个子空间的反射变换．

练习 5.3.20 设矩阵 𝐴 的特征多项式是 𝑝𝐴(𝑥)．

1. 设 𝐴 为对角矩阵，证明 𝑝𝐴(𝐴) = 𝑂．

2. 设 𝐴 为可对角化的矩阵，证明 𝑝𝐴(𝐴) = 𝑂．

3. 设 𝐴 = [ 0 1
−1 2

]，它是否可对角化？是否满足 𝑝𝐴(𝐴) = 𝑂？

练习 5.3.21 求下列矩阵的特征值，并判断是否可以对角化．

⎡⎢⎢
⎣

10 1
10 1

10

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

10 1
10.001 1

10.002

⎤⎥⎥
⎦
．1.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
0 1

0 1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
0 1

0 1
0.001 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．2.

注意：由此可见，矩阵变化不大时，特征值和可对角化性质可能变换很大．

5.4 相似

练习 5.4.1 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 阶方阵，且满足 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴．

1. 证明，若 𝐴 有 𝑛 个不同的特征值，则 𝐵 可对角化．

2. 若 𝐴 有代数重数大于 1 的特征值，𝐵 是否一定可对角化？

练习 5.4.2 对下列矩阵 𝐴, 𝐵，求 𝑋 使得 𝐴 = 𝑋𝐵𝑋−1．

1. 𝐴 = 𝑀𝑁, 𝐵 = 𝑁𝑀，其中 𝑀, 𝑁 是方阵，且 𝑀 可逆．

2. 𝐴 = [𝑀𝑁 𝑂
𝑁 𝑂

] , 𝐵 = [𝑂 𝑂
𝑁 𝑁𝑀

]，其中 𝑀, 𝑁 不必是方阵．

3. 𝐴 = [𝑀 −𝑁
𝑁 𝑀

] , 𝐵 = [𝑀 + i𝑁 𝑂
𝑂 𝑀 − i𝑁

]，其中 𝑀, 𝑁 是方阵．

练习 5.4.3 K 给定 𝑛 阶方阵 𝐴, 𝐵 满足 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴．

1. 证明，若 𝐴 有 𝑛 个不同的特征值，则存在次数不超过 𝑛 − 1 的多项式 𝑓(𝑥)，使得 𝐵 = 𝑓(𝐴)．

2. 证明，若 𝐴 = 𝐽𝑛(𝜆)，则存在次数不超过 𝑛 − 1 的多项式 𝑓(𝑥)，使得 𝐵 = 𝑓(𝐴)．
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3. 举例说明，存在 𝐴, 𝐵 满足 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴，但不存在多项式 𝑓(𝑥)，使得 𝐵 = 𝑓(𝐴)．

练习 5.4.4 KK 证明，任意迹为 0 的方阵相似于一个对角元素全为 0 的方阵．
提示：利用数学归纳法．先取不是 𝐴 的特征向量 𝒒，并把 𝒒, 𝐴𝒒 扩充成一组基做相似

变换．

练习 5.4.5 (Jordan 链) 对任意 𝑛 阶方阵 𝐴，一组向量 𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑠，如果存在 𝜆 ∈ ℂ，使得

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝒙1 = 𝟎, (𝐴 − 𝜆𝐼)𝒙2 = 𝒙1, ⋯ , (𝐴 − 𝜆𝐼)𝒙𝑠 = 𝒙𝑠−1, 而 (𝐴 − 𝜆𝐼)𝒚 = 𝒙𝑠 无解,

就称其为 𝐴 的一个关于 𝜆 长度为 𝑠 的 Jordan 链．
显然，𝒙1 ∈ 𝒩(𝐴 − 𝜆𝐼) 是特征向量，𝒙2 ∈ 𝒩 ((𝐴 − 𝜆𝐼)2) , ⋯ , 𝒙𝑠 ∈ 𝒩 ((𝐴 − 𝜆𝐼)𝑠)，但 𝒙𝑠 ∉

ℛ(𝐴 − 𝜆𝐼)．
求证：

1. 𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑠 线性无关．

2. 令 𝑋1 = [𝒙1 ⋯ 𝒙𝑠]，则 𝐴𝑋1 = 𝑋1𝐽𝑠(𝜆)．

3. 若 𝐴 只有一个特征值 𝜆，且其几何重数为 1，则 𝐴 有一个关于 𝜆 的长度为 𝑛 的 Jordan 链
𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑛，且 𝐴 相似于 𝐽𝑛(𝜆)．

练习 5.4.6 给定 𝑚 阶方阵 𝐴1，𝑛 阶方阵 𝐴2 和 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐵．证明：

1. 如果 𝐴1 和 𝐴2 没有相同的特征值，关于 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝑋 的 Sylvester 方程 𝐴1𝑋 − 𝑋𝐴2 = 𝐵
有唯一解．

2. 如果 𝐴1 和 𝐴2 没有相同的特征值，则存在唯一的矩阵 𝑋 满足

[𝐼𝑟 𝑋
0 𝐼𝑡

] [𝐴1 𝐵
0 𝐴2

] [𝐼𝑟 𝑋
0 𝐼𝑡

]
−1

= [𝐴1 0
0 𝐴2

] .

3. 对 𝑛 阶方阵 𝐴，存在可逆矩阵 𝑋，使得

𝑋−1𝐴𝑋 =
⎡⎢⎢
⎣

𝜆1𝐼 + 𝑁1
⋱

𝜆𝑠𝐼 + 𝑁𝑠

⎤⎥⎥
⎦

,

其中 𝑁1, ⋯ , 𝑁𝑠 是严格上三角矩阵．

阅读 5.4.7 (Jordan 分解的证明)

6.1 实对称矩阵的谱分解

练习 6.1.1 求下列实对称矩阵的谱分解．
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⎡⎢⎢
⎣

2 −2 0
−2 1 −2
0 −2 0

⎤⎥⎥
⎦
；1.

⎡⎢⎢
⎣

2 2 −2
2 5 −4

−2 −4 5

⎤⎥⎥
⎦
；2.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 4 1
0 0 1 4
4 1 0 0
1 4 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；3.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．4.

练习 6.1.2 设三阶实对称矩阵 𝐴 的特征值是 0, 3, 3，
⎡⎢⎢
⎣

1
1
1

⎤⎥⎥
⎦

∈ 𝒩(𝐴),
⎡⎢⎢
⎣

−1
1
0

⎤⎥⎥
⎦

∈ 𝒩(3𝐼 − 𝐴)，求 𝐴．

练习 6.1.3 设实对称矩阵 𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 1 1 −1
1 𝑎 −1 1
1 −1 𝑎 1

−1 1 1 𝑎

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

，有一个单特征值 −3，求 𝑎 的值和 𝐴 的谱

分解．

练习 6.1.4 设三阶实对称矩阵 𝐴 的各行元素之和均为 3，𝒂1 =
⎡⎢⎢
⎣

−1
2

−1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡⎢⎢
⎣

0
−1
1

⎤⎥⎥
⎦

∈ 𝒩(𝐴)，求

𝐴 及其谱分解．

练习 6.1.5 求下列实对称矩阵 𝐴 的谱分解．

1. 𝐴 满足 𝐴3 = 𝑂．

2. 𝐴 = 𝑎1𝒙1𝒙T1 + 𝑎2𝒙2𝒙T2，其中 𝒙1, 𝒙2 是 ℝ2 的一组标准正交基，𝑎1, 𝑎2 为实数．

3. 𝐴 = [ 𝑂 𝑀
𝑀 𝑂

]，其中 𝑀 是 𝑛 阶对称矩阵，有谱分解 𝑀 = 𝑄𝛬𝑄T．

练习 6.1.6 设矩阵 𝐴 = [2 𝑏
1 0

]．计算满足下列条件的 𝑏 的取值范围．

𝐴 不可逆．1. 𝐴 可以正交对角化．2. 𝐴 不可对角化．3.

练习 6.1.7 计算下列矩阵及其特征值．哪些是对称矩阵？哪些矩阵的特征值是 ±1？由此看出正
交相似的特殊性．

[1 0
1 1

] [1 0
0 −1

] [1 1
0 1

]．1. [1 0
1 1

] [1 0
0 −1

] [ 1 0
−1 1

]．2.

[0 −1
1 0

] [1 0
0 −1

] [ 0 1
−1 0

]．3.

练习 6.1.8 证明命题 6.1.6 ．

练习 6.1.9 证明，两个实对称矩阵正交相似，当且仅当它们具有相同的特征多项式．

练习 6.1.10 设实对称矩阵 𝐴 满足 𝐴5 = 𝐼𝑛，证明 𝐴 = 𝐼𝑛．
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练习 6.1.11 K 设 𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑚 是 𝑚 个两两可交换的实对称矩阵，证明它们可以同时正交对角化．

练习 6.1.12 当 𝑛 充分大时，矩阵 𝐴 = [1 10−𝑛

0 1 + 10−𝑛] 非常接近对称矩阵．计算其谱分解，并求

两个线性无关的特征向量的夹角．

练习 6.1.13 设 𝜆1 是实对称矩阵 𝐴 的最大的特征值．证明 𝐴 的左上角元素 𝑎11 ⩽ 𝜆1．

练习 6.1.14 将如下函数表示成对称矩阵的 Rayleigh 商，并通过 Rayleigh 商求表达式的最大值
和最小值．

3𝑥2+2𝑥𝑦+3𝑦2

𝑥2+𝑦2 ．1. (𝑥+4𝑦)2

𝑥2+𝑦2 ．2.

练习 6.1.15 (非对称矩阵的 Rayleigh 商) 1. 如下对实矩阵的特征值都是实数的证明，哪里有
问题？

设 𝐴𝒙 = 𝜆𝒙，于是 𝒙T𝐴𝒙 = 𝜆𝒙T𝒙, 𝜆 = 𝒙T𝐴𝒙
𝒙T𝒙 ．由于分子、分母都是实数，特征值 𝜆 也是实

数．

2. 设 𝐴 = [0 −1
1 0

]，计算 max
𝒙≠𝟎

𝒙T𝐴𝒙
𝒙T𝒙 ．

3. 设 𝐴 = [ 2 10
−2 −2

]，计算 max
𝒙≠𝟎

𝒙T𝐴𝒙
𝒙T𝒙 ．

4. 对任意实矩阵 𝐴 与非零实向量 𝒙，证明 𝒙T𝐴𝒙
𝒙T𝒙 = 𝒙T𝐴T𝒙

𝒙T𝒙 = 𝒙T𝐵𝒙
𝒙T𝒙 ，其中 𝐵 = 𝐴+𝐴T

2 是对称
矩阵．

练习 6.1.16 设实对称矩阵 𝑆 = [ 𝑂 𝐴
𝐴T 𝑂

]．

1. 证明，𝑆𝒙 = 𝜆𝒙，当且仅当 𝒙 = [𝒚
𝒛

]，满足 𝐴𝒛 = 𝜆𝒚, 𝐴T𝒚 = 𝜆𝒛．

2. 证明，如果 𝜆 是 𝑆 的特征值，则 −𝜆 也是 𝑆 的特征值．

3. 证明，如果 𝜆 ≠ 0 是 𝑆 的特征值，则 𝜆2 是 𝐴T𝐴 的特征值，也是 𝐴𝐴T 的特征值．

4. 证明，𝐴𝐴T 和 𝐴T𝐴 的非零特征值相同，且有相同的重数．

5. 分别取 𝐴 = 𝐼2 或 𝐴 = [1
1
]，求对应 𝑆 的谱分解．

练习 6.1.17 构造一个实方阵 𝐴，满足 𝐴𝐴T = 𝐴T𝐴 但 𝐴 ≠ 𝐴T，并验证 𝐴 和 𝐴T 具有相同的特
征值和特征向量．注意，这里相同的特征向量不意味着对应的特征值相同．
注意：事实上，对实方阵 𝐴，如果 𝐴𝐴T = 𝐴T𝐴，则 𝐴 和 𝐴T 具有相同的特征值和特征

向量．

练习 6.1.18 考虑下列复对称矩阵．
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1. 设复对称矩阵 𝐴 = [ i 1
1 −i

]，计算 𝐴2，并判断 𝐴 是否可对角化．

2. 设复对称矩阵 𝐹4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

，计算 𝐹 2
4 和 𝐹4𝐹4

T
；根据 𝐹 2

4 的特征值、𝐹4 的迹和

行列式，求 𝐹4 的所有特征值．是否存在实正交矩阵 𝑄，使得 𝑄T𝐹4𝑄 是对角阵？
这里 𝐹 是一个四阶离散 Fourier 变换的表示矩阵，这类矩阵在信号处理和数值积分中有重
要应用．

练习 6.1.19 (二阶差分矩阵与二阶导数) 在微积分中，𝑓(𝑥)的二阶导数 𝑓″(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥+𝛿)+𝑓(𝑥−𝛿)−2𝑓(𝑥)
2𝛿2 ．

如果将一个区间等分，将函数 𝑓(𝑥) 在等分点处的取值列成一个向量 𝒇，则 𝒇 就是离散化的函数，
计算中可以代替 𝑓(𝑥)．而 𝑓(𝑥) 的二阶导数就可以用 1

2ℎ2 𝐷𝒇 来表示，其中 ℎ 是每个分出的小区间

的长度，而 𝐷 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 1
1 −2 1

1 −2 ⋱
⋱ ⋱ 1

1 −2 1
1 ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

，其中 “∗”处元素与函数在区间端点处满足的条件有关．

1. 求 𝐴3 =
⎡⎢⎢
⎣

2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

⎤⎥⎥
⎦
的谱分解，并将特征向量写成

⎡⎢⎢
⎣

sin 𝑑
sin 2𝑑
sin 3𝑑

⎤⎥⎥
⎦
的形式．

注意：这是离散化的正弦函数．

2. 求 𝐵4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

的谱分解，并将特征向量写成

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

cos 𝑑
cos 3𝑑
cos 5𝑑
cos 7𝑑

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

的形式．

注意：这是离散化的余弦函数．

注意， d2
d𝑥2 sin 𝑘𝑥 = −𝑘2 sin 𝑘𝑥, d2

d𝑥2 cos 𝑘𝑥 = −𝑘2 cos 𝑘𝑥．对离散化的情形，也有类似结论．这一点
将在第 7 章中得到更多讨论．在 Fourier 分析中，将函数写成正弦函数和余弦函数的和有极大的
好处；而在计算上，将向量写成离散正弦或离散余弦的线性组合，也有类似的好处．例如，图片的
JPEG 压缩就常用 𝐵8 谱分解产生的正交基来进行处理．

练习 6.1.20 考虑正方形铁丝上的热扩散问题，设四个顶点的温度组成向量 𝒕．在热量扩散时，如
果一个点的温度低于周围点温度的平均值，则该点温度升高；反之则该点温度降低．假设每经过一
个时间单位，一个点的温度变化与周围点平均温度和该点温度之差成正比，比例系数为 𝑘．

1. 写出矩阵 𝐴，使得 𝐴𝒕 表示经过一个单位时间之后四个点的温度．
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2. 令 𝐻 为 4 阶 Hadamard 矩阵（见练习 5.3.5 ），计算 𝐴𝐻．

3. 求 𝐴 的谱分解．

4. 求 lim
𝑡→∞

𝐴𝑡，它是否与 𝑘 有关？经过足够长的时间后，最终的温度分布是什么？

练习 6.1.21 采集 𝑛 个人的三项数据，例如身高、体重、收入，组成向量 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3 ∈ ℝ𝑛．令
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 为三组数据的平均值，𝒖为分量全是 1的向量．定义向量 𝒂𝑖, 𝒂𝑗 的协方差为 cov(𝒂𝑖, 𝒂𝑗) =
1
𝑛(𝒂𝑖 − 𝑥𝑖𝒖)T(𝒂𝑗 − 𝑥𝑗𝒖)．称 𝐶 = [cov(𝒂𝑖, 𝒂𝑗)]3×3

为数据的协方差矩阵．

1. 令 𝐴 = [𝒂1 𝒂2 𝒂3]，𝑈 为所有元素都是 1 的 𝑛 × 3 矩阵，求常数 𝑘，使得 𝑘𝑈𝑈T𝐴 =
[𝑥1𝒖 𝑥2𝒖 𝑥3𝒖]．

2. 用 𝐴, 𝑈 来表示 𝐶，并证明 𝐶 是对称矩阵．

3. 任取 𝒚1, 𝒚2 ∈ ℝ3，证明向量 𝐴𝒚1, 𝐴𝒚2 的协方差是 𝒚T1 𝐶𝒚2．

4. 设 𝐶 有谱分解 𝐶 = 𝑄𝛬𝑄T，考虑 [𝒂1 𝒂2 𝒂3] 𝑄 的三个列向量对应的三组数据，证明这三
组数据两两协方差为零．

协方差为零的两组数据称为不相关的数据，利用谱分解从原本相关的数据中得到不相关的数据的
线性组合，是统计学中很重要的一个方法．

6.2 正定矩阵

练习 6.2.1 判断下列矩阵是否正定．

[5 6
6 7

]．1. [−1 −2
−2 −5

]．2. [ 1 10
10 100

]．3. [ 1 10
10 101

]．4.

⎡⎢⎢
⎣

1 1 1
1 0 2
1 2 5

⎤⎥⎥
⎦
．5.

⎡⎢⎢
⎣

1 1 1
1 −1 2
1 2 5

⎤⎥⎥
⎦
．6.

练习 6.2.2 考虑实矩阵 𝑆 = [1 𝑏
𝑏 1

]．求使得下列条件成立的 𝑏 的取值范围．

𝑆 不正定但是半正定．1. 𝑆 不定．2. 𝑆 半负定．3.

练习 6.2.3 下列实矩阵中未知元素满足什么条件时，矩阵正定？半正定？

[1 𝑏
𝑏 9

]．1. [2 4
4 𝑐

]．2. [𝑐 𝑏
𝑏 𝑐

]．3.
⎡⎢⎢
⎣

𝑐 1 1
1 𝑐 1
1 1 𝑐

⎤⎥⎥
⎦
．4.

⎡⎢⎢
⎣

1 2 3
2 𝑑 4
3 4 5

⎤⎥⎥
⎦
．5.

⎡⎢⎢
⎣

𝑠 −4 −4
−4 𝑠 −4
−4 −4 𝑠

⎤⎥⎥
⎦
．6.

⎡⎢⎢
⎣

𝑡 3 0
3 𝑡 4
0 4 𝑡

⎤⎥⎥
⎦
．7.

⎡⎢⎢
⎣

𝑎 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 + 𝑐 𝑎 − 𝑐
𝑎 𝑎 − 𝑐 𝑎 + 𝑐

⎤⎥⎥
⎦
．8.
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练习 6.2.4 设 𝐴 对称正定，𝐵 是实矩阵．

1. 证明，对任意整数，𝐴𝑘 也正定．

2. 若存在正整数 𝑟，使得 𝐴𝑟𝐵 = 𝐵𝐴𝑟，证明 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴．

练习 6.2.5 对 𝑛 阶实对称矩阵 𝐴，证明，当实数 𝑡 充分大时，𝑡𝐼𝑛 + 𝐴 正定．

练习 6.2.6 对 𝑛阶实对称矩阵 𝐴，证明，存在正实数 𝑐，使得对任意 𝑛维列向量 𝒙，都有 ∣𝒙T𝐴𝒙∣ ⩽
𝑐𝒙T𝒙．

练习 6.2.7 (Hadamard 不等式) 给定对称正定矩阵 𝐴，求证：

1. 对任意 𝒚，det([ 𝐴 𝒚
𝒚T 0

]) ⩽ 0；

2. 记 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]，则 det(𝐴) ⩽ 𝑎𝑛𝑛𝐴𝑛−1，其中 𝐴𝑛−1 是 𝐴 的 𝑛 − 1 阶顺序主子式；

3. det(𝐴) ⩽ 𝑎11𝑎22 ⋯ 𝑎𝑛𝑛．

利用上述结论证明：如果实矩阵 𝑇 = [𝑡𝑖𝑗] 可逆，那么 det(𝑇 )2 ⩽
𝑛
∏
𝑖=1

(𝑡2
1𝑖 + 𝑡2

2𝑖 + ⋯ + 𝑡2
𝑛𝑖)．

注意：练习 4.2.27 用不同方法证明了相同结论．

练习 6.2.8 KK 证明 𝐴 = [ 1
𝑖+𝑗]

𝑛×𝑛
正定．

提示：法一：考虑 ∫1
0 𝑡(𝑥1 + 𝑥2𝑡 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑡𝑛−1)2 d𝑡．

法二：证明 det(𝐴) = ∏ 1⩽𝑖⩽𝑛
1⩽𝑗⩽𝑛

1
𝑖+𝑗 ∏1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛(𝑖 − 𝑗)2．

练习 6.2.9 KK 证明 Hilbert 矩阵 𝐻𝑛 = [ 1
𝑖+𝑗−1]

𝑛×𝑛
正定．

练习 6.2.10 设 𝐴, 𝐵 是实对称矩阵，如果 𝐴 − 𝐵 正定，则记作 𝐴 ≻ 𝐵．求证：

1. 𝐴 ≻ 𝐵, 𝐵 ≻ 𝐶 可以推出 𝐴 ≻ 𝐶．

2. 𝐴 ≻ 𝐵 和 𝐵 ≻ 𝐴 不可能同时成立．

3. 对任意实对称矩阵 𝐴，都存在实数 𝑘1, 𝑘2 使得 𝑘1𝐼𝑛 ≻ 𝐴 ≻ 𝑘2𝐼𝑛．

练习 6.2.11 举例说明，实对称矩阵 𝐴 的所有顺序主子式都非负，但 𝐴 并不半正定．

练习 6.2.12 证明命题 6.2.4 ．

练习 6.2.13 KK 证明，实对称矩阵半正定，当且仅当它的所有主子式都非负．
提示：法一：利用数学归纳法．
法二：考虑矩阵 𝐴 的微小变化得到的正定矩阵 𝐴 + 𝜀𝐼．

练习 6.2.14 设 𝐴 是实对称矩阵，证明，

1. 𝐴 半正定，当且仅当存在实对称矩阵 𝐵，使得 𝐴 = 𝐵2．

2. 若 𝐴 半正定，则存在唯一的半正定实对称矩阵 𝐵，使得 𝐴 = 𝐵2．
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练习 6.2.15 K 证明，若实对称矩阵对角占优，且对角元素全为正数，则该矩阵正定．

练习 6.2.16 证明或举出反例：

1. 如果 𝐴 对称正定，则 𝐴−1 正定．

2. 如果 𝐴, 𝐵 对称正定，则 𝐴 + 𝐵 正定．

3. 如果 𝐴, 𝐵 对称半正定，则 𝐴 + 𝐵 半正定．

4. 如果 𝐴, 𝐵 对称不定，则 𝐴 + 𝐵 不定．

5. 如果 𝐴 列满秩，𝐵 对称正定，则 𝐴T𝐵𝐴 正定．

6. 如果 𝑆 = 𝐴T𝐴 且 𝐴 有简化 QR 分解 𝐴 = 𝑄𝑅，则 𝑆 = 𝑅T𝑅 是 𝑆 的 Cholesky 分解．

7. 如果 𝐴, 𝐵 正定，则 𝐴𝐵 的特征值都是正数．

练习 6.2.17 证明命题 6.2.7 ．

练习 6.2.18 考虑实对称矩阵 𝑆 = [ 𝐴 𝐵
𝐵T 𝐶

]．证明 𝑆 正定当且仅当 𝐴 及其 Schur 补都正定．

练习 6.2.19 K 设 𝐴, 𝐵 是 𝑛 阶实对称矩阵，𝐴 正定．证明，存在可逆矩阵 𝑇，使得 𝑇T𝐴𝑇 和
𝑇T𝐵𝑇 同时是对角矩阵．

练习 6.2.20 KK设 𝐴, 𝐵 是 𝑛阶实对称矩阵，𝐴, 𝐵 半正定．证明，存在可逆矩阵 𝑇，使得 𝑇T𝐴𝑇
和 𝑇T𝐵𝑇 同时是对角矩阵．
提示：按 𝒩(𝐴) ∩ 𝒩(𝐵) 是否是平凡子空间分类讨论，转化为练习 6.2.19 ．

6.3 奇异值分解

练习 6.3.1 求下列矩阵的奇异值分解．

[3 4 0]．1. [1 1 0
0 1 1

]．2. [ 2 2
−1 1

]．3. [0 −1
1 0

]．4.

[1 1
3 3

]．5.
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0 0
0 0 0 2
3 0 0 0
0 0 4 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．6. [1 0
2 1

]．7.

[𝐴 𝑂
𝑂 𝑂

]，其中 𝐴 有奇异值分解 𝐴 = 𝑈𝛴𝑉 T．8.

练习 6.3.2 矩阵 𝐴 的 QR 分解 𝐴 = 𝑄𝑅，且 𝑅 有奇异值分解 𝑅 = 𝑈𝛴𝑉 T，求 𝐴 的奇异值分解．

练习 6.3.3 设 𝐴 的奇异值分解为 𝐴 = 𝑈𝛴𝑉 T，求矩阵 [𝑂 𝐴T

𝐴 𝑂
] 的谱分解．
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练习 6.3.4 设矩阵 𝐴 = [ 1 0
−1 1

]，考虑单位圆 𝐶 = {𝒗 ∈ ℝ2 ∣ ‖𝒗‖ = 1} 及其在 𝐴 对应的线性变

换 𝑨 下的像 𝐴(𝐶) = {𝐴𝒗 ∈ ℝ2 ∣ ‖𝒗‖ = 1}．

1. 设 𝒘 ∈ 𝐴(𝐶)，证明 𝒘T(𝐴𝐴T)−1𝒘 = 1．

2. 求 𝐴 的奇异值分解 𝐴 = 𝑈𝛴𝑉 T．

3. 注意 𝑉 , 𝑈 为二阶正交矩阵，对应的线性变换是旋转或反射，而 𝛴 是对角矩阵，对应伸缩变
换．从几何上看，曲线 𝑉 T(𝐶), 𝛴𝑉 T(𝐶), 𝑈𝛴𝑉 T(𝐶) 分别是什么形状？

练习 6.3.5 设矩阵 𝐴 的奇异值分解是 𝐴 = 𝑈𝛴𝑉 T．

1. 证明 𝐴𝐴T = 𝑈(𝛴𝛴T)𝑈T, 𝐴T𝐴 = 𝑉 (𝛴T𝛴)𝑉 T 分别是这两个对称矩阵的谱分解，并得到 𝐴𝐴T

和 𝐴T𝐴 的非零特征值相同．

2. 对任意 𝐴 的奇异值 𝜎 ≠ 0，设 𝒗 和 𝒘 分别是 𝐴T𝐴 和 𝐴𝐴T 的属于 𝜎2 的特征向量，证明 𝐴𝒗
和 𝐴T𝒘 分别是 𝐴𝐴T 和 𝐴T𝐴 的属于 𝜎2 的特征向量．

练习 6.3.6 (极分解) 对 𝑛 阶方阵 𝐴，存在正交矩阵 𝑄 和对称半正定矩阵 𝑆，使得 𝐴 = 𝑄𝑆．
分解式 𝐴 = 𝑄𝑆 称为 𝐴 的极分解．容易看到，𝐴 = 𝑆1𝑄1，即方阵分解为对称半正定矩阵和正

交矩阵的乘积，也存在．

练习 6.3.7 KK 证明矩阵的广义逆唯一．
提示：耐心计算．

练习 6.3.8 证明命题 6.3.7 ．

练习 6.3.9 K 证明矩阵任意特征值的绝对值不大于其最大的奇异值．

练习 6.3.10 证明或者举出反例．

1. 𝑛 阶方阵 𝐴 为正交矩阵当且仅当它有 𝑛 个奇异值，值都是 1．

2. 如果 𝑛 阶方阵有 𝑛 个奇异值，则所有奇异值的乘积等于所有特征值的乘积．

3. 假设 𝑛阶方阵 𝐴的 SVD分解为 𝐴 = 𝑈𝛴𝑉 T，而 𝐴+𝐼𝑛的 SVD分解为 𝐴+𝐼𝑛 = 𝑈(𝛴+𝐼𝑛)𝑉 T．
证明 𝐴 是对称矩阵．

4. 如果 𝑛 阶方阵 𝐴 的 𝑛 个奇异值就是它的 𝑛 个特征值，则 𝐴 是对称矩阵．

练习 6.3.11 证明命题 6.3.15 ．

练习 6.3.12 证明命题 6.3.16 ．

练习 6.3.13 (樊畿迹定理) K 对任意 𝑛 阶对称矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛，假设特征值为 𝜆1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜆𝑛，对

应特征向量为 𝒖1, ⋯ , 𝒖𝑛，则 max
𝑛 × 𝑚 矩阵 𝑄：

𝑄T𝑄=𝐼

trace(𝑄T𝐴𝑄) =
𝑚
∑
𝑖=1

𝜆𝑖，且 𝑄 = [𝒖1 ⋯ 𝒖𝑚] 时取得最大

值．
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练习 6.3.14 (低秩逼近与数据拟合) 考虑平面上的点 [0
0
] , [1

8
] , [3

8
] , [ 4

20
]．现在想找到一条直

线，使得点到直线距离的平方和最小．令 𝐴 = [0 1 3 4
0 8 8 20

]．

1. 找到函数 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐)，使得 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐) 就是每个点到直线 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 的距离的平方和．

2. 假设 𝑎, 𝑏 已知，用导数证明此时最好的 𝑐 是 − [𝑎 𝑏] [𝑥0
𝑦0

]，这里 𝑥0, 𝑦0 代表四个点的 𝑥 坐

标平均值和 𝑦 坐标平均值．
注意：这意味着欲求直线应为 𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐 = 0．

3. 对 𝐴 进行 “中心化”，即对每一行所有元素减去该行的平均值，得到 𝐵．此时对 𝐵 的列对应
的四个点来说，最佳直线为何应该经过原点？𝐴, 𝐵 对应的最佳直线为何一定平行？

4. 计算 𝐵 的最佳秩 1 逼近．

5. 计算欲求直线．

6. 思考：如果考虑的不是平面上的点，而是 𝑛 维空间中的点，问题如何处理？

练习 6.3.15 K 考虑子空间 ℳ, 𝒩，其对应的正交投影矩阵为 𝑃 , 𝑄．我们想要研究矩阵 𝐻 =
𝑃(𝑃 + 𝑄)+𝑄 + 𝑄(𝑃 + 𝑄)+𝑃．

1. 计算 (𝑃 + 𝑄)(𝑃 + 𝑄)+ 的列空间和零空间，该矩阵是否是一个正交投影矩阵？

2. 计算 (𝑃 + 𝑄)+(𝑃 + 𝑄) 的列空间和零空间，该矩阵是否是一个正交投影矩阵？和前一矩阵有
何关联？

3. 证明 𝑄(𝑃 + 𝑄)+(𝑃 + 𝑄) = 𝑄，(𝑃 + 𝑄)(𝑃 + 𝑄)+𝑄 = 𝑄．

4. 证明 𝐻 = 2𝑃(𝑃 + 𝑄)+𝑄 = 2𝑄(𝑃 + 𝑄)+𝑃．

5. 假设 𝑇 是 ℳ ∩ 𝒩 上的正交投影矩阵，证明 𝐻𝑃 = 𝐻𝑄 = 𝐻𝑇 = 𝐻．

6. 证明 𝐻𝑇 = 𝑇．

注意 𝑃𝑇 = 𝑄𝑇 = 𝑇，再利用第 1 条，可得 𝐻 = 𝐻𝑇 = 𝑇，由此即得ℳ ∩ 𝒩 的正交投影矩阵的表
达式．

7.1 线性空间

练习 7.1.1 在所有正实数构成的集合 ℝ+ 上，定义加法和数乘运算：

𝑎 ⊕ 𝑏 ∶= 𝑎𝑏, 𝑘 ⊙ 𝑎 ∶= 𝑎𝑘, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+, 𝑘 ∈ ℝ.

判断 ℝ+ 对这两个运算是否构成 ℝ 上的线性空间．



Lia
ng,

Tia
n &

Yan
g

7.1 线性空间 71

练习 7.1.2 令 𝜔 = −1+
√

3i
2 ，ℚ[𝜔] = {𝑎 + 𝑏𝜔 | 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ}．

1. 证明 ℚ[𝜔] 关于数的加法和数乘构成 ℚ 上的一个线性空间．

2. 证明子集 ℚ 和 ℳ = {𝑏𝜔 | 𝑏 ∈ ℚ} 都是 ℚ[𝜔] 的子空间．并求二者的交与和．

3. 判断 ℚ[𝜔] 是否是数域．

练习 7.1.3 把复数域 ℂ 看作有理数域 ℚ 上的线性空间，子集 ℝ 是否是子空间？

练习 7.1.4 设 ℚ[i] = {𝑎 + 𝑏i | 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ}．

1. 证明 ℚ[i] 关于数的加法和数乘构成 ℚ 上的一个线性空间．

2. 证明 ℚ[i] 是数域．

3. 把复数域 ℂ 看作有理数域 ℚ[i] 上的线性空间，子集 ℝ 是否是子空间？．

练习 7.1.5 设 𝒱 是以 0 为极限的实数序列全体：𝒱 = {{𝑎𝑛} ∣ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0}．定义加法和数乘分
别为：

{𝑎𝑛} + {𝑏𝑛} = {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛}; 𝑘{𝑎𝑛} = {𝑘𝑎𝑛}, 𝑘 ∈ ℝ.

证明 𝒱 是 ℝ 上的线性空间．

练习 7.1.6 考虑 ℝ3 中的平面 𝕊 =
⎧{
⎨{⎩

⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

∣
∣
∣
∣
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1

⎫}
⎬}⎭
．对于平面上的任意两点

⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎤⎥⎥
⎦

,
⎡⎢⎢
⎣

𝑥2
𝑦2
𝑧2

⎤⎥⎥
⎦

和实数 𝑘，定义加法和数乘分别为：

⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎤⎥⎥
⎦

⊕
⎡⎢⎢
⎣

𝑥2
𝑦2
𝑧2

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

𝑥1 + 𝑥2 − 1
𝑦1 + 𝑦2
𝑧1 + 𝑧2

⎤⎥⎥
⎦

; 𝑘 ⊗
⎡⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

𝑘𝑥 + 1 − 𝑘
𝑘𝑦
𝑘𝑧

⎤⎥⎥
⎦

, 𝑘 ∈ ℝ.

1. 证明 𝕊 是 ℝ 上线性空间．

2. 求单射 𝑓 ∶ 𝕊 → ℝ3，使得 𝑓(𝒗 ⊕ 𝒘) = 𝑓(𝒗) + 𝑓(𝒘)，且 𝑓(𝑘 ⊗ 𝒗) = 𝑘𝑓(𝒗)．

可以看到，尽管这个平面不经过原点，但不妨在平面上任取一点 “装作” 原点，则任意取法都会产
生一个线性空间，且不同取法对应不同的线性空间．

练习 7.1.7 对 𝑛 阶方阵 𝐴，令 𝑃(𝐴) = {𝑓(𝐴) | 𝑓(𝑥) ∈ 𝔽[𝑥]}．证明 𝑃(𝐴) 关于矩阵的加法和数乘
构成 𝔽 上的线性空间．

练习 7.1.8 对 𝑛 阶方阵 𝐴，令 Com(𝐴) = {𝑛 阶方阵 𝐵 | 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴}．

1. 证明，Com(𝐴) 是 𝔽𝑛×𝑛 的子空间．

2. 证明，对任意 𝐵, 𝐶 ∈ Com(𝐴)，都有 𝐵𝐶 ∈ Com(𝐴)；由此证明对任意多项式 𝑓(𝑥)，都有
𝑓(𝐴) ∈ Com(𝐴)．
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练习 7.1.9 考虑矩阵空间 𝔽𝑛×𝑛 的分别满足以下条件的矩阵 𝐴 的全体，判断是否是子空间．

𝐴 可逆．1. 𝐴 奇异．2. 𝐴2 = 0．3. 𝐴𝐴𝑇 = 𝐼．4.

ℛ(𝐴) = ℳ，其中 ℳ 是 𝔽𝑛 的给定子空间．5. 𝒩(𝐴) = ℳ，其中ℳ 是 𝔽𝑛 的给定子空间．6.

存在矩阵 𝐵, 𝐶，使得 𝐴 = [𝐶 −𝐵
𝐵 𝐶

]．7.

练习 7.1.10 考虑多项式空间 ℝ[𝑥] 的分别满足以下条件的多项式 𝑝 的全体，判断是否是子空间．

𝑝(2) = 0．1. 𝑝(2) = 1．2. 𝑝′(2) = 0．3. 𝑝 的次数是奇数．4.

𝑝 的根都是实数．5.

练习 7.1.11 设 ℳ1 = span(𝒂1, 𝒂2), ℳ2 = span(𝒃1, 𝒃2)，其中

𝒂1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−2
3
1

−3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒃1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
0

−2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒃2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
3
1

−3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

分别求 ℳ1 + ℳ2, ℳ1 ∩ ℳ2 的一组基和维数．

练习 7.1.12 设 𝔽𝑛×𝑛
0 是矩阵空间 𝔽𝑛×𝑛 中所有迹为零的矩阵构成的子集．

1. 证明 𝔽𝑛×𝑛
0 是 𝔽𝑛×𝑛 的子空间．

2. 求子空间 𝔽𝑛×𝑛
0 和 span(𝐼𝑛) 的交与和．

练习 7.1.13 考虑函数空间 𝐶(ℝ) 的如下子集：

𝒱 = {𝑓 | 𝑓″ + 3𝑓 ′ + 2𝑓 = 0}, ℳ = {𝑓 | 𝑓 ′ + 2𝑓 = 0}, 𝒩 = {𝑓 | 𝑓 ′ + 𝑓 = 0}.

1. 证明 𝒱, ℳ, 𝒩 都是 𝐶(ℝ) 的子空间，且 ℳ, 𝒩 是 𝒱 的子空间．

2. 描述 ℳ, 𝒩 中的所有元素，并证明 ℳ ∩ 𝒩 = {𝟎}．

3. 对任意 𝑓 ∈ 𝒱，证明 𝑓 ′ + 𝑓 ∈ ℳ, 𝑓 ′ + 2𝑓 ∈ 𝒩．

4. 证明 ℳ ⊕ 𝒩 = 𝒱．

5. 设 𝑓 ∈ 𝒱，且满足 𝑓(0) = 1, 𝑓 ′(0) = 2，求 𝑓．
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7.2 基和维数

练习 7.2.1 把数域 𝔽 看作自身上的线性空间，求它的一组基和维数．

练习 7.2.2 求练习 7.1.1 中线性空间 ℝ 的一组基和维数．

练习 7.2.3 在练习 7.1.2 中的线性空间 ℚ[𝜔] = {𝑎 + 𝑏𝜔 | 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ} 内，

1. 求下列向量组的秩：𝑆1 ∶ 1
2 , 3, −7，𝑆2 ∶ 1, 𝜔, 𝜔2, 𝜔3，𝑆3 ∶ 𝜔, 𝜔,

√
3．

2. 求 ℚ[𝜔] 的一组基和维数．

练习 7.2.4 判断练习 7.1.5 中线性空间的维数是否有限．

练习 7.2.5 判断 ℝ 上的线性空间 𝐶[−𝜋, 𝜋] 内的下列向量组是否线性相关，并求其秩．

cos2 𝑥, sin2 𝑥．1. cos2 𝑥, sin2 𝑥, 1．2. cos 2𝑥, sin 2𝑥．3.

1, sin𝑥, sin 2𝑥, ⋯ , sin𝑛𝑥．4. 1, sin𝑥, sin2 𝑥, ⋯ , sin𝑛 𝑥．5.

练习 7.2.6 考虑练习 7.1.8 中的线性空间 Com(𝐴)，对下列 𝐴 求 Com(𝐴) 的一组基．

⎡⎢⎢
⎣

0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎤⎥⎥
⎦
．1.

⎡⎢⎢
⎣

1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎤⎥⎥
⎦
．2.

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
⋱ ⋱

0 1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦𝑛×𝑛

．3.

diag(𝑎𝑖)，其中 𝑎𝑖各不相同．4. diag(𝑎𝑖)．5.

练习 7.2.7 给定 𝔽 中两两不等的数 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛．

1. 在线性空间 𝔽[𝑥]𝑛 中，令

𝑓𝑖(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1) ⋯ ̂(𝑥 − 𝑎𝑖) ⋯ (𝑥 − 𝑎𝑛), 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛,

其中 ̂(𝑥 − 𝑎𝑖) 表示不含该项．证明，𝑓1(𝑥), ⋯ , 𝑓𝑛(𝑥) 是 𝔽[𝑥]𝑛 的一组基．

2. 设 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛 是 𝔽 中任意 𝑛 个数，找出 𝑓(𝑥) ∈ 𝔽[𝑥]𝑛，使得 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛．

练习 7.2.8 证明，𝑛 维线性空间中任意多于 𝑛 个的向量都线性相关．

练习 7.2.9 考虑练习 7.1.7 中的线性空间 𝑃(𝐴)．

1. 判断其维数是否有限．

2. 证明存在次数不大于 𝑛2 的多项式 𝑓(𝑥) ∈ 𝔽[𝑥]，使得 𝑓(𝐴) = 𝑂．

3. 令 𝐴 = diag(1, 𝜔, 𝜔2)，其中 𝜔 = −1+
√

3i
2 ，求 𝑃(𝐴) 的维数和一组基．

练习 7.2.10 证明连续函数空间的子集 span(𝑓(𝑥) = 𝑘0 + 𝑘1 cos𝑥 + 𝑘2 cos 2𝑥 | 𝑓(0) = 0) 是一个子
空间，并求一组基．
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练习 7.2.11 给定 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 0 −1
−1 1 0
0 −1 1

⎤⎥⎥
⎦
和 ℝ3×3 上的线性变换 𝑓 ∶ 𝑋 ↦ 𝐴𝑋．分别求 𝒩(𝑓) 和

ℛ(𝑓) 的维数和一组基．

练习 7.2.12 设 ℳ1, ℳ2 是 ℝ𝑛 的两个子空间，且 ℳ1 ⊆ ℳ2．证明，如果 dimℳ1 = dimℳ2，
则 ℳ1 = ℳ2．

练习 7.2.13 设 ℳ 是 ℝ𝑛 的子空间，ℳ⟂ 是其正交补空间，证明，ℝ𝑛 = ℳ ⊕ ℳ⟂．

练习 7.2.14 证明，练习 7.1.12 中的 𝔽𝑛×𝑛 = 𝔽𝑛×𝑛
0 ⊕ span(𝐼𝑛)．

7.3 线性映射

练习 7.3.1 证明命题 7.3.4 ．

练习 7.3.2 证明命题 7.3.7 ．

练习 7.3.3 考虑 ℂ𝑛 上的变换 𝑪(𝒗) = 𝒗．

1. 𝑪 是否是一个 ℂ 上线性空间的线性变换？

2. 如果将 ℂ𝑛 看作一个 ℝ 上的线性空间，那么 𝑪 是否是一个 ℝ 上线性空间的线性变换？

练习 7.3.4 给定 𝑎 ∈ 𝔽，判断下面定义的 𝔽[𝑥] 上的变换 𝑻𝑎 是否是线性变换：

𝑻𝑎(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥 + 𝑎), ∀𝑓(𝑥) ∈ 𝔽[𝑥].

练习 7.3.5 在光滑函数空间 𝐶∞(ℝ) 上定义变换：𝑨(𝑓(𝑥)) = (𝑓 ′(𝑥))2．判断 𝑨 是否是线性变换．

练习 7.3.6 计算例 7.3.2 中线性映射的核与像集，并求二者的维数．

练习 7.3.7 K 给定 𝑚 阶方阵 𝐴1，𝑛 阶方阵 𝐴2 和 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐵．证明，如果 𝐴1 和 𝐴2 没有相
同的特征值，则

1. 对 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝑋，𝐴1𝑋 = 𝑋𝐴2 只有平凡解．

提示：利用 Hamilton-Cayley 定理．

2. 对 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝑋，𝐴1𝑋 − 𝑋𝐴2 = 𝐵 只有唯一解．

注意：练习 5.2.23 和 5.4.6 用不同方法证明了相同结论．

练习 7.3.8 定义 𝔽[𝑥] 上的变换：𝑨(𝑓(𝑥)) = 𝑥𝑓(𝑥), ∀𝑓(𝑥) ∈ 𝔽[𝑥]．

1. 证明 𝑨 是 𝔽[𝑥] 上的一个线性变换．

2. 设 𝑫 是求导算子，证明 𝑫𝑨 − 𝑨𝑫 = 𝑰．
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练习 7.3.9 令 𝒱 为全体实数数列组成的线性空间，其中元素记为 (𝑎0, 𝑎1, ⋯ )．定义其上变换

𝑫 ((𝑎0, 𝑎1, ⋯ )) = (0, 𝑎0, 𝑎1, ⋯ ), 𝑴 ((𝑎0, 𝑎1, ⋯ )) = (𝑎1, 2𝑎2, 3𝑎3, ⋯ ).

1. 证明 𝑫, 𝑴 都是线性变换．

2. 证明 𝑫𝑴 − 𝑴𝑫 = 𝑰．

3. 对于任意 𝑛 阶方阵 𝐴, 𝐵，证明 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 ≠ 𝐼𝑛．

练习 7.3.10 K 设 𝑓 是线性空间 𝒱 上的线性变换，𝒂 ∈ 𝒱．证明，如果存在正整数 𝑚，使得
𝑓𝑚−1(𝒂) ≠ 𝟎, 𝑓𝑚(𝒂) = 𝟎，则 𝒂, 𝑓(𝒂), ⋯ , 𝑓𝑚−1(𝒂) 线性无关．由此推出 dim𝒱 ⩾ 𝑚．

练习 7.3.11 证明命题 7.3.10 ．

练习 7.3.12 对线性空间 ℂ𝑛×𝑛，考虑例 7.3.2 中的 𝑳𝐴 和 𝑹𝐴，其中 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛．

1. 证明 𝑳𝐴𝑹𝐴 = 𝑹𝐴𝑳𝐴，并指出这是矩阵乘法的何种性质．

2. 证明 𝑳𝐴 的特征值必是 𝐴 的特征值．

3. 求 ℂ𝑛×𝑛 上可逆线性变换 𝑻，使得 𝑳𝐴 = 𝑻 𝑹𝐴𝑻 −1．

练习 7.3.13 设线性空间 𝒱 有直和分解：𝒱 = ℳ1 ⊕ ℳ2．任取 𝒂 ∈ 𝒱，都有唯一的分解式：
𝒂 = 𝒂1 + 𝒂2，其中 𝒂1 ∈ ℳ1, 𝒂2 ∈ ℳ2．定义 𝒱 上的变换：

𝑷ℳ1
(𝒂) = 𝒂1, 𝑷ℳ2

(𝒂) = 𝒂2.

1. 证明，𝑷ℳ1
, 𝑷ℳ2

都是 𝒱 上的线性变换．称 𝑷ℳ1
为沿 ℳ1 向 ℳ2 的投影变换．

2. 证明，𝒩(𝑷ℳ1
) = ℳ2, ℛ(𝑷ℳ1

) = ℳ1．

3. 证明，𝑷 2
ℳ1

= 𝑷ℳ1
, 𝑷ℳ1

+ 𝑷ℳ2
= 𝑰, 𝑷ℳ1

𝑷ℳ2
= 𝑶．

4. 分别求 𝑷ℳ1
, 𝑷ℳ2

的特征值和特征子空间．

练习 7.3.14 考虑例 7.3.11 中的线性变换 𝔽𝑛×𝑛 上的线性变换 𝑺，试问它是否是投影变换．

练习 7.3.15 考虑练习 7.1.1 中的实线性空间 ℝ+，给定 𝑎 > 0，判断映射

log𝑎 ∶ ℝ+ → ℝ,
𝑥 ↦ log𝑎 𝑥,

是否是线性映射．如果是，进一步分析当 𝑎 取何值时，该映射是同构．

练习 7.3.16 任取 2 阶实方阵 𝐴，满足 𝐴2 = −𝐼2．证明 𝑓 ∶ ℂ → ℝ2×2, 𝑓(𝑎 + 𝑏𝑖) = 𝑎 + 𝑏𝐴 是这两
个线性空间的同构．请举出至少两种可能的 𝐴．

练习 7.3.17 证明矩阵空间 𝔽𝑚×𝑛 与 𝔽𝑚𝑛 同构．

练习 7.3.18 证明多项式空间 𝔽[𝑥]𝑛 与 𝔽𝑛 同构．

练习 7.3.19 证明练习 7.1.2 中的线性空间 ℚ[𝜔] 与练习 7.1.4 中的线性空间 ℚ[i] 同构．
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7.4 向量的坐标表示

练习 7.4.1 证明命题 7.4.1 ．

练习 7.4.2 求 𝔽4 中由基 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3, 𝒆4 到基 𝒕1, 𝒕2, 𝒕3, 𝒕4 的过渡矩阵，并分别求向量 𝒂 在两组基
下的坐标．

1. 𝒆1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒆2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒆3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒆4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；

𝒕1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
1

−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒕2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
3
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒕3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

5
3
2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒕4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

6
6
1
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

; 𝒂 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

2. 𝒆1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2

−1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒆2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
−1
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒆3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒆4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
−1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

；

𝒕1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒕2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
2
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒕3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−2
1
1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝒕4 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
3
1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

; 𝒂 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．

练习 7.4.3 考虑函数空间的子空间 span(sin2 𝑥, cos2 𝑥)．

1. 证明 sin2 𝑥, cos2 𝑥 和 1, cos 2𝑥 分别是子空间的一组基．

2. 分别求从 sin2 𝑥, cos2 𝑥 到 1, cos 2𝑥，和从 1, cos 2𝑥 到 sin2 𝑥, cos2 𝑥 的过渡矩阵．

3. 分别求 1 和 sin2 𝑥 在两组基下的坐标．

练习 7.4.4 考虑多项式空间 ℝ[𝑥]4．

1. 求如下这三组基之间的过渡矩阵：

1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3; 1, 𝑥 + 1, (𝑥 + 1)2, (𝑥 + 1)3; 1, 𝑥 + 2, (𝑥 + 2)2, (𝑥 + 2)3.

2. 求多项式 𝑝(𝑥) = 𝑥3 + 6𝑥2 + 12𝑥 + 8 在上述三组基下的坐标．

3. 设多项式 𝑞(𝑥) 在基 1, 𝑥 + 1, (𝑥 + 1)2, (𝑥 + 1)3 下的坐标为

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

4
3
2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

．求 𝑞(1), 𝑞(0), 𝑞′(0)．
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练习 7.4.5 考虑多项式空间 ℝ[𝑥]4中的的一组基 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4，其中每个多项式 𝑝𝑛满足 𝑝𝑛(cos 𝜃) =
cos(𝑛𝜃)．求这组基和基 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3 之间的过渡矩阵．

这样的多项式叫 Chebyshev 多项式，有很多特殊性质，参见例 8.1.11 ．

练习 7.4.6 考虑练习 7.2.7 中的线性空间 𝔽[𝑥]𝑛，考虑 𝑛 = 3 的情形．

1. 给定 𝔽 中两两不等的数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3，求由基 1, 𝑥, 𝑥2 到基 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥) 的过渡矩阵．

2. 考虑练习 7.2.7 中的 𝑓(𝑥)，给定 𝔽 中任意三个数 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3，求 𝑓(𝑥) 在两组基下的坐标．

练习 7.4.7 矩阵空间 𝔽2×2 有两组基 𝒆1 = [1 0
0 0

] , 𝒆2 = [0 1
0 0

] , 𝒆3 = [0 0
1 0

] , 𝒆4 = [0 0
0 1

]，和

𝒕1 = [1 0
0 1

] , 𝒕2 = [1 0
0 −1

] , 𝒕3 = [0 1
0 0

] , 𝒕4 = [0 0
1 0

]．求从基 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3, 𝒆4 到基 𝒕1, 𝒕2, 𝒕3, 𝒕4 的

过渡矩阵．

练习 7.4.8 设 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3, 𝒆4 是线性空间 𝒱 的一组基，求下列向量组的一个极大线性无关部分组：

𝒕1 = 𝒆1 + 𝒆2 + 𝒆3 + 3𝒆4, 𝒕2 = −𝒆1 − 3𝒆2 + 5𝒆3 + 𝒆4,
𝒕3 = 3𝒆1 + 2𝒆2 − 𝒆3 + 4𝒆4,𝒕4 = −2𝒆1 − 6𝒆2 + 10𝒆3 + 2𝒆4.

练习 7.4.9 设 𝒆1, 𝒆2, ⋯ , 𝒆𝑛 是线性空间 𝒱 的一组基．

1. 判断 𝒕1 = 𝒆1, 𝒕2 = 𝒆1 + 𝒆2, ⋯ , 𝒕𝑛 = 𝒆1 + 𝒆2 + ⋯ + 𝒆𝑛 是否也是 𝒱 的一组基．

2. 判断 𝒕1 = 𝒆1 + 𝒆2, 𝒕2 = 𝒆2 + 𝒆3, ⋯ , 𝒕𝑛 = 𝒆𝑛 + 𝒆1 是否也是 𝒱 的一组基．

练习 7.4.10 设 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛 是 𝔽 中两两不等的数，𝒆1, 𝒆2, ⋯ , 𝒆𝑛 是线性空间 𝒱 的一组基，令 𝒕𝑖 =
𝒆1 + 𝑎𝑖𝒆2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1

𝑖 𝒆𝑛, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛．证明 𝒕1, 𝒕2, ⋯ , 𝒕𝑛 也是 𝒱 的一组基．

练习 7.4.11 设 (I): 𝒆1, ⋯ , 𝒆𝑛 、(II): 𝒕1, ⋯ , 𝒕𝑛 和 (III): 𝒔1, ⋯ , 𝒔𝑛 是线性空间 𝒱 的三组基，如果从
(I) 到 (II) 的过渡矩阵是 𝑃，从 (II) 到 (III) 的过渡矩阵是 𝑄，证明，

1. 从 (II) 到 (I) 的过渡矩阵是 𝑃 −1．

2. 从 (I) 到 (III) 的过渡矩阵是 𝑃𝑄．

7.5 线性映射的矩阵表示

练习 7.5.1 设 𝑨 是 𝔽3 上的一个线性变换：

𝑨
⎡⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢
⎣

𝑥1 + 2𝑥2
𝑥3 − 𝑥2
𝑥2 − 𝑥3

⎤⎥⎥
⎦

.

求 𝑨 在标准基下的矩阵，并分别求 𝒩(𝑨) 和 ℛ(𝑨) 的一组基和维数．



Lia
ng,

Tia
n &

Yan
g

78

练习 7.5.2 设 𝒱 = span(𝑓1, 𝑓2) 是函数空间的子空间，其中 𝑓1 = e𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥, 𝑓2 = e𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥．证明
求导算子 𝑫 是 𝒱 上的线性变换，并求其在基 𝑓1, 𝑓2 下的矩阵．

练习 7.5.3 设 𝔽2×2 上的线性变换 𝑳𝐴 ∶ 𝑋 ↦ 𝐴𝑋，其中 𝐴 = [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]．求 𝑳𝐴 在基 𝐸11，𝐸12，

𝐸21，𝐸22 下的矩阵．

练习 7.5.4 设 𝒱 是所有 2 阶对称矩阵构成的线性空间，𝑓 是其上的线性变换：𝑓(𝑋) = 𝐴T𝑋𝐴，

其中 𝐴 = [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]．求 𝑓 在基 𝐸11, 𝐸22, 𝐸12 + 𝐸21 下的矩阵．

练习 7.5.5 设 𝑨 是数域 𝔽 上的 𝑛 维线性空间 𝒱 上的一个线性变换，证明，存在 𝔽[𝑥] 中一个次
数不超过 𝑛2 的多项式 𝑓(𝑥)，使得 𝑓(𝑨) = 𝑶．

练习 7.5.6 证明命题 7.5.5 ．

练习 7.5.7 设 𝒱 是数域 𝔽 上的 𝑛 维线性空间，𝔽 可以看作自身上的线性空间，而 𝒱 到 𝔽 的线
性映射称为 𝒱 上的线性函数．令 𝒱∗ = Hom(𝒱, 𝔽)，称为 𝒱 的对偶空间．证明，𝒱∗ 和 𝒱 同构．

练习 7.5.8 求导算子𝑫定义了多项式空间 𝔽[𝑥]𝑛上的线性变换，给定 𝔽[𝑥]𝑛的两组基 1, 𝑥, ⋯ , 𝑥𝑛−1

和 1, 𝑥, ⋯ , 1
(𝑛−1)!𝑥𝑛−1．

1. 求两组基之间的过渡矩阵．

2. 求 𝑫 在两组基下的矩阵．

3. 通过过渡矩阵验证两个表示矩阵是相似的．

4. 是否存在一组基，使得 𝑫 在该组基下的矩阵是对角矩阵？

练习 7.5.9 设 𝒱是 𝑛维线性空间，𝑓 是其上的线性变换，又设存在向量 𝒂 ∈ 𝒱，使得 𝑓𝑛−1(𝒂) ≠ 𝟎，
且 𝑓𝑛(𝒂) = 𝟎．证明，𝒱 存在一组基，使得 𝑓 在该组基下的矩阵是

𝐽𝑛 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
⋱ ⋱

0 1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

练习 7.5.10 考虑练习 7.5.9 中的方阵 𝐽𝑛，判断 𝐽𝑛 与 𝐽T𝑛 是否相似．

练习 7.5.11 已知 𝔽3 上的线性变换 𝑓 在标准基 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 下的矩阵是 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6

⎤⎥⎥
⎦
．设

𝒕1 =
⎡⎢⎢
⎣

2
3
1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒕2 =
⎡⎢⎢
⎣

3
4
1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒕3 =
⎡⎢⎢
⎣

1
2
2

⎤⎥⎥
⎦
是 𝔽3 的另一组基，求 𝑓 在这组基下的矩阵．

练习 7.5.12 证明命题 7.5.12 ．
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练习 7.5.13 证明命题 7.5.13 ．

练习 7.5.14 设 3 维线性空间 𝒱 有一组基 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3，其上的线性变换 𝑓 在该组基下的矩阵是

𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

2 3 2
1 8 2

−2 −14 −3

⎤⎥⎥
⎦

.

1. 求 𝑓 的全部特征值和特征向量．

2. 判断是否存在一组基，使得 𝑓 在该组基下的表示矩阵是对角矩阵．如果存在，写出这组基及
对应的对角矩阵．

练习 7.5.15 设 4 维线性空间 𝒱 有一组基 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3, 𝒆4，其上的线性变换 𝑓 在该组基下的矩阵是

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

1. 求 𝑓 的全部特征值和特征向量．

2. 判断是否存在一组基，使得 𝑓 在该组基下的表示矩阵是对角矩阵．如果存在，写出这组基及
对应的对角矩阵．

练习 7.5.16 设 𝐵 = [−1 −1
2 1

]，在 𝔽2×2 中定义如下变换：

𝑓(𝑋) = 𝐵−1𝑋𝐵, ∀𝑋 ∈ 𝔽2×2.

1. 证明 𝑓 是线性变换．

2. 求 𝑓 的全部特征值和特征向量．

阅读 7.5.17 (矩阵函数)

8.1 欧氏空间

练习 8.1.1 在 ℝ2 中，对任意 𝒂 = [𝑎1
𝑎2

] , 𝒃 = [𝑏1
𝑏2

]，定义二元函数

𝑓(𝒂, 𝒃) = 𝑎1𝑏1 − 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 2𝑎2𝑏2.

判断 𝑓(𝒂, 𝒃) 是否是 ℝ2 上的一个内积．

练习 8.1.2 证明，ℝ𝑛 上的二元函数 𝒃T𝐴𝒂 定义了一个内积，当且仅当 𝐴 是对称正定矩阵．

练习 8.1.3 证明，矩阵空间 ℝ𝑚×𝑛 关于如下二元函数构成欧氏空间：⟨𝐴, 𝐵⟩ = trace(𝐵T𝐴)．
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练习 8.1.4 证明正交向量组线性无关．

练习 8.1.5 设 3 维欧氏空间 𝒱 的一组基是 𝒂1, 𝒂2, 𝒂3，它的度量矩阵是
⎡⎢⎢
⎣

1 0 1
0 10 −2
1 −2 2

⎤⎥⎥
⎦
．求 𝒱 的

一组标准正交基．

练习 8.1.6 设 𝒒1, 𝒒2, 𝒒3 是 3 维欧氏空间 𝒱 的一组标准正交基，令

𝒃1 = 1
3(2𝒒1 − 𝒒2 + 2𝒒3), 𝒃2 = 1

3(2𝒒1 + 2𝒒2 − 𝒒3), 𝒃3 = 1
3(𝒒1 − 2𝒒2 − 2𝒒3).

证明，𝒃1, 𝒃2, 𝒃3 也是 𝒱 的一组标准正交基．

练习 8.1.7 设 𝒒1, 𝒒2, 𝒒3, 𝒒4, 𝒒5 是 5 维欧氏空间 𝒱 的一组标准正交基，令

𝒂1 = 𝒒1 + 𝒒5, 𝒂2 = 𝒒1 − 𝒒2 + 𝒒4, 𝒂3 = 2𝒒1 + 𝒒2 + 𝒒3.

求 span(𝒂1, 𝒂2, 𝒂3) 的一组标准正交基．

练习 8.1.8 计算例 8.1.11 中 Lengendre 多项式作为多项式空间中向量的范数，并说明该向量组
不是正交单位向量组．

练习 8.1.9 设 𝑓 是 𝑛 维欧氏空间 𝒱 内的线性函数，证明，存在唯一的固定向量 𝒃 ∈ 𝒱，使得对
任意 𝒂 ∈ 𝒱，都有 𝑓(𝒂) = ⟨𝒂, 𝒃⟩．

练习 8.1.10 证明命题 8.1.15 ．

练习 8.1.11 证明命题 8.1.17 第 2–3 条．

练习 8.1.12 考虑欧氏空间 𝐶[−1, 1] 及其内积 ⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫1
−1 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥．证明奇函数组成的子空

间和偶函数组成的子空间互为正交补．

练习 8.1.13 对欧氏空间 𝒱 的子空间 𝒲，定义包含映射 𝑱 ∶ 𝒲 → 𝒱, 𝑱𝒗 = 𝒗．证明 𝑱𝑱∗ 是到 𝒲
的正交投影．

练习 8.1.14 设ℳ 是 𝑛 维欧氏空间 𝒱 的子空间，在ℳ 中取一组标准正交基 𝒒1, ⋯ , 𝒒𝑟．证明，𝒱
中任意向量 𝒂 在 ℳ 上的正交投影 𝒂1 =

𝑟
∑
𝑖=1

⟨𝒂, 𝒒𝑖⟩𝒒𝑖．

练习 8.1.15 设 ℳ 是 𝑛 维欧氏空间 𝒱 的子空间，𝑷ℳ 是 𝒱 到 ℳ 上的正交投影．证明，

⟨𝑷ℳ(𝒂), 𝒃⟩ = ⟨𝒂, 𝑷ℳ(𝒃)⟩, ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝒱.

阅读 8.1.16 (无限维欧氏空间中的正交投影)

8.2 欧氏空间上的线性映射

练习 8.2.1 (线性变换的范数) K 类似于定义 6.3.6 ，欧氏空间 𝒱 上向量的范数可以自然地诱导
出 𝒱 上线性变换的范数，即 sup

𝒙≠𝟎

‖𝑓(𝒙)‖
‖𝒙‖ 称为 𝑓 的范数，记为 ‖𝑓‖．注意 ‖𝑓‖ = +∞ 有可能成立．

对练习 7.3.8 中的线性变换 𝑫 和 𝑨，证明 ‖𝑫‖‖𝑨‖ ⩾ 1
2．

这是量子力学中 Heisenberg 不确定性原理的一个简化模型．
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练习 8.2.2 证明伴随映射的基本结论：

若 𝑔 = 𝑓∗，则 𝑓 = 𝑔∗．1. (𝑔 ∘ 𝑓)∗ = 𝑓∗ ∘ 𝑔∗．2.

练习 8.2.3 给定对称矩阵 𝐴 =
⎡⎢⎢
⎣

1 1 1
1 2 3
1 3 4

⎤⎥⎥
⎦
，它在标准欧氏空间 ℝ𝑛 上定义的线性变换 𝑨 是一个

对称变换．给 ℝ𝑛 找一组基，使得 𝑨 在新的基下的矩阵不再是对称矩阵．这是否意味着 𝑨 不再是
对称变换了？

练习 8.2.4 给定多项式空间 ℝ[𝑥] 及其内积 ⟨𝑝, 𝑞⟩ = ∫1
0 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)𝑑𝑥，考虑其上线性变换 𝑴，满足

(𝑴𝑝)(𝑥) = 𝑥𝑝(𝑥)．证明 𝑴 是对称变换，但没有特征值和特征向量．

练习 8.2.5 K 考虑例 8.2.9 第 3 条中的子空间 𝒱𝑎,𝑏 上和其上对称变换 𝑫2．这个对称变换对应的
Rayleigh 商 ⟨𝑓,𝑫2𝑓⟩

⟨𝑓,𝑓⟩ 对非零的 𝑓，取值最大是多少？此时 𝑓 是什么函数？

练习 8.2.6 证明命题 8.2.14 .

练习 8.2.7 证明命题 8.2.15 ．

练习 8.2.8 回忆阅读 3.2.3 和 3.1.23 中的小波基和 Hadamard 矩阵 𝐴 = 1
2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

，

它是正交矩阵．求其正交相似标准形．

练习 8.2.9 求正交矩阵 1
3

⎡⎢⎢
⎣

2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2

⎤⎥⎥
⎦
的正交相似标准形．

练习 8.2.10 设 𝒒 是 𝑛 维欧氏空间 𝒱 中的单位向量，𝑷 是 ℳ 向 span(𝒒) 上的正交投影．令
𝑸 = 𝑰 − 2𝑷 是 𝒱 上的线性变换．求证：

1. 𝑷 (𝒂) = ⟨𝒂, 𝒒⟩𝒒．

2. 𝑸 是正交变换，且其正交相似标准形是 diag(−1, 1, ⋯ , 1)．称 𝑸 为关于超平面 span(𝒒)⟂ 的反
射．

练习 8.2.11 设 𝑸 是 𝑛 维欧氏空间 𝒱 上的正交变换，𝜆0 = 1 是一个特征值，对应的特征子空间
𝒩 𝑰 − 𝑸 的维数是 𝑛 − 1．证明，𝑸 是反射．

练习 8.2.12 欧氏空间 𝒱 上的线性变换 𝑓，如果满足 𝑓𝑓∗ = 𝑓∗𝑓，则称 𝑓 是一个正规变换．验证
对称变换和正交变换都是正规变换．
实矩阵 𝐴，如果满足 𝐴𝐴T = 𝐴T𝐴，则称 𝐴 是一个正规矩阵．验证对称、反对称、正交矩阵都

是正规矩阵．
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8.3 酉空间

练习 8.3.1 在 ℂ[𝑥]𝑛 中定义二元函数 ⟨𝑓, 𝑔⟩ =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑓(𝑘)𝑔(𝑘)．

1. 证明，它定义了 ℂ[𝑥]𝑛 上的一个内积．

2. 当 𝑛 = 3 时，求它的一组标准正交基．

练习 8.3.2 在具有标准内积的酉空间 ℂ3 中，设 𝒂1 =
⎡⎢⎢
⎣

1
−1
1

⎤⎥⎥
⎦

, 𝒂2 =
⎡⎢⎢
⎣

1
0
i

⎤⎥⎥
⎦
，求与之线性等价的一个

正交向量组．

练习 8.3.3 证明命题 8.3.9 ．

练习 8.3.4 证明命题 8.3.10 ．

练习 8.3.5 利用 Schur 分解证明命题 8.3.13 ．

练习 8.3.6 证明，酉矩阵的行列式的绝对值为 1；酉矩阵的特征值的绝对值为 1．

练习 8.3.7 设 𝑓 是酉空间 𝒱 上的 Hermite 变换，证明，对任意 𝒂 ∈ 𝒱，⟨𝑓(𝒂), 𝒂⟩ 都是实数．

练习 8.3.8 如果矩阵的共轭转置等于其自身的负矩阵，那么该矩阵称为反 Hermite 矩阵或斜
Hermite 矩阵．证明，反 Hermite 矩阵是正规矩阵，且其特征值都是纯虚数．

练习 8.3.9 如果一个 Hermite 矩阵的特征值都是正实数，则称其为正定 Hermite 矩阵．证明，二
元函数 𝒃T𝐴𝒂 定义了 ℂ𝑛 上的一个内积，当且仅当 𝐴 是正定 Hermite 矩阵．

练习 8.3.10 利用酉矩阵的酉相似标准形证明定理 8.2.18 ．

练习 8.3.11 判断以下矩阵是否是酉矩阵、Hermitian 矩阵、反 Hermitian 矩阵、正规矩阵，再计
算谱分解．

[ 0 1 − i
𝑖 + 1 1

]．1. [ 2 1 + i
i− 1 3

]．2. 1√
3 [ 1 1 − i

1 + i −1
]．3.

⎡⎢⎢
⎣

0 i 0
0 0 i
i 0 0

⎤⎥⎥
⎦
．4. 𝐴 = [ i 1 i

1 i 1
]，考虑 𝐴H𝐴 和 𝐴𝐴H．5.

练习 8.3.12 证明或举出反例．

1. 既是 Hermitian 矩阵又是酉矩阵的矩阵是对角阵．

2. 如果 𝐻 是 Hermitian 矩阵，则 i𝐻 是反 Hermitian 矩阵．

3. 如果 𝐴 是 𝑛 阶实方阵，则 𝐴 + i𝐼𝑛 可逆．

4. 如果 𝐴 是 𝑛 阶酉矩阵，则 𝐴 + i𝐼𝑛 可逆．
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5. Hermitian 矩阵的行列式是实数．

6. 反 Hermitian 矩阵的行列式是纯虚数．

练习 8.3.13 给定 𝑛 阶实方阵 𝐴, 𝐵，我们考虑复矩阵 𝐴 + i𝐵 和实矩阵 [𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

] 的关系．

1. 证明 𝐴 + i𝐵 是 Hermitian 矩阵当且仅当 [𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

] 是实对称矩阵．

2. 证明 𝐴 + i𝐵 是酉矩阵当且仅当 [𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

] 是正交矩阵．

3. 证明对 𝑛 维实向量 𝒗, 𝒘 和实数 𝑎, 𝑏，我们有 (𝐴 + i𝐵)(𝒗 + i𝒘) = (𝒗 + i𝒘)(𝑎 + i𝑏) 当且仅当

[𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

] [𝒗
𝒘

] = [𝒗
𝒘

] [𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]．

4. 证明 (𝐴1 + i𝐵1)(𝐴2 + i𝐵2) = 𝐴3 + i𝐵3 当且仅当 [𝐴1 −𝐵1
𝐵1 𝐴1

] [𝐴2 −𝐵2
𝐵2 𝐴2

] = [𝐴3 −𝐵3
𝐵3 𝐴3

]，

其中 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 是 𝑛 阶实方阵．

5. trace(𝐴 + i𝐵) 和 trace([𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

]) 有何关系？det(𝐴 + i𝐵) 和 det([𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

]) 如何？

6. 求可逆矩阵 𝐶 使得矩阵 [𝐴 + i𝐵 𝑂
𝑂 𝐴 − i𝐵

] = 𝐶 [𝐴 −𝐵
𝐵 𝐴

] 𝐶−1．

注意：因此两矩阵相似．

练习 8.3.14 考虑酉矩阵 𝑈 = [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]，其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℂ．

1. 证明存在 𝜙 ∈ ℝ 使得 𝑐 = −ei𝜙𝑏, 𝑑 = ei𝜙𝑎．计算 det(𝑈)，将结果用 𝜙 表示．

2. 由 |𝑎|2 + |𝑏|2 = 1 可设 |𝑎| = cos 𝜃, |𝑏| = sin 𝜃，其中 𝜃 ∈ ℝ．求 𝜙1, 𝜙2 ∈ ℝ 满足 𝑈 =

ei𝜙2 [ ei𝜙1 cos 𝜃 ei𝜙2 sin 𝜃
−e−i𝜙2 sin 𝜃 e−i𝜙1 cos 𝜃

]．

注意：这说明一个 2 阶酉矩阵被四个实系数 𝜙, 𝜙1, 𝜙2, 𝜃 决定．

3. 求 𝜓1, 𝜓2 ∈ ℝ，使得 𝑈 = ei𝜙2 𝐷1𝑅𝜃𝐷2，其中 𝑅𝜃 是旋转矩阵 [ cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

]，而 𝐷𝑗 =

[e
i𝜓𝑗 0
0 e−i𝜓𝑗

]．

注意：这也说明一个 2 阶酉矩阵被四个实系数 𝜙, 𝜓1, 𝜓2, 𝜃 决定．

练习 8.3.15 设 𝑛 阶酉矩阵 𝐴 满足 𝐴 = 𝐴T（𝐴 未必是 Hermitian 矩阵）．

1. 证明 𝐴 = 𝐴−1 是 𝐴 的逆矩阵．
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2. 证明 𝐴 的每个特征值都有实特征向量．

3. 证明存在对角阵 𝐷 和（实）正交矩阵 𝑃，使得 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃 −1．

注意 1√𝑛𝐹𝑛 就满足条件，其中 𝐹𝑛 是 𝑛 阶 Fourier 矩阵．

练习 8.3.16 K 对任意 𝑛 阶酉矩阵 𝑈，证明存在对角阵 𝐷、酉矩阵 𝑃1 和（实）正交矩阵 𝑃2，使
得 𝑈 = 𝑃1𝐷𝑃T

2．比较和 SVD 的异同．

练习 8.3.17 给定 𝑛 阶 Fourier 矩阵 𝐹𝑛，计算 det(𝐹𝑛) 和 𝐹 2
𝑛．

练习 8.3.18 证明命题 8.3.18 ．

练习 8.3.19 证明定理 8.3.20 ．

练习 8.3.20 对任意复数 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛，形如

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑐0 𝑐1 ⋯ 𝑐𝑛−2 𝑐𝑛−1
𝑐𝑛−1 𝑐0 𝑐1 𝑐𝑛−2

⋮ 𝑐𝑛−1 𝑐0 ⋱ ⋮
𝑐2 ⋱ ⋱ 𝑐1
𝑐1 𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛−1 𝑐0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

的方阵称为循环矩阵．

1. 证明，对任意 𝑛 阶循环矩阵 𝐶，𝐹 −1
𝑛 𝐶𝐹𝑛 是对角矩阵，其中 𝐹𝑛 是 𝑛 阶 Fourier 矩阵．

2. 设计一个计算 𝐶𝑥，其中 𝐶 为循环矩阵的快速算法．

3. 设计一个求解 𝐶𝑥 = 𝑏，其中 𝐶 为循环矩阵的快速算法．

阅读 8.3.21 (Toeplitz 矩阵)

阅读 8.3.22 (实 Schur 分解)
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