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温故知新之：常微分方程与差分方程 
1. 常系数线性常微分方程 

 Newton 的微积分基本定理与最简单的常微分方程： 

                                  ( )d x x f t
dt

′= =  

这样的 ( )x t 是函数 ( )f t 的原函数，根据 Newton 微积分基本定理， 

                              
0

( ) (0) ( )
t

x t x f s ds= + ∫  

 常系数线性齐次一阶常微分方程： 

                                  
d x x ax
dt

′= =  

利用分离变量法可以得到这个微分方程的通解： 

                                  ( ) (0)atx t e x=  

 常系数线性非齐次一阶常微分方程： 

                               ( )d x x ax b t
dt

′= = +  

利用常数变易法，即令 

                                  ( ) ( )atx t e y t=  

得到 

                  ( ) ( )at at at aty x e ae x axe b t ae x b t− − − −′ ′= − = + − = ， 

                                  (0) (0)y x= ， 

所以 

                   
0 0

( ) (0) ( ) (0) ( )
t t

y t y b s ds x b s ds= + = +∫ ∫ ， 

                            
0

( ) (0) ( )
tat atx t e x e b s ds= + ∫  

 常系数线性齐次高阶常微分方程、特征多项式与基础解系： 

                      ( ) ( 1)
1 1 0n n

n nx a x a x a x−
− ′+ + + + ="  

记 

                       1
1 1( ) n n

n nP a a a−
−= + + + +, , , " ,   

为一个以,为未定元的多项式，其中,是一种操作，
k, 表示连续实施 k 次,的操作，因此上

述多项式是一种操作。比如，当,为常数λ时，我们把,理解为“用常数λ乘以”，于是 ( )[1]P λ

表示对 1 实施 ( )P λ 的操作，这样就得到通常的
1

1 1
n n

n na a aλ λ λ−
−+ + + +" ；当,为 d

dt
时，
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我们把,理解为 “关于变量 t 求导”，于是上述微分方程就写成 [ ] 0dP x
dt

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。  

由于 ( )t td e e
dt

λ λλ= ，所以 

                         [ ] ( )t tdP e P e
dt

λ λλ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

简而言之，指数函数
teλ
是线性微分算子

dP
dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的一个特征向量，对应特征值为 ( )P λ 。我

们称多项式 ( )P λ 为上述微分方程的特征多项式：如果 λ 是特征多项式 ( )P λ 的根（即

( ) 0P λ = ，称为上述微分方程的特征根），则
teλ
是上述微分方程的解。 

如果 1, , kλ λ" 是两两不同的特征根，则 1 , , ktte eλλ … 是上述微分方程的线性无关解： 

若 1
1 0ktt

kC e C eλλ + + =" ，则对这个恒等式两边依次求关于 t 的直到 1k − 阶的导数，就得到 

    

11 2

21 2

1 2

1 1

2 1 2 21 2

1 1 11 1 1
1 21 2

1 1 1

0

k

k

kk

t tt t

t tt t
kk

k k k ttt tk k k
k k kk

C e Ce e e
C e Ce e e

C e Ce e e

λ λλ λ

λ λλ λ

λλλ λ

λ λ λλ λ λ

λ λ λλ λ λ − − −− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

""
""

# # # % # ## # % #
""

， 

不难知道 

                      
1 2

1
1 1 1

1 2

1 1 1

det ( ) 0k
i j

j i k
k k k

k

λ λ λ
λ λ

λ λ λ
≤ < ≤

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ = − ≠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

"
"

# # % #
"

 

所以必然有 1 0kC C= = =" 。 

注意到 

            

( )

0

( ) ( )

k k
k t t t

k k

k k
t j k j t

k
j

d d d d dP t e P e P e
dt dt d d dt

kd P e P t e
d

λ λ λ

λ λ

λ λ

λ λ
λλ

−

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
⎛ ⎞⎡ ⎤= = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∑
 

所以，当λ是特征多项式 ( )P λ 的m 重根时，即 

                     
( 1)( ) ( ) ( ) 0mP P Pλ λ λ−′= = = ="  

对任意0 k m≤ <  
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( )

0

( ) 0
k

k t j k j t

j

kdP t e P t e
dt

λ λλ
λ

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  

即
1, , ,t t m te te t eλ λ λ−… 都是微分方程的解，并且明显它们是线性无关的。 

由常微分方程的基本定理，上述微分方程的解由初始条件 

                         
( 1)(0), (0), , (0)nx x x −′ …  

唯一确定，所以上述线性常微分方程的通解为 

                       
1

,
0

( ) j t
j

j

x t C t e
λ

λ
λ

λ

−

=

= ∑ ∑
的重数

是特征根

 

 常系数线性非齐次高阶常微分方程、常数变易法： 

                    ( ) ( 1)
1 1 ( )n n

n nx a x a x a x f t−
− ′+ + + + ="  

这个方程的通解是 

                    
1

,
0

( ) ( ) j t
j

j

x t x t C t e
λ

λ
λ

λ

−
∗

=

= + ∑ ∑
的重数

是特征根

 

其中 ( )x t∗
是这个微分方程的一个特解。 

求解非齐次方程的常用方法是常数变易法：即把齐次方程通解中的常数C 变成函数 ( )C t ： 

                      
1

,
0

( ) ( ) j t
j

j

x t C t t e
λ

λ
λ

λ

−

=

= ∑ ∑
的重数

是特征根

 

对它求导得到 

            ( )
1 1

, ,
0 0

( ) ( ) ( )j t j t
j j

j j

x t C t t e C t t e
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

− −

= =

′′′ = +∑ ∑ ∑ ∑
的重数 的重数

是特征根 是特征根

 

然后令 

                       
1

,
0

( ) 0j t
j

j

C t t e
λ

λ
λ

λ

−

=

′ =∑ ∑
的重数

是特征根

 

得到 , ( )jC tλ
′ 满足的第一个线性方程，这样 

                      ( )
1

,
0

( ) ( ) j t
j

j

x t C t t e
λ

λ
λ

λ

−

=

′′ = ∑ ∑
的重数

是特征根

 

对它再次求导， 

             ( ) ( )
1 1

, ,
0 0

( ) ( ) ( )j t j t
j j

j j

x t C t t e C t t e
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

− −

= =

′ ′′′′′ = +∑ ∑ ∑ ∑
的重数 的重数

是特征根 是特征根

 

再令 
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                      ( )
1

,
0

( ) 0j t
j

j

C t t e
λ

λ
λ

λ

−

=

′′ =∑ ∑
的重数

是特征根

 

得到 

                    ( )
1

,
0

( ) ( ) j t
j

j

x t C t t e
λ

λ
λ

λ

−

=

′′′′ = ∑ ∑
的重数

是特征根

 

如此这样一直求得 ( )x t 的 1n − 阶导数，并得到 , ( )jC tλ
′ 满足的 1n − 个线性方程，最后求得

( )x t 的 n 阶导数，代回原始方程得到 , ( )jC tλ
′ 满足的第n 个线性方程。求解 , ( )jC tλ

′ 满足的线

性方程组（由于基础解系{ }j tt eλ
是 n 个线性无关向量，这个线性方程组有唯一解）得到

, ( )jC tλ
′ 的表达式，从而解得 , ( )jC tλ ，进而得到非齐次方程的通解 

                       
1

,
0

( ) ( ) j t
j

j

x t C t t e
λ

λ
λ

λ

−

=

= ∑ ∑
的重数

是特征根

 

 例： 

                            4 4 sin( )x x x t′′ ′+ + =  

特征方程为 

                        2 2( ) 4 4 ( 2)P λ λ λ λ= + + = +  

齐次方程通解为 

                           2 2
1 2( ) t tx t C e C te− −= +  

利用常数变易法，令 

                          2 2
1 2( ) ( ) ( )t tx t C t e C t te− −= +  

于是 

               2 2 2
1 2

2
1 2 2

2 2 ( ) 2 ( )( ) ( )() )( t t tt tCx t C tt e CC t e C te ett te− − −− −− −′= ′ +′ + ， 

令 1 2( ) ( )C t C t t′ ′= − ，则 

          2
1 2

2 2
2

2
22 ( ) 2 ( ) 2 ( )( ) ( ) ( ) ,t t t tx t C t e C tC t ee C t te x t− −− −′ = +− =− + −  

于是 

         
[ ] [ ]

2 2 2 2
2 2 2 2

( ) 4 '( ) 4 ( ) '( ) 2 ( ) 2 '( ) 2 ( )

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )t t t t

x t x t x t x t x t x t x t

C t e C t e C t e C t e− − − −

′′′ + + = + + +

′ ′= − + =
， 

因此 

                              2
2 ( ) sin( )tC t e t′ = ， 
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故 

  2 2 2
2 2 20

2 1 1( ) (0) sin( ) (0) sin( ) cos( )
5 5 5

t s t tC t C e s ds C t e t e= + = + − +∫  

  2 2 2
1 1 10

3 10 5 4 4( ) (0) sin( ) (0) sin( ) cos( )
25 25 25

t s t tt tC t C se s ds C t e t e− −
= − = + + +∫  

因此 

      

2 2
1 2

1

1 2

4 1 3 4( ) (0) (0) sin( ) cos( ),
25 5 25 25

(0) (0),
(0) 2 (0) (0)

t tx t C e C te t t

x C
x C C

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
′ = − +

  

所以非齐次微分方程的通解为 

      2 24 1 3 4( ) (0) 2 (0) (0) sin( ) cos( )
25 5 25 25

t tx t x e x x te t t− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= + + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
2. 常系数线性差分方程 

 常系数线性齐次一阶差分方程：比如复利方式计算的本金（俗称“利滚利”或“驴打滚”） 

                                  1n nx ax+ =  

这个差分方程的通解为： 

                                  0
n

nx a x=  

 常系数线性非齐次一阶差分方程： 

                               1n n nx ax b+ = +  

（比如按揭贷款的定期还款， nx 是期初贷款余额， nb− 是当期还款额）。利用常数变易法，

即令 

                                  n
n nx a y=  

得到 

             1 1 1
1 +1 1( )n n n n n

n n n n n n n n

by x a ax b a x a b a y
a

− − − − − − −
+ += = + = + = + ， 

                                  0 0y x= ， 

所以 

                          
1 1

0 01 1
0 0

n n
k k

n k k
k k

b by y x
a a

− −

+ +
= =

= + = +∑ ∑ ， 

                            
1

1
0

0

n
n n k

n k
k

x x a b a
−

− −

=

= +∑  

 常系数线性齐次高阶差分方程： 

                   1 1 1 1 0n m n m n m n mx a x a x a x+ + − − ++ + + + ="  
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记 

                       
1

1 1( ) n n
n nP a a a−
−= + + + +, , , " ,   

为一个以,为未定元的多项式，其中,是一种操作，
k, 表示连续实施 k 次,的操作，因此上

述多项式是一种操作。 

对数列 ( ) 0m m
x ∞

=
，定义左平移操作 

                           ( ) ( )10 0m mm m
x xσ ∞ ∞

+= =
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 。 

( ) 0m m
x ∞

=
是上述差分方程的解当且仅当 ( ) 0

( ) 0m m
P xσ ∞

=
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 。 

由于 ( ) ( ) ( )1

0 0 0

m m m

m m m
σ λ λ λ λ

∞ ∞ ∞+

= = =
⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦

，所以 

                         ( ) ( ) ( )
0 0

( )m m

m m
P Pσ λ λ λ

∞ ∞

= =
⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

也就是说，等比数列 ( )
0

m

m
λ

∞

=
是线性算子 ( )P σ 的特征向量，对应特征值为 ( )P λ 。我们称多

项式 ( )P λ 为上述差分方程的特征多项式：如果λ是特征多项式 ( )P λ 的根（即 ( ) 0P λ = ，

称为上述差分方程的特征根），则 ( )
0

m

m
λ

∞

=
是上述差分方程的解。 

如果 1, , kλ λ" 是两两不同的特征根，则 ( ) ( )1 0 0
, ,m m

km m
λ λ

∞ ∞

= =
… 是上述微分方程的线性无关解： 

若 1 1 0m m
k kC Cλ λ+ + =" ，则 

                         

1

1 2 2

1 1 1
1 2

1 1 1

0k

k k k
k k

C
C

C

λ λ λ

λ λ λ− − −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

"
"

# # % # #
"

， 

不难知道 

                      
1 2

1
1 1 1

1 2

1 1 1

det ( ) 0k
i j

j i k
k k k

k

λ λ λ
λ λ

λ λ λ
≤ < ≤

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ = − ≠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

"
"

# # % #
"

 

所以必然有 1 0kC C= = =" 。 

注意到 

 ( ) ( ) ( )0 0
0 0

( )
k k

l k m k m l m l l m

m m m
m m

d dm m l
d d

σ λ λ λ λ λ σ λ
λ λ

∞ ∞
∞ ∞+ +

= =
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

所以 
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           ( ) ( )( ) ( )
k k

k m m md dP m P P
d d

σ λ λ σ λ λ λ λ
λ λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

于是，当λ是特征多项式 ( )P λ 的q 重根时，即 

                     
( 1)( ) ( ) ( ) 0qP P Pλ λ λ−′= = = ="  

则对任意0 k q≤ < ，即 ( ) ( ) ( )1

0 0 0
, , ,m m q m

m m m
m mλ λ λ

∞ ∞ ∞−

= = =
… 都是差分方程的解，并且明显

它们是线性无关的。 

由差分方程的基本定理，上述差分方程的解由初始条件 

                               0 1 1, , , nx x x −…  

唯一确定，所以上述线性差分方程的通解为 

                       
1

,
0

j m
m j

j

x C m
λ

λ
λ

λ
−

=

= ∑ ∑
的重数

是特征根

 

 常系数线性非齐次高阶差分方程： 

                1 1 1 1n m n m n m n m mx a x a x a x b+ + − − ++ + + + ="  

这个方程的通解是 

                    
1

,
0

j m
m m j

j

x x C m
λ

λ
λ

λ
−

∗

=

= + ∑ ∑
的重数

是特征根

 

其中 mx∗ 是这个差分方程的一个特解。 

 例： 

                            2 14 4 5m m mx x x+ ++ + =  

特征方程为 

                        2 2( ) 4 4 ( 2)P λ λ λ λ= + + = +  

齐次方程通解为 

                           ( 2) ( 2)m m
mx A Bm= − + −  

利用常数变易法，令 

                          ( 2) ( 2)m m
m m mx A B m= − + −  

于是 

         
1 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1

2 ( 2) ( 1)( 2) ( 2) ( 2)

( 2) ( 1)( 2) ( 2)

m m m m
m m m m m m

m m m
m m m

x x A B m A B m

a b m B

+ + + +
+ + +

+ + +
+ +

+ = − + + − − − − −

= − + + − + −
， 

其中 

                   1 1 1 1,m m m m m mA A a B B b+ + + += + = +  
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令 

                           1 1( 1) 0m ma b m+ ++ + =  

则 

    
[ ] [ ]

1
1

2 1 2
2

1 1
2

1

2 ( 2)

4 4 2 ( 22 ( 2 52 ) )

m
m m m

m m m m m m m
m m

m m

x x B

x x x Bx Bx x x

+
+

+ + + + +
+ +

+

+ = −

+ + = + − −+ + − ==
 

因此 

                       
2

1
1 5 15
2 4 2

m m

m m mB B B
+

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + × − = + × −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以 

     0 0

11
5 5 52 ( 2)14 6 61

2

m

m
mB B B −

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠= + × = + − −
+

，    1
5 1
4 2

m

mb +
⎛ ⎞= × −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

于是 

               1 1
5 1( 1) ( 1)
4 2

m

m ma m b m+ +
⎛ ⎞= − + = − + × × −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

故 

                ( )

1 1

0 1 0
0 0

1 1
1 1

0 0
10 0 12

2

0

5 1( 1)
4 2

5 5
4 4

5 5 5( 2)
9 9 6

km m

m k
k k

m m
k k

k kq
q

m

A A a A k

A q A q

mA

− −

+
= =

− −
+ +

= ==−
=−

−

⎛ ⎞= + = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

′⎛ ⎞′= − = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − + − −

∑ ∑

∑ ∑  

由此得差分方程的通解 

               0 0
5 5 5( 2) ( 2)
9 6 9

m m
mx A B m⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 数列的母函数 

给定一个数列{ } 0m m
x ∞

=
，我们可以给它对应一个形式幂级数 

                                
0

( ) m
m

m
g z x z

≥

= ∑  

称这个形式幂级数为数列{ } 0m m
x ∞

=
的生成函数或母函数。数列的研究可以转化为对它的母函

数的研究。 
我们以求解差分方程 

                              2 14 4 5m m mx x x+ ++ + =  
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为例，说明母函数的用途。 

在上述差分方程两端乘以
2mz +
，然后对m 求和，得到 

                      2 2
2 1

0 0
( 4 4 ) 5m m

m m m
m m

x x x z z+ +
+ +

≥ ≥

+ + =∑ ∑  

故 

                 [ ] 2
1 0 0

2

( ) 4 ( ) 4 ( ) 5 j

j

g z x z x zg z zx z g z z
≥

− − + − + = ∑  

所以， 

      
20 0 1

0 1
2 0

0
2

2 (4
(4 ) 5

( ) ( 2 )
1 4

5
4

)

j

j kj

j k

x x z
x x x z z

g z z
z

x z
z

≥

≥ ≥

+ + +
⎛ ⎞⎛ ⎞= = + + −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝

+
⎠

∑
∑ ∑  

比较等式两边
mz 的系数，得到 
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这与前面得到的结果本质上是一样的，用母函数求解过程要简洁得多，但其中要用到一些有

理分式在原点的 Taylor 展开式。 


