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概概概率率率论论论与与与数数数理理理统统统计计计第第第五五五次次次习习习题题题课课课题题题目目目解解解答答答
题题题1 设总体分布为U [θ − 1, θ + 1]，其中θ是未知参数，X1, . . . , Xn是来自该总体的简单随机样本。

1. 求θ的矩估计量θ̂，判断它的相合性和无偏性，计算均方误差MSE(θ̂)；
2. 证明对任何0 ≤ t ≤ 1，θ̂t := tX(n) + (1− t)X(1) + 1− 2t都是θ的极大似然估计量；
3. 求X(1)和X(n)的概率分布以及数学期望EX(1)、EX(n)；

4. 问θ̂t是否为θ的相合估计和无偏估计？
5. 求X(1), X(n)的联合分布，以及X(1) + X(n)的概率分布，并计算方差Var(θ̂1/2)；对比第1问
的结果，你有何结论？

解. (a) 由EX = θ得到矩估计θ̂ = X̄。根据大数定律，它是θ的（强）相合估计。EX̄ =
EX = θ ，故矩估计是无偏估计，这时

MSE(θ̂) = VarX̄ =
VarX

n
=

22

12n
=

1

3n
.

(b) 似然函数

L(θ; x1, . . . , xn) = p(x1, . . . , xn; θ) =

(
1

2

)n

Ix(n)−1≤θ≤x(1)+1,

因此它在区间[x(n) − 1, x(1) + 1]上处处取得最大值，因此对一切0 ≤ t ≤ 1，

θ̂t := t(X(n) − 1) + (1− t)(X(1) + 1) = tX(n) + (1− t)X(1) + 1− 2t

都是θ的极大似然估计。

(c) 由

P (X(n) ≤ x) =





1, 若x > θ + 1;(
x−θ+1

2

)n
, 若θ − 1 ≤ x ≤ θ + 1;

0, 若x < θ − 1.

得到X(n)的概率密度为

fX(n)
(x) = n

(
x− θ + 1

2

)n−1
1

2
Iθ−1≤x≤θ+1.

进而得到

EX(n) =

∫ θ+1

θ−1

x · n
(

x− θ + 1

2

)n−1
1

2
dx

=

∫ 1

0

(2y + θ − 1)nyn−1dy (y =
x− θ + 1

2
)

=
2n

n + 1
+ (θ − 1) = θ +

n− 1

n + 1
.

类似（或由对称性）可得

EX(1) = θ − n− 1

n + 1
.

(d) 于是

Eθ̂t = θ +
2− 4t

n + 1
,
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因此当且仅当t = 1/2时，θ̂t是θ的无偏估计。由Xn的概率分布函数知，对任何ε > 0，

P (|X(n) − (θ + 1)| > ε) = P (X(n) < (θ + 1)− ε) ≤
(

2− ε

2

)n

I0<ε<2 → 0, n →∞,

因此

X(n)
P−→ θ + 1, n →∞.

类似可证

X(1)
P−→ θ − 1, n →∞.

因此

θ̂t
P−→ θ, n →∞,

即θ̂t是θ的相合估计。

(e) 令Yk = Xk − θ，则Y1, . . . , Yn
i.i.d.∼ U(−1, 1)，由

P (Y(1) ≥ u, Y(n) ≤ v) = P (u ≤ Yk ≤ v, k = 1, 2, . . . , n) =

(
v − u

2

)n

I−1≤u≤v≤1,

因此

fY(1),Y(n)
(u, v) = − ∂2

∂u∂v

(
v − u

2

)n

I−1≤u≤v≤1 = n(n− 1)

(
v − u

2

)n−2
1

4
I−1≤u≤v≤1.

于是

fY(1)+Y(n)
(z) =

∫ +∞

−∞
fY(1),Y(n)

(u, z − u)du

=

∫ +∞

−∞
n(n− 1)

(
z − u− u

2

)n−2
1

4
I−1≤u≤z−u≤1du

(max{−1, z − 1} ≤ u ≤ z

2
)

= Imax{−1,z−1}≤ z
2

∫ z
2

max{−1,z−1}
n(n− 1)

(
z − 2u

2

)n−2
1

4
du

= I|z|≤2

∫ 1− |z|
2

0

n(n− 1)wn−2 1

4
dw (w =

z

2
− u)

=
n

4

(
1− |z|

2

)n−1

I|z|≤2.

于是

Var(Y(1) + Y(n)) = E(Y(1) + Y(n))
2 =

∫ 2

−2

z2 · n

4

(
1− |z|

2

)n−1

dz

= 2

∫ 2

0

z2 · n

4

(
1− |z|

2

)n−1

dz

= 4

∫ 1

0

(1− w)2nwn−1dw (w = 1− z

2
)

=
8

(n + 1)(n + 2)
,
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因此

Varθ̂1/2 = Var

(
X(1) + X(n)

2

)
=

1

4
Var

(
Y(1) + Y(n)

)
=

2

(n + 1)(n + 2)
≤ 1

3n
,

即θ̂1/2比X̄有效。

题题题2 设总体分布为U [θ, 2θ]，其中θ > 0是未知参数。设X1, . . . , Xn是来自该总体的简单随机样本。

1. 利用矩估计方法求θ的无偏估计量θ̂1，计算其方差；

2. 求θ的极大似然估计量θ̂MLE，并由它构造θ的一个无偏估计θ̂2，并计算θ̂2的方差；

3. 把X(1)当作θ的一个点估计，由它构造θ的一个无偏估计θ̂3，并计算θ̂3的方差；

4. 试比较上述无偏估计的有效性；

5. 求θ的置信水平为1− α的置信区间。

解. (a) 由EX = 3
2
θ得到矩估计θ̂1 = 2

3
X̄。它是θ的无偏估计，

Var(θ̂1) =
4

9
VarX̄ =

4

9n
VarX =

θ2

27n
.

(b) 似然函数

L(θ; x1, . . . , xn) = p(x1, . . . , xn; θ) =

(
1

θ

)n

Iθ≤x(1)≤x(n)≤2θ =
1

θn
I 1

2
x(n)≤θ≤x(1)

,

因此它在1
2
x(n)处取得最大值，因此θ的极大似然估计是

θ̂MLE =
1

2
X(n).

由

P (X(n) ≤ t) =





1, t ≥ 2θ;(
t−θ
θ

)n
, θ ≤ t < 2θ;

0, t < θ

得到X(n)的概率密度函数为

fX(n)
(t) = n

(
t− θ

θ

)n−1
1

θ
Iθ<t<2θ.

所以，

EX(n) =

∫ 2θ

θ

t · n
(

t− θ

θ

)n−1
1

θ
dt =

∫ 1

0

(1 + u)θ · nun−1du =
2n + 1

n + 1
θ,

EX2
(n) =

∫ 2θ

θ

t2 · n
(

t− θ

θ

)n−1
1

θ
dt =

∫ 1

0

(1 + u)2θ2 · nun−1du =
4n2 + 8n + 2

(n + 2)(n + 1)
θ2,

VarX(n) =
n

(n + 1)2(n + 2)
θ2,

于是

θ̂2 =
n + 1

2n + 1
X(n)
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是θ的无偏估计，它的方差为

Varθ̂2 =
(n + 1)2

(2n + 1)2
VarX(n) =

n

(2n + 1)2(n + 2)
θ2.

(c) 由

P (X(1) ≤ t) = 1− P (X(1) > t) =





1, 若t ≥ 2θ;

1− (
2θ−t

θ

)n
, 若θ ≤ t ≤ 2θ;

0, 若t < θ.

得到X(1)的概率密度函数为

fX(1)
(t) = n

(
2θ − t

θ

)n−1
1

θ
Iθ<t<2θ.

所以，

EX(1) =

∫ 2θ

θ

t · n
(

2θ − t

θ

)n−1
1

θ
dt =

∫ 1

0

(2− u)θ · nun−1du =
n + 2

n + 1
θ,

EX2
(1) =

∫ 2θ

θ

t2 · n
(

2θ − t

θ

)n−1
1

θ
dt =

∫ 1

0

(2− u)2θ2 · nun−1du =
n2 + 5n + 8

(n + 2)(n + 1)
θ2,

VarX(1) =
n

(n + 1)2(n + 2)
θ2,

于是

θ̂3 =
n + 1

n + 2
X(1)

是θ的无偏估计，它的方差为

Varθ̂3 =
(n + 1)2

(n + 2)2
VarX(1) =

n

(n + 2)3
θ2.

(d) 由于2n + 1 ≥ n + 2，所以θ̂2总比θ̂3有效。

当n ≥ 4时，

(2n + 1)2(n + 2)− 27n2 = 4n3 − 15n2 + 9n + 2 ≥ n2(4n− 15) + 9n + 2 ≥ 0,

当n = 3时
72 × 5− 27× 32 = 245− 243 > 0,

当n = 2时
52 × 4− 27× 22 = −8 < 0,

当n = 1时
32 × 3− 27 = 0,

所以当n ≥ 3时，θ̂2比θ̂1有效，当n = 2时，θ̂1比θ̂2有效。

(e) 由于X−θ
θ
∼ U [0, 1]，所以

X(n)−θ

θ
= max

1≤i≤n

Xi−θ
θ
的概率分布函数为

F (x) =





1, x ≥ 1;

xn, 0 ≤ x < 1;

0, x < 0.
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因此
X(n)−θ

θ
是关于参数θ的一个枢轴量。取常数0 ≤ a < b ≤ 1使得

P

(
a ≤ X(n) − θ

θ
≤ b

)
= bn − an ≥ 1− α,

则得到θ的置信水平为1− α的置信区间
[

X(n)

1 + b
,

X(n)

1 + a

]
.

由于函数u 7→ n
√

u是区间[0, 1]上的严格增凹函数，v 7→ − 1
1+v
是区间[0, 1]上的严格增凹函数，

所以函数u 7→ − 1
1+ n√u

是区间[0, 1]上的严格凹函数，所以取bn = 1，an = α，可以在保证置信

水平不降低的情况下使
1

1 + a
− 1

1 + b

达到最小，因此最后取θ的置信区间为
[
X(n)

2
,

X(n)

1 + n
√

α

]
.

题题题3 设某城市有 N 辆机动车，牌号依次是 1, 2, · · · , N 。一个人将他一天内看到的所有机动车牌
号（包括重复出现的牌号）都记录下来，得到 X1, X2, · · · , Xn 。如果用最大牌号 X(n) 作为
对N的一个估计（即近似值），我们采取以下方式来评价这个估计：

1. 当n充分大时，X(n)是否近似等于N？并且试证明 X(n) 是 N 的 MLE

2. 试给出 N 的一个矩估计，并与其 MLE, 即 X(n) 进行比较。
3. 如果这样的观察方式被多次重复进行，每次得到X(n)的一个观测值，那么根据大数定
律，X(n)观测值的算术平均值将以EX(n)为极限，求EX(n) − N（称为这种近似方式的
“偏”，即系统误差）的值。

4. 如果X(n)存在系统误差（有偏，即EX(n) − N 6= 0），那么你有什么办法可以消除这个
系统误差？

如果不重复记录的话，如何用观测值X1, X2, · · · , Xn给出 N 的一个估计？分析你给出的估计
的性质，并与重复情况下的估计进行比较。

解. 重复记录的情形：

(a) 记X1, . . . , Xn独立同分布，都服从{1, 2, . . . , N}上的离散均匀分布。于是

P (X(n) ≤ x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, . . . , Xn ≤ x) =
[
P (X1 ≤ x)

]n
=

xn

Nn
, x = 1, 2 . . . , N.

从而

P (X(n) = N) = P (X(n) ≤ N)− P (X(n) ≤ N − 1) = 1−
(

N − 1

N

)n

→ 1, n →∞.

因此X(n)依概率收敛于N。不仅如此，事实上，由于

P (X(n) < N) = P (X(n) ≤ N − 1) =

(
N − 1

N

)n

, ∀n ≥ 1,
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所以

P

(⋃

n≥k

{X(n) < N}
)
≤

∑

n≥k

P (X(n) < N) =
∑

n≥k

(
N − 1

N

)n

= N

(
N − 1

N

)k

→ 0, k → +∞,

从而

P

(⋂

k≥1

⋃

n≥k

{X(n) < N}
)

= 0,

这说明，事件“从某个k ≥ 1开始，对任意n ≥ k，最大值X(n) = N”以概率1发生，因
此X(n)以概率1收敛于N。

为证明 X(n) 是 N 的 MLE, 考虑如下似然函数：

L(N, x1, x2, · · · , xn) = P (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn) =

(
1

N

)n

· I1≤x(1)···≤x(n)≤N

观察发现:当 N 向下趋于 x(n) 时， L 递增．所以 X(n) 是 N 的 MLE.
(b)

E[X] =
N∑

k=1

k · 1

N
=

1

N

N∑

k=1

k =
1 + N

2

所以 N 的矩估计可写为 2X̄ − 1. 这显然是一个无偏估计，而且由辛钦大数定律知该矩估计
强相合于 N.
(c)由于

P (X(n) = x) = P (X(n) ≤ x)− P (X(n) ≤ x− 1) =
xn − (x− 1)n

Nn
, x = 1, 2, . . . , N,

故

EX(n) =
N∑

x=1

xP (X(n) = x) =
N∑

x=1

x
xn − (x− 1)n

Nn

=
N∑

x=1

xn+1 − (x− 1)n+1 − (x− 1)n

Nn

= N
N∑

x=1

xn+1 − (x− 1)n+1

Nn+1
−

N∑
x=1

(x− 1)n

Nn

= N −
N∑

x=1

(x− 1)n

Nn
.

另外一个办法是：

EX(n) =
+∞∑
x=0

P (X(n) > x)

=
N−1∑
x=0

(
1− xn

Nn

)

= N −
N∑

x=1

(x− 1)n

Nn
.
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注注注意意意，，，虽虽虽然然然

E

(
X(n) +

N∑
x=1

(x− 1)n

Nn

)
= N,

但但但X(n) +
N∑

x=1

(x−1)n

Nn 不不不是是是N的的的无无无偏偏偏估估估计计计，，，因因因为为为它它它不不不是是是统统统计计计量量量（（（它它它仍仍仍然然然依依依赖赖赖未未未知知知参参参数数数N）））。。。

由于
N∑

x=1

(x− 1)n

Nn
· 1

N
→

∫ 1

0

tndt =
1

n + 1
, N →∞,

于是当N充分大时，

EX(n) ≈ N − N

n + 1
=

n

n + 1
N.

这表明用X(n)作为N的近似值，这种近似方法是存在系统误差的，因为这样的近似值平均意
义下总是比真值小。

(d) 我们考虑全体顺序统计量
X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n).

由于

P (X(k) > x) =
k−1∑
j=0

(
n

j

)
xj(N − x)n−j

Nn
,

故

EX(k) =
∞∑

x=0

P (X(k) > x) =
N∑

x=0

k−1∑
j=0

(
n

j

)
xj(N − x)n−j

Nn
,

于是

EX(1) =
N∑

x=0

(N − x)n

Nn
,

从而
EX(n) + EX(1) − 1 = N,

而

P (X(1) = 1) = 1− P (X(1) > 1) = 1−
(

N − 1

N

)n

,

因此可以类似证明X(1)依概率收敛/以概率1收敛于1。从而，X(1) + X(n) − 1依概率收敛/以概
率1收敛于N，并且E

(
X(1) + X(n) − 1

)
= N。这表明作为N的近似值，X(1) + X(n) − 1没有系

统误差（无偏）。

事事事实实实上上上有有有一一一个个个更更更简简简便便便的的的方方方法法法，，，由由由于于于离离离散散散均均均匀匀匀分分分布布布的的的对对对称称称性性性，，，X与与与N + 1 −X具具具有有有相相相同同同的的的概概概
率率率分分分布布布，，，所所所以以以N + 1−X(1) = max

1≤i≤n
{N + 1−Xi}与与与X(n)具具具有有有相相相同同同的的的概概概率率率分分分布布布，，，因因因此此此

E(N + 1−X(1)) = E(X(n)),

从从从而而而
E(X(n) + X(1) − 1) = N,

即即即X(n) + X(1) − 1是是是N的的的无无无偏偏偏估估估计计计。。。其其其直直直观观观含含含义义义是是是，，，我我我们们们试试试图图图用用用X(1)到到到左左左端端端点点点1的的的距距距离离离去去去弥弥弥
补补补X(n)到到到N的的的距距距离离离。。。
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不重复记录的情形： 这时X1, X2, . . . , Xn的联合分布为

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
(N − n)!

N !
, x1, . . . , xn ∈ {1, . . . , N}, xi 6= xj(∀i 6= j).

顺序统计量X(1), X(2), . . . , X(n)的联合分布为

P (X(1) = x1, X(2) = x2, . . . , X(n) = xn) = n!
(N − n)!

N !
=

1(
N
n

) ,

1 ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ N.

X(n)的概率分布为

P (X(n) ≤ x) =

(
x
n

)
(

N
n

) , x = n, n + 1, . . . , N.

于是

P (X(n) = x) =

(
x−1
n−1

)
(

N
n

) , x = n, n + 1, . . . , N

从而

EX(n) =
N∑

k=n

k

(
k−1
n−1

)
(

N
n

) =
n(N + 1)

n + 1

N+1∑

k=n+1

(
k+1−1
n+1−1

)
(

N+1
n+1

) =
n

n + 1
(N + 1) < N, ∀n < N.

这表明作为N的近似值，X(n)存在系统误差（有偏）。

我们考虑

X(n) +
1

n

n∑
i=1

(X(i) −X(i−1) − 1) =
n + 1

n
X(n) − 1, X(0) = 0.

则

E

(
n + 1

n
X(n) − 1

)
=

n + 1

n
· n

n + 1
(N + 1)− 1 = N.

这表明作为N的近似值，n+1
n

X(n) − 1没有系统误差（无偏）。

无论重不重复，都可以构造无偏的矩估计

因为两种情况下都有

EX =
N∑

k=1

k

N
=

N + 1

2

从而得到N的矩估计，
N̂ = 2X − 1.

这个矩估计是无偏的。

但是矩估计有其自身的局限性，比如，如果样本值为2, 4, 6, 100，矩估计给出的结果为N̂ =
55，这显然无法解释样本值中的100，而前面两个估计方法给出的N的近似值分别是101和124，
都没有矩估计遇到的矛盾。所以选择那种估计办法要根据具体问题作具体分析。当然，读者
可以自己比较一下上述无偏估计的方差。

题题题4 甲乙两位编辑独立地对同一段文字进行校对，甲发现了n1处错误，乙发现了n2处错误，并且
其中有n3处错误是甲乙共同发现的。试用矩估计法和极大似然估计法估计这段文字的错误个
数。
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解. 记X,Y, Z分别表示甲发现的错误个数、乙发现的错误个数、甲乙共同发现的错误个数。
设这段文字共有N处错误，一个错误被甲发现的概率为p1，被乙发现的概率为p2。则由于甲
乙是独立校对的，所以一个错误被甲乙同时发现的概率为p1p2。于是X ∼ B(N, p1)，Y ∼
B(N, p2)，Z ∼ B(N, p1p2)。

EX = Np1, EY = Np2, EZ = Np1p2,

由矩估计方法
n1 = N̂ p̂1, n2 = N̂ p̂2, n3 = N̂ p̂1p̂2,

因此

n3 = N̂ · n1

N̂
· n2

N̂
=

n1n2

N̂
,

于是得到N的矩估计量

N̂ =
n1n2

n3

.

通常取最接近n1n2

n3
的整数值为N̂的值。

用极大似然估计方法，似然函数为

L(N, p1, p2) = PN,p1,p2(X = n1, Y = n2, Z = n3)

=
N !

n3!(n1 − n3)!(n2 − n3)!(N − n1 − n2 + n3)!

· (p1p2)
n3 [p1(1− p2)]

n1−n3 [p2(1− p1)]
n2−n3 [(1− p1)(1− p2)]

N−n1−n2+n3

=
N !

n3!(n1 − n3)!(n2 − n3)!(N − n1 − n2 + n3)!
pn1

1 pn2
2 (1− p2)

N−n2(1− p1)
N−n1 .

由

∂ ln L(N, p1, p2)

∂p1

=
n1

p1

− N − n1

1− p1

,

∂ ln L(N, p1, p2)

∂p2

=
n2

p2

− N − n2

1− p2

,

解得对任意N ≥ 1，L(N, p1, p2)在

p̂1 =
n1

N
, p̂2 =

n2

N

处的值
L∗(N) := L(N, p̂1, p̂2) ≥ L(N, p1, p2).

而

L∗(N + 1)

L∗(N)
=

N + 1

N + 1− n1 − n2 + n3

(1− p̂1)(1− p̂2)

=
N + 1

N + 1− n1 − n2 + n3

N − n1

N

N − n2

N

= 1 +
−n3N

2 + (n1n2 − n1 − n2)N + n1n2

N3 − (n1 + n2 − n3 − 1)N2
,

取

N∗ =
(n1n2 − n1 − n2) +

√
(n1n2 − n1 − n2)2 + 4n1n2n3

2n3

,
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于是，当N > N∗时，L∗(N + 1) < L∗(N)；当N < N∗时，L∗(N + 1) > L∗(N)。因此N的极
大似然估计N̂为不小于

(n1n2 − n1 − n2) +
√

(n1n2 − n1 − n2)2 + 4n1n2n3

2n3

的最小整数。不难发现，通常这个估计值小于矩估计值。

如果n1 = 24，n2 = 25，n3 = 20，则N的矩估计值为30，极大似然估计值为29。

题题题5 设X1, X2, . . . , Xn是来自总体N(µ, 1)的简单随机样本，其中µ是未知常数。

1. 求µ的置信水平为99%的置信区间；

2. 为使上述置信区间的长度不超过0.1，问样本容量n至少需要多大？

解. (a) 由题意，考虑如下不等式

P
(∣∣X̄ − µ

∣∣ > β
) ≤ 1− α,其中 α = 99%

考虑边界值：

P
(∣∣X̄ − µ

∣∣ > β
)

= P

(∣∣∣∣
∑n

i=1(Xi − µ)√
n

∣∣∣∣ >
√

nβ

)
= P

(|N(0, 1)| > √
nβ

)
= 1%

由上推出
√

nβ = u1−0.5%, β = 1√
n
u1−0.5%

所以 µ 的置信水平为 99% 的置信区间为 [X̄ − 1√
n
u1−0.5%, X̄ + 1√

n
u1−0.5%]

(b) 由题意， 2√
n
u1−0.5% ≤ 0.1 ⇒ √

n ≥ 20u1−0.5% ⇒ n ≥ 400u2
1−0.5% ' 400 × (2.575)2 =

2652.25, 所以 n 至少需要取 2653.


