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概概概率率率论论论与与与数数数理理理统统统计计计第第第二二二次次次习习习题题题课课课题题题目目目

题题题1 设连续型随机变量X的分布函数为:

F (x) =





Aex, x < 0;

B, 0 ≤ x < 1;

1− Ae−(x−1), x ≥ 1.

求：(a) A、B的值。(b) X的密度函数。(c) P (X > 1/3)的值。(d) X的数学期望和方差。

题题题2 设随机变量X服从(−π/2, π/2)上的均匀分布。
求：(a) 随机变量Y = cos X的概率密度函数。(b) Y的数学期望和方差。

题题题3 设随机变量U服从[0, 1]上的均匀分布，函数F : R→ R 满足以下三个条件

1. 对任何x ∈ R，F (−∞) = 0 ≤ F (x) ≤ 1 = F (+∞)；

2. F单调不减；

3. F在所有x ∈ R处都是右连续的。
证明：

1. 如果F连续且严格单调增，则随机变量X = F−1(U)的概率分布函数就是F；

2. 一般情况下，即F不严格单调增或在某些x处不连续时，随机变量

X = inf{x ∈ R|F (x) ≥ U}

的概率分布函数就是F 。

题题题4 袋中装有N个球，其中白球数为随机变量，设为X，已知EX = n（n可以不是整数）。证明
从该袋中摸出一球为白球的概率是n/N。并用这个结论解决习题1.4.26。

题题题5 若一个离散型随机变量X在某个点上的概率达到最大，则称该点为“众数”(mode)。分别求
二项分布、泊松分布和负二项分布的众数。

题题题6 求实数c使E|X − c|达到最小。一般地，对0 < p < 1，求实数c使得

E
[
p max{X − c, 0} − (1− p) min{X − c, 0}]

达到最小。

题题题7 设随机变量X服从参数为λ的泊松分布，试导出X的k阶原点矩的递推公式，并由此求出X的
二阶、三阶、四阶原点矩及中心矩。
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概概概率率率论论论与与与数数数理理理统统统计计计第第第二二二次次次习习习题题题课课课题题题目目目解解解答答答

题题题 1 设连续型随机变量 X 的分布函数为:

F (x) =





Aex, x < 0;

B, 0 ≤ x < 1;

1− Ae−(x−1), x ≥ 1.

求：(a) A、B 的值。(b) X 的密度函数。(c) P (X > 1/3) 的值。(d) X 的数学期望和方差。

解：(a) 因为 X 是连续型随机变量，所以它的概率分布函数处处连续，特别是在 x = 0
和 x = 1 两处，连续性意味着

A = lim
x↗0

F (x) = lim
x↘0

F (x) = B, B = lim
x↗1

F (x) = lim
x↘1

F (x) = 1− A,

由此解得 A = B = 1/2。

(b) X 的概率密度函数为

f(x) = F ′(x) = AexIx<0 + Ae−(x−1)Ix>1 =
exIx<0 + e−(x−1)Ix>1

2

(c) 直接利用概率分布函数

P (X > 1/3) = 1− F (1/3) = 1−B = 0.5.

或者利用概率密度函数

P (X > 1/3) =

∫ +∞

1/3

f(x)dx =

∫ +∞

−∞

[
exIx<0 + e−(x−1)Ix>1

2

]
× Ix>1/3dx

=
1

2

∫ +∞

1

e−(x−1)dx =
1

2

∫ +∞

0

e−ydy = 0.5.

(d)

EX =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx

=

∫ +∞

−∞
x

[
exIx<0 + e−(x−1)Ix>1

2

]
dx

=
1

2

∫ 0

−∞
xexdx +

1

2

∫ +∞

1

xe−(x−1)dx

= −1

2

∫ +∞

0

ye−ydy +
1

2

∫ +∞

0

(y + 1)e−ydy

= −1

2
+

1

2
× 2 =

1

2
.

类似地，可以计算 EX2，但是我们注意到 X 的概率密度函数关于 x = 0.5 对称，即

f(0.5− x) = f(0.5 + x), ∀x,
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所以

EX2 =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx

=

∫ +∞

−∞
(y + 0.5)2f(y + 0.5)dy

=

∫ +∞

−∞

[
y2 + y +

1

4

]
f(y + 0.5)dy

= 2

∫ +∞

0

[
y2 +

1

4

]
ey+0.5Iy<−0.5 + e0.5−yIy>0.5

2
dy

=

∫ +∞

0.5

[
y2 +

1

4

]
e0.5−ydy

=

∫ +∞

0

[
(u + 0.5)2 +

1

4

]
e−udu

=

∫ +∞

0

[
u2 + u +

1

2

]
e−udu

= −u2e−u
∣∣+∞
0

+ 2

∫ +∞

0

ue−udu + 1 + 0.5

= 2 + 1 + 0.5 =
7

2
.

从而

VarX = EX2 − (EX)2 =
7

2
− 1

4
=

13

4
.

(d) 的另一种解法

EX =

∫ +∞

0

P (X > x))dx−
∫ 0

−∞
P (X < x)dx

=

∫ +∞

1

1

2
e−(x−1)dx +

∫ 1

0

1

2
dx−

∫ 0

−∞

1

2
exdx

=

∫ 0

−∞

1

2
eudu +

1

2
−

∫ 0

−∞

1

2
exdx

=
1

2
.
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另外，

EX2 =

∫ +∞

0

P (X2 > x)dx

=

∫ +∞

0

P (X2 > u2)du2

= 2

∫ +∞

0

u [P (X > u) + P (X < −u)] du

= 2

∫ +∞

0

u

[
e−(u−1)Iu>1

2
+

I0<u<1

2
+

e−u

2

]
du

=

∫ +∞

1

ue−(u−1)du +

∫ 1

0

udu +

∫ +∞

0

ue−udu

=

∫ +∞

0

(v + 1)e−vdv +

∫ 1

0

udu +

∫ +∞

0

ue−udu

= 2 +
1

2
+ 1 =

7

2

从而

VarX = EX2 − (EX)2 =
7

2
− 1

4
=

13

4
.

题题题 2 设随机变量 X 服从 (−π/2, π/2) 上的均匀分布。
求：(a) 随机变量 Y = cos X 的概率密度函数。(b) Y 的数学期望和方差。

解：(a) 先求 Y 的概率分布函数，

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (cos X ≤ y)

= Iy≥1 + I0≤y<1

[
P

(
−π

2
< X ≤ − arccos y

)
+ P

(
arccos y ≤ X <

π

2

)]

= Iy≥1 + I0≤y<1

[− arccos y + π
2

+ π
2
− arccos y

]

π

= Iy≥1 + I0≤y<1
π − 2 arccos y

π
.

由此解得 Y 的概率密度函数

fY (y) = F ′
Y (y) =

2

π
√

1− y2
I0≤y<1.

(a) 的另解。直接利用随机变量函数的概率密度公式

fY (y) =
∑

x:cosx=y

fX(x)
1

| dy
dx
|

= fX(− arccos y)
1

|(cos x)′|x=− arccos y

+ fX(arccos y)
1

|(cos x)′|x=arccos y

= 2
1

π
I−π

2
<arccos y< π

2

1√
1− cos2 x

∣∣
x=− arccos y

=
2

π
√

1− y2
I0<y<1.
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(b)

EY =

∫ +∞

−∞
yfY (y) =

∫ 1

0

y
2

π
√

1− y2
dy = − 2

π

∫ 1

0

d
√

1− y2 =
2

π
.

或者利用随机变量函数的数学期望公式

EY =

∫ +∞

−∞
cos x · fX(x)dx =

∫ π
2

−π
2

d sin x

π
=

2

π
.

EY 2 =

∫ +∞

−∞
cos2 x · fX(x)dx =

∫ π
2

−π
2

cos(2x) + 1

2π
dx =

∫ π
2

−π
2

1

2π
dx =

1

2
.

从而

VarY = EY 2 − (EY )2 =
1

2
− 4

π2
=

π2 − 8

2π2
≈ 0.095.

题题题 3 设随机变量 U 服从 [0, 1] 上的均匀分布，函数 F : R→ R 满足以下三个条件

1. 对任何 x ∈ R，F (−∞) = 0 ≤ F (x) ≤ 1 = F (+∞)；

2. F 单调不减；

3. F 在所有 x ∈ R 处都是右连续的。
证明：

1. 如果 F 连续且严格单调增，则随机变量 X = F−1(U) 的概率分布函数就是 F；

2. 一般情况下，即 F 不严格单调增或在某些 x 处不连续时，随机变量

X = inf{x ∈ R|F (x) ≥ U}

的概率分布函数就是 F 。

证明：1、因 F 严格单调增且连续，故 F−1 在 (0, 1) 上处处有定义且严格单调增，于是
对 X = F−1(U)，

FX(x) = P (X ≤ x) = P (F−1(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)) = F (x), ∀x ∈ R.

2、让我们先回顾一下上面这个证明。实际上，我们从 X = F−1(U) 得到对任意 x ∈ R，如
下事件关系成立

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} = {ω ∈ Ω : U(ω) ≤ F (x)}.
而这等价于对任意 x ∈ R 和任意 ω ∈ Ω，

X(ω) ≤ x ⇐⇒ U(ω) ≤ F (x).

这等价于

{x ∈ R : X(ω) ≤ x} = {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}, ∀ω ∈ Ω.

而上式左端是区间 [X(ω), +∞)，因此由上式可得

X(ω) = min{x ∈ R : X(ω) ≤ x} = min{x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}.



6

但我们事先并不知道 {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)} 是否有最小值，所以我们定义

X(ω) = inf{x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}.

这里 inf 表示“下确界”，即一个实数集合的所有下界中的最大下界。

现在我们已经知道了 X 的表达式的来历，让我们来证明对任意 ω ∈ Ω，集合 {x ∈ R :
U(ω) ≤ F (x)} 就是区间 [X(ω), +∞)，这样就有 FX = F。

由 X 的定义，我们知道

{x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)} ⊂ [X(ω), +∞).

所以，我们只需证明
[X(ω), +∞) ⊂ {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}.

首先，如果 t > X(ω)，那么 t 不是 {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)} 的下界（因为 X(ω) 已经是最大
的下界），所以存在 x ∈ R 满足

X(ω) ≤ x < t, U(ω) ≤ F (x).

于是，由 F 单调不减，我们知道

U(ω) ≤ F (x) ≤ F (t).

因此 t ∈ {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}，于是我们证明了

(X(ω), +∞) ⊂ {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}.

因为 F 右连续，所以
U(ω) ≤ lim

x↘X(ω)
F (x) = F (X(ω)),

因此 X(ω) ∈ {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}。所以

[X(ω), +∞) ⊂ {x ∈ R : U(ω) ≤ F (x)}.

证毕。

请问：F 的第一条性质“对任何 x ∈ R，F (−∞) = 0 ≤ F (x) ≤ 1 = F (+∞)”用在哪里了？

题题题 4 袋中装有 N 个球，其中白球数为随机变量，设为 X，已知 EX = n（n 可以不是整数）。
证明从该袋中摸出一球为白球的概率是 n/N。并用这个结论解决习题 1.4.26。

证明：记 B（取“白”字的汉语拼音的首个字母）为事件“从袋中随机取出一个球是白
球”。在已知袋中有 k 个白球的情况下，

P (B|X = k) =
k

N
.

从由全概率公式，

P (B) =
∑

k≥0

P (X = k)P (B|X = k) =
∑

k≥0

P (X = k)
k

N
=

EX

N
.

证毕。
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下面我们求解习题 1.4.26，即从装有 b 个黑球，r 个红球的袋中每次取出一个球，然后将其
放回同时再加入 c 的同颜色的球，然后再取，记 Bk 表示第 k 次取得的是黑球。我们希望证
明

P (Bk) =
b

b + r
, ∀k ≥ 1.

当 k = 1 时，上述结论是显然的。假设 k − 1 时结论成立，我们来证明 k 时结论也成立。

记 Xk 为第 k 次取球前袋中的黑球数，

ξk = IBk
=

{
1, 若第 k 次取到的是黑球；

0, 否则.
.

于是
Xk = Xk−1 + cξk−1.

另外，利用我们刚证明的结论，

P (Bk) =
EXk

b + r + (k − 1)c
, P (Bk−1) =

EXk−1

b + r + (k − 2)c
.

而

EXk = EXk−1 + cEξk−1 =
[
b + r + (k− 2)c

]
P (Bk−1) + cP (Bk−1) =

[
b + r + (k− 1)c

]
P (Bk−1),

所以

P (Bk) =

[
b + r + (k − 1)c

]
P (Bk−1)

b + r + (k − 1)c
= P (Bk−1) =

b

b + r
.

题题题 5 若一个离散型随机变量 X 在某个点上的概率达到最大，则称该点为“众数”(mode)。分别
求二项分布、泊松分布和负二项分布的众数。

解：设 X 服从二项分布 B(n, p)，则

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

我们比较相邻两项的概率值的大小，因为它们都是乘积的形式，所以我们比较它们的比值
与 1 孰大孰小，

P (X = k)

P (X = k − 1)
− 1 =

(n− k + 1)p

k(1− p)
− 1 =

(n + 1)p− k

k(1− p)
.

因此当且仅当
k < (n + 1)p

时，P (X = k) > P (X = k − 1)。同理可证，当且仅当

k > (n + 1)p− 1

时，P (X = k) > P (X = k + 1)。

如果 (n + 1)p 不是整数，那么它的整数部分 [(n + 1)p]（即不大于 (n + 1)p 的最大整数）是
区间

[
(n + 1)p− 1, (n + 1)p

]
中的唯一整数，它就是二项分布 B(n, p) 的众数。
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如果 (n + 1)p 是整数，则分布列在截至 (n + 1)p− 1 时都是严格增，从 (n + 1)p 以后变成严
格减，而

P (X = (n + 1)p) = P (X = (n + 1)p− 1),

所以，这时二项分布 B(n, p) 有两个众数：(n + 1)p− 1 和 (n + 1)p。

注意，二项分布的众数与它的数学期望 np 在数值上不同，但只是稍有区别。

类似讨论 Poisson分布和负二项分布。这些分布都是所谓“单峰”分布，即分布列 P (X = k)
随着 k 增大先增大后减少。

题题题 6 求实数 c 使 E|X − c| 达到最小。
解：我们先考虑一种很特殊的情形，X 有概率密度函数 f(x)，并且 f(x) 处处连续。

h(c) := E|X − c| =
∫ +∞

−∞
|x− c|f(x)dx =

∫ +∞

c

(x− c)f(x)dx +

∫ c

−∞
(c− x)f(x)dx.

于是 h 关于 c 可微，

h′(c) =
d

dc

(∫ +∞

c

(x− c)f(x)dx

)
+

d

dc

(∫ c

−∞
(c− x)f(x)dx

)

= −(c− c)f(c)−
∫ +∞

c

f(x)dx + (c− c)f(c) +

∫ c

−∞
f(x)dx

= F (c)− [
1− F (c)

]
= 2F (c)− 1.

所以，在区间 I1 := {c : F (c) < 1/2}上，h′(c) < 0，h严格减，在区间 I3 := {c : F (c) > 1/2}
上，h′(c) > 0，h 严格增，在区间

I2 := {c : F (c) = 1/2}

上，h 为常数，所以区间 I2 中的点都是 h 的最小值点。当区间 I2 是单点集时，这个唯一
的 c 值恰是 X 的中位数。

下面我们考虑一般情形。这时，

h(c) := E|X − c| =
∫ +∞

0

P (|X − c| > x)dx

=

∫ +∞

0

P (X > c + x)dx +

∫ +∞

0

P (X < c− x)dx

=

∫ +∞

c

P (X > x)dx +

∫ c

−∞
P (X < x)dx.

所以，对 c1 < c2，

h(c2)− h(c1) =

∫ c2

c1

P (X < x)dx−
∫ c2

c1

P (X > x)dx,

于是

[
P (X < c1)− P (X > c1)

]
(c2 − c1) ≤ h(c2)− h(c1) ≤

[
P (X < c2)− P (X > c2)

]
(c2 − c1).

如果 F (c2) < 1
2
，则

P (X < c2)− P (X > c2) ≤ 2F (c2)− 1 < 0.
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如果 P (X < c1) > 1
2
，则

P (X < c1)− P (X > c1) = P (X < c1)− 1 + P (X ≤ c1) ≥ 2P (X < c1)− 1 > 0.

于是 h 在区间

I1 :=

{
c ∈ R : F (c) <

1

2

}

上严格减（由分布函数的性质，我们知道 I1 是形如 (c∗, +∞) 的开区间），在区间

I3 :=

{
c ∈ R : P (X < c) >

1

2

}

上严格增（由函数 c 7→ P (X < c) 的性质，我们知道 I3 是形如 (−∞, c∗) 的开区间）。如
果 c1 < c2 是区间

I2 :=

{
c ∈ R : P (X < c) ≤ 1

2
≤ F (c)

}
= [c∗, c∗]

中的两个点，则
1

2
≤ F (c1) = P (X ≤ c1) ≤ P (X < c2) ≤ 1

2
,

所以

F (c) = P (X < c) =
1

2
, ∀c ∈ I2,

于是对任意 c1, c2 ∈ I2, c1 < c2，

0 =
[
P (X < c1)−P (X > c1)

]
(c2−c1) ≤ h(c2)−h(c1) ≤

[
P (X < c2)−P (X > c2)

]
(c2−c1) = 0, ∀.

即 h 在区间 I2 上为常值。这个常值就是 h 的最小值。

当 I2 是单点集时，这个唯一的 c 值恰是 X 的中位数。

注：在分布函数的图像中把

h(c) =

∫ +∞

c

P (X > x)dx +

∫ c

−∞
P (X < x)dx.

解释成某些特定区域（直线 x = c 左侧、分布函数图像以下、y = 0 以上的区域及直线 x = c
右侧、分布函数图像以上、y = 1 以下的区域）的面积，你可以更直观地理解上述一般情形
的证明（比如让直线 x = c 从左向右移动）。

题题题 7 设随机变量 X 服从参数为 λ 的泊松分布，试导出 X 的 k 阶原点矩的递推公式，并由此求
出 X 的二阶、三阶、四阶原点矩及中心矩。

解：考虑 X 的概率母函数

g(z) = E(zX) =
∞∑

n=0

λn

n!
e−λzn = eλ(z−1).

求关于 z 的 k 阶导数在 z = 1 的值，得到

g(k)(1) = E
[
X(X − 1) · · · (X − k + 1)1X−k

]
= E

[
X(X − 1) · · · (X − k + 1)

]

= k!× eλ(z−1) 在 z = 1 处的 Taylor 展开式中 (z − 1)k 的系数 = λk.
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所以
EXk + ak,k−1EXk−1 + ak,k−2EXk−2 + · · ·+ ak,1EX = λk,

其中 ak,k−1, . . . , ak,1 满足

x(x− 1) · · · (x− k + 1) = xk + ak,k−1x
k−1 + · · ·+ ak,1x.

易见

ak+1,k = ak,k−1 − k,

ak+1,j = ak,j−1 − kak,j, j = 2, 3, . . . , k − 1;

ak+1,1 = −kak,1.

a2,1 = −1.

由
E(X(X − 1)) = λ2

得到
EX2 = λ2 + EX = λ2 + λ.

由
E(X(X − 1)(X − 2)) = λ3

得到
EX3 = λ3 + 3EX2 − 2EX = λ3 + 3(λ2 + λ)− 2λ = λ3 + 3λ2 + λ.

由
E(X(X − 1)(X − 2)(X − 3)) = λ4

得到

EX4 = λ4+6EX2−11EX2+6EX = λ4+6(λ3+3λ2+λ)−11(λ2+λ)+6λ = λ4+6λ3++7λ2+λ.

利用

E(X − EX)k = E(X − λ)k =
k∑

i=0

(
k

i

)
(−λ)k−iEX i

可从 X 的各阶原点矩得到 X 的各阶中心矩。


