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第 1章 极限与连续性

1.1 多元函数的例子

如果一个变量 y 的值由另外一些变量 x1, . . . , xm 的值所唯一确定，则我

们说 y 是关于 x1, . . . , xm 的一个 m 元函数，称 y 为因变量或函数值变量，称

x1, . . . , xm为自变量。

例如，地球上每个点的位置可以由经度 x1 和纬度 x2 描述，该点处的地表

海拔高度 h弨x1, x2弩是关于经度 x1和纬度 x2的一个二元函数。

又如，一张黑白图片，每个像素点的位置可以由一对横纵坐标 弨x1, x2弩 表

示，而对每个位置 弨x1, x2弩，有一个灰度值 f弨x1, x2弩与之对应。

再如，我们知道单摆运动由微分方程

θ′′ 弫
g

l
彳彩彮 θ 弽 弰

刻画，而这个二阶微分方程的解由初始条件 弨θ, v弩 弽 弨θ弨x0弩, θ
′弨x0弩弩确定。而机

械能

E 弽
v2

弲
弫
g

l
弨弱− 彣彯彳 θ弩

是关于相点弨θ, v弩的二元函数，相点组成的集合称为相空间。

上面这三个例子，第三个我们写出了函数的精确表达式，但前两个恐怕没

有简单的精确表达式。所以表达式只是了解函数的途径之一。

了解函数 f 强 D → R的另一途径是函数 f 的图像，也就是集合

{弨x, f弨x弩弩|x ∈ D}.

在某些情况下，这是比表达式更直观的描述方式。

例如地球表面就是高度函数 h弨x1, x2弩的图像，这时我们把定义域D看成海

平面高度的一个标准的球面。

一张黑白图片本身也就是灰度值函数 f弨x1, x2弩的图像，所以你目前看到的

这一页就是一个函数的图像。

对单摆的机械能而言，我们可以借助计算机软件画出机械能函数 E弨θ, v弩的

图像。

弱
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然而，对自变量个数大于 弲的函数，我们需要在至少 弴维空间弨至少 弳个自

变量和 弱个函数值弩中才能描述函数图象。这对于生活在 弳维空间中的人类来说

不太现实。

解决这个问题的一个办法是利用截面，即把一部分自变量视为参数。比如

一部黑白无声电影可以看成是屏幕上的点弨由一对坐标 弨x1, x2弩 弩和时间 t所确定

的灰度值函数 f弨x1, x2, t弩。电影中的每一帧画面就是给定 t时，关于 弨x1, x2弩的

函数 f弨x1, x2, t弩，这时把 t当参数，把 弨x1, x2弩当成自变量。无声电影的制作过

程就是就是在产生一本连环画弨电影胶片弩，而放映过程就是把电影胶片变成我

们在屏幕上看到的连续画面。

另一个方法，是把函数值反映到自变量空间中，这就是等值集：即对给定

的值 C，相应的集合

f−1弨C弩 强弽 {x|f弨x弩 弽 C}.

如果我们在自变量空间中画出 f 的所有的等值集，我们也就了解了 f。从

等值集的分布情况和形状特征，我们可以了解一个函数的重要性质。例如，在



弱弮弲弮 RM 中的距离与点列极限 弳

地图中通过等高线，我们可以了解海拔高度函数 h弨x1, x2弩的变化，从而知道哪

里是山峰，哪里是山谷。又如，由于机械能守恒，所以在单摆的相平面上，能

量函数 E 的等值集包含了单摆方程的相曲线 弨θ弨t弩, θ′弨t弩弩。我们会发现在平衡

点弨弰, 弰弩，弨π, 弰弩，以及其他点附近，能量函数的等值集的分布情况是不一样的，

从中我们可以了解它们运动性态上的差别。

除了多元函数，还有多元映射，即多个变量 y1, . . . , yn 的值由一组变量 x1,

. . . , xm所确定
y1

弮弮弮

yn

 弽


f1弨x1, . . . , xm弩

弮弮弮

fn弨x1, . . . , xm弩

 , 即


y1 弽 f1弨x1, . . . , xm弩,

弮弮弮

yn 弽 fn弨x1, . . . , xm弩.

例如，电脑屏幕上一张彩色画面是每个位置 弨x1, x2弩 对应一组红绿蓝色彩值

弨r, g, b弩。又如，在某一瞬间，地球在经纬度 弨x1, x2弩 的地方的温度 T、气压 P

和风速大小 V。再如，平面直角坐标 弨x, y弩和极坐标 弨r, θ弩之间由二元映射(
x

y

)
弽

(
r 彣彯彳 θ

r 彳彩彮 θ

)
, 即

x 弽 r 彣彯彳 θ,

y 弽 r 彳彩彮 θ

相互联系。

有一种多元映射称为向量场，它在空间的每个点 x处指定一个向量V弨x弩。

例如，单摆方程在它的相空间中每个点 弨θ, v弩处对应一个向量 弨v,− gl 彳彩彮 θ弩。

习题1.1

弱弮 举出更多日常生活中遇到的多元函数、多元映射和向量场，包括有具体表

达式的例子和没有具体表达式的例子。并说明它们的图像和等值集。

弲弮 举一个至少有四个自变量的多元函数的例子，并描述它的样子。

弳弮 用 彇彥彯彧彥形彲彡或彗彯彬彦彲彡彭彡彬彰彨彡画以下二元函数的图像和它的等值集。

弨彡弩 x2 弫 弲y2；弨形弩 x2 − y2；弨彣弩 x2 弫 xy 弫 y2； 弨彤弩 xy；弨彥弩 x弫 弲y

弴弮 计算函数 f弨x, y弩 弽 x2+y2

x+y 的等值集，并据此画出 f 的函数图像。

張弮 计算函数 g弨x, y, z弩 弽 x2+y2+z2

x+y+z 的等值集，并据此想象 g的函数图像。

弶弮 如何在一个两个自变量两个函数值的映射的定义域中画出这个映射的样

子？

1.2 Rm 中的距离与点列极限

微积分的目的是通过在局部用比较简单的函数来代替原来的函数来研究与

函数有关的性质。比如，函数的连续性、函数的极限、积分都是用局部常值函
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数近似；为了了解函数在一点附近的变化，我们用线性函数弨微分弩、二次函数

或多项式弨 彔彡役彬彯彲展开弩近似。这些都依赖于对逼近程度的度量，所以让我们从

距离和极限的概念开始。

由m个实数 x1, x2, . . . , xm 组成一个有序实数组，

x 弽


x1

x2

弮弮弮

xm

 弽 弨x1, . . . , xm弩T ,

这些实数组构成一个m维弨实弩线性空间

Rm 弽 {x 弽 弨x1, . . . , xm弩T |x1, . . . , xm ∈ R}

中的元素我们有时称为“点”，有时称为“向量”，xk 称为 x 的第 k 个坐标。

在 Rm 中可以引入加法和数乘运算：对 x 弽 弨x1, . . . , xm弩T ,y 弽 弨y1, . . . , ym弩T ∈
Rm 及 λ ∈ R，

x弫 y 强弽 弨x1 弫 y1, . . . , xm 弫 ym弩T ,

λx 强弽 弨λx1, . . . , λxm弩T .

我们知道

e1 弽


弱

弰
弮弮弮

弰

 , e2 弽


弰

弱
弮弮弮

弰

 , . . . , em 弽


弰

弰
弮弮弮

弱


是 Rm的一组基，即每个 x ∈ Rm 可以唯一地写为这组基的线性组合

x 弽 x1e1 弫 x2e2 弫 · · ·弫 xmem 弽强 弨e1, e2, . . . , em弩


x1

x2

弮弮弮

xm

 ,

这个线性组合中的系数 x1, x2, . . . , xm就是 x在这组基下的坐标。

在点和点之间我们可以引入距离的概念，用来刻画它们之间的远近程度。

定义 1.2.1. 称二元函数 d 强 Rm × Rm → R是一个距离，如果它满足

弱弮 对任意 x,y ∈ Rm， d弨x,y弩 弽 d弨y,x弩 ≥ 弰；

弲弮 对任意 x,y ∈ Rm， d弨x,y弩 弽 弰当且仅当 x 弽 y；
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弳弮 对任意 x,y, z ∈ Rm， d弨x, z弩 ≤ d弨x,y弩 弫 d弨y, z弩。

对 r > 弰，记

B弨x, r弩 强弽 {y ∈ Rm|d弨x,y弩 < r},

称为以 x为中心，以 r 为半径的开球。

称 Rm 上的距离 d是平移不变的，如果对任意 x,y, z ∈ Rm，

d弨x弫 z,y 弫 z弩 弽 d弨x,y弩.

对于向量，我们可以引入“范数”来度量它的长度。

定义 1.2.2. 称函数 ‖ · ‖ 强 Rm → R是一个范数，如果

弱弮 对任意 x,y ∈ Rm， ‖x弫 y‖ ≤ ‖x‖弫 ‖y‖；

弲弮 对任意 x ∈ Rm， ‖x‖ ≥ 弰； ‖x‖ 弽 弰当且仅当 x 弽 0；

弳弮 对任意 x ∈ Rm和任意 λ ∈ R， ‖λx‖ 弽 |λ|‖x‖。

在向量空间中还可以引进“内积”，它不仅可以定量地刻画两个向量在方

向上的差别，还能帮助我们度量向量的长度。

定义 1.2.3. 称二元函数 〈·, ·〉 强 Rm × Rm → R是一个内积，如果它满足

弱弮 弨对称弩 对任意 x,y ∈ Rm， 〈x,y〉 弽 〈y,x〉；

弲弮 弨双线性弩 对任意 x,y, z ∈ Rm 以及任意 α, β ∈ R，

〈αx弫 βy, z〉 弽 α〈x, z〉弫 β〈y, z〉弻

弳弮 弨正定弩 对任意 x ∈ Rm，〈x,x〉 ≥ 弰；且 〈x,x〉 弽 弰当且仅当 x 弽 0。

注 1.2.4. 称 f 强 Rm×Rm → R是一个双线性函数，如果对任意 x,y, z ∈ Rm以
及任意 α, β ∈ R，

f弨αx弫 βy, z弩 弽 αf弨x, z弩 弫 βf弨y, z弩弻

f弨z, αx弫 βy弩 弽 αf弨z,x弩 弫 βf弨z,y弩.
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当 f 是对称弨即 f弨x,y弩 弽 f弨y,x弩 弩或反对称弨即 f弨x,y弩 弽 −f弨y,x弩 弩时，上述线
性关系等式只须验证其中一个成立即可。

定理 1.2.5. 1. Rm 上的范数 ‖ · ‖给出一个平移不变的距离 d：

d弨x,y弩 弽 ‖x− y‖.

2. Rm 上的内积 〈·, ·〉确定了一个范数 ‖x‖ 弽
√
〈x,x〉，内积和由它确定的范

数满足 Cauchy-Schwarz不等式：

|〈x,y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

例 1.2.6. 弨弱弩 对任意 p ≥ 弱，

‖x‖p 强弽 弨|x1|p 弫 · · ·弫 |xm|p弩
1
p

定义了 Rm上一个范数，它给出 Rm上一个距离：

dp弨x,y弩 强弽 弨|x1 − y1|p 弫 · · ·弫 |xm − ym|p弩
1
p .

当 p 弽 弲时，范数 ‖ · ‖2和距离 d2分别称为欧氏范数和欧氏距离，它们由内积

〈x,y〉 弽 x1y1 弫 · · ·弫 xmym

导出。

弨弲弩

‖x‖∞ 强弽 彭彡彸 {|x1|, . . . , |xm|}

定义了 Rm上一个范数，它给出 Rm上一个距离：

d∞弨x,y弩 强弽 彭彡彸 {|x1 − y1|, . . . , |xm − ym|} .

弨弳弩 对任意 p, q ≥ 弱，

‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ m
1
p ‖x‖∞,

弱

m
1
q

‖x‖q ≤ ‖x‖p ≤ m
1
p ‖x‖q.

定义 1.2.7. 称集合 E ⊂ Rm 有界，如果存在 M > 弰 使得对任意 x ∈ E，

‖x‖ ≤M。
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定义 1.2.8. 设 {xn}是 xn ∈ Rm中的点列。

弱弮 称 {xn}有界，如果存在M > 弰使得对任意正整数 n， ‖xn‖ ≤M。

弲弮 称 {xn}收敛，如果存在A ∈ Rm使得对任意 ε > 弰，存在正整数N弨ε弩 > 弰

使得对任意正整数 n，只要 n ≥ N弨ε弩就有 ‖xn − A‖ < ε。称这样的 A是

点列 {xn}的一个极限。记 A 弽 彬彩彭
n→+∞

xn。

弳弮 称 {xn}是一个 Cauchy 点列，如果对任意 ε > 弰，存在正整数 N弨ε弩 > 弰

使得对任意正整数 p, q，只要 p, q ≥ N弨ε弩就有 ‖xp − xq‖ < ε。

因为

|xk| ≤ ‖x‖∞ 弽 彭彡彸
1≤k≤m

|xk| ≤
m∑
k=1

|xk|,

所以以下命题弱弮弲弮弹、定理弱弮弲弮弱弰、定理弱弮弲弮弱弱在 ‖ · ‖∞下成立，即点列的有界性、
收敛性、彃彡彵彣彨役性质可以通过坐标分量来检查。

命题 1.2.9. 设 {xn}是 xn ∈ Rm 中的点列， xn 弽 弨x
(n)
1 , . . . , x

(n)
m 弩T。则

1. {xn}是有界点列当且仅当对任意 弱 ≤ k ≤ m，数列 {x(n)
k }n≥1 是有界数

列。

2. {xn} 是 Cauchy 点列当且仅当对任意 弱 ≤ k ≤ m，数列 {x(n)
k }n≥1 是

Cauchy数列。

3. 彬彩彭
n→+∞

xn 弽 A当且仅当对任意 弱 ≤ k ≤ m，数列 彬彩彭
n→+∞

x
(n)
k 弽 Ak。

于是利用实数集 R的性质可以知道：（在 ‖ · ‖∞ 下）

定理 1.2.10. Rm 中的一个点列收敛当且仅当它是一个 Cauchy点列。

定理 1.2.11. Rm 中任何有界点列都有收敛的子点列。

定理 1.2.12. Rm 上任何范数 ‖ · ‖都与范数 ‖ · ‖∞ 等价，即存在正数 C > 弱使

得对任意 x ∈ Rm，
弱

C
‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ C‖x‖∞.

因而 Rm 上所有范数彼此等价。

证明. 记 ek 弽 弨弰, . . . , 弱, . . . , 弰弩T，即 Rm中第 k个坐标为 弱，其他坐标都为 弰的

向量。
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一方面，记 C1 弽 ‖e1‖弫 · · ·弫 ‖em‖。则

‖x‖ 弽 ‖x1e1 弫 · · ·弫 xmem‖ ≤ |x1|‖e1‖弫 · · ·弫 |xm|‖em‖ ≤ C1‖x‖∞.

另一方面，假设对任意正整数 n，都存在 yn ∈ Rm使得

‖yn‖∞ > n‖yn‖.

则 yn 6弽 0，取 xn 弽 yn
‖yn‖∞，则 ‖xn‖∞ 弽 弱， ‖xn‖ < 1

n。

因为 ‖xn‖∞ 弽 弱，所以根据定理弱弮弲弮弱弱知存在子列 xnk 弨在 ‖ · ‖∞ 下弩收敛，

极限为 x0。因此

‖x0‖ ≤ ‖xnk‖弫 ‖xnk − x0‖ ≤
弱

nk
弫 C1‖xnk − x0‖∞ → 弰, k → 弫∞.

从而 x0 弽 0。然而

弱 弽 ‖xn‖∞ ≤ ‖x0‖∞ 弫 ‖x0 − xnk‖∞ 弽 ‖x0 − xnk‖∞ → 弰, k → 弫∞.

矛盾。所以存在正整数 N 使得对任意 x ∈ Rm， ‖x‖∞ ≤ N‖x‖。取 C 弽

C1 弫N，则对任意 x ∈ Rm，
弱

C
‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ C‖x‖∞.

于是命题弱弮弲弮弹、定理弱弮弲弮弱弰、定理弱弮弲弮弱弱在任何范数 ‖ · ‖下成立。在 Rm 中
讨论涉及有界、收敛以及后面引入的连续、可微等概念的问题时，所得结论与

选用的范数无关。

定义 1.2.13. 称集合 E ⊆ Rm 是一个闭集，如果 E 中任何收敛点列 {xn}的极
限 彬彩彭

n→+∞
xn 也在 E 中。

定理 1.2.14. K ⊆ Rm 是有界闭集⇔ K 中任何点列有在 K 中收敛的子列。

证明. 弨⇐ 弩设K 满足：K 中任何点列有在K 中收敛的子列。假设K 无界。则

对任意正整数 n，存在 xn ∈ K 使得 ‖xn‖ > n。于是点列 {xn}的任何子列也无
界，从而不收敛。这与K 中任何点列有在K 中收敛的子列矛盾。

假设 K 不是闭集。则存在 K 中点列 {xn}使得 A 弽 彬彩彭
n→+∞

xn 存在但 A /∈
K。然而 {xn}的任何子列也以 A为极限，这与K 中任何点列有在K 中收敛的

子列矛盾。

所以K 是有界闭集。

弨⇒ 弩 设 K 是有界闭集，则 K 中任何点列 {xn}有界，因此有在 {Rm}中
收敛的子列 A 弽 彬彩彭

k→+∞
xnk。由于K 是闭集，所以 A ∈ K。
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习题1.2

弱弮 使用 彇彥彯彧彥形彲彡软件在 R2中画出以下集合的图形：

{弨x, y弩||x|弫|y| 弽 弱}, {弨x, y弩||x|2弫|y|2 弽 弱}, {弨x, y弩|彭彡彸{|x|, |y|} 弽 弱}.

观察

{弨x, y弩||x|p 弫 |y|p 弽 弱}

的图形随参数 p的变化，并说明为什么 弰 < p < 弱时 弨|x|p 弫 |y|p弩
1
p 不是范

数。结合上述图形，理解定理弱弮弲弮弱弴。

弲弮 称 C ⊂ Rm 是一个凸集，如果对任意 x,y ∈ C 以及任意 弰 < t < 弱，都

有 弨弱 − t弩x 弫 ty ∈ C。称 C ⊂ Rm 是对称的，如果对任意 x ∈ C，都有
−x ∈ C。

弨彡弩 若 ‖ · ‖是 Rm 上的一个范数，则 C 弽 {x ∈ Rm|‖x‖ ≤ 弱}是一个对
称的闭的凸集。

弨形弩 设 Rm 上的函数 ‖ · ‖满足正定性和正齐次性。证明 ‖ · ‖是范数当且
仅当 C 弽 {x ∈ Rm|‖x‖ ≤ 弱}是一个凸集。

弨彣弩 设 C ⊂ Rm 是一个对称凸集，满足：对任意 x ∈ Rm，存在 λx > 弰

使得 λ−1
x x ∈ C。试讨论集合 C 的彍彩彮彫彯彷彳彫彩泛函

‖x‖C 强弽 彩彮彦{λ > 弰|λ−1x ∈ C}

是否在 Rm上定义了一个范数。

弳弮 设 ‖ · ‖# 和 ‖ · ‖∗ 分别是 Rm和 Rn上的两个范数。证明对 p ≥ 弱，

‖弨x,y弩‖p 弽
(
‖x‖# p

弫 ‖y‖∗ p
) 1
p

,

‖弨x,y弩‖∞ 弽 彭彡彸{‖x‖#, ‖y‖∗},

都是 Rm × Rn上的范数。

弴弮 设 A是一个 n行m列的矩阵，A的m个列向量线性无关， ‖ · ‖是 Rn上
的一个范数。对 x ∈ Rm，令

‖x‖A 弽 ‖Ax‖.

证明： ‖ · ‖A 是 Rm 上的一个范数。

張弮 设 彾e1, . . . , 彾em 是 Rm 的任意一组基。则对任意 x ∈ Rm，存在唯一一组实
数 ξ1, . . . , ξm 使得

x 弽 ξ1彾e1 弫 · · ·弫 ξm彾em.
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记

‖x‖ 弽 彭彡彸{|ξ1|, . . . , |ξm|}.

证明： ‖ · ‖是 Rm上的一个范数。再由 Rm上范数等价知， Rm中涉及极
限、连续等概念的结论与 Rm 中坐标系选取无关。

弶弮 （ 彌彡彧彲彡彮彧彥恒等式）证明对任意实数 a1, . . . , an, b1, . . . , bn，(
n∑
i=1

|ai|2
)(

n∑
i=1

|bi|2
)
−

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣
2

弽
∑

1≤i<j≤n

|aibj − ajbi|2.

由这个恒等式不难得到传统的 彃彡彵彣彨役弭当彣彨彷彡彲彺不等式(
n∑
i=1

|ai|2
)(

n∑
i=1

|bi|2
)
≥

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣
2

,

同时它也给出了计算 Rn 中以向量 a 弽 弨a1, . . . , an弩
T 和 b 弽 弨b1, . . . , bn弩

T

为邻边所形成的平行四边形的面积的办法，等式右端的那些二阶行列式的

绝对值 |aibj − ajbi|是该平行四边形在各个二维坐标平面上的投影面积。

強弮 设 ‖ · ‖ 是 Rm 上的一个范数。证明存在 Rm 上的内积 〈·, ·〉 使得对任意
x ∈ Rm， ‖x‖ 弽

√
〈x,x〉，当且仅当对任意 x,y ∈ Rm，

‖x弫 y‖2 弫 ‖x− y‖2 弽 弲
(
‖x‖2 弫 ‖y‖2

)
.

弨提示：〈x,y〉 弽 ‖x+y‖2−‖x‖2−‖y‖2
2 弩 并根据这个结论判断是否存在内积使

得 ‖x‖∞ 弽
√
〈x,x〉。

弸弮 记Mm,n为由所有m行 n列的实数方阵组成的线性空间，定义

〈A,B〉 弽 彴彲弨ATB弩, A,B ∈Mm,n,

其中 彴彲弨C弩表示矩阵 C 的对角线元素之和弨称为 C 的迹弩。证明 〈A,B〉是
Mm,n上的一个内积。这实际上是 Rm×n 上的标准内积。

弹弮 弨压缩不动点定理弩 设 E ⊆ Rm 是一个非空闭集， F 强 E → Rm满足

弨彡弩 F 弨E弩 ⊆ E ；

弨形弩 存在 弰 < λ < 弱使得 ‖F 弨x弩− F 弨y弩‖ ≤ λ‖x− y‖。

证明F 有唯一不动点x∗ 弨即F 弨x∗弩 弽 x∗ 弩，且对任意x ∈ E， 彬彩彭
n→+∞

Fn弨x弩 弽

x∗，事实上，

‖Fn弨x弩− x∗‖ ≤ λn

弱− λ
‖F 弨x弩− x‖, ∀x ∈ E,∀n ≥ 弱.
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弱弰弮 定义

d1弨x, y弩 弽

∣∣∣∣x− 弱

弲
彳彩彮x− y 弫 弱

弲
彳彩彮 y

∣∣∣∣ ,
d2弨x, y弩 弽 |彥x − 彥y| ,

弨彡弩 证明：d1, d2都是 R上的一个距离，但它们都不是平移不变的。

弨形弩 这两个距离是否与 |x− y|定义的距离等价？

1.3 多元函数的连续性

定义 1.3.1. 设 E ⊆ Rm。称 f 强 E → Rp在 x0 ∈ E 处连续，如果对任意 ε > 弰，

存在 δ > 弰使得对任意 x ∈ E，只要 ‖x − x0‖ < δ 就有 ‖f弨x弩 − f弨x0弩‖∗ < ε。

这里 ‖ · ‖, ‖ · ‖∗ 分别是 f 的定义域空间和值域空间中的范数。

称 f 在 E0 ⊆ E 上连续，如果 f 在每个 x0 ∈ E0处连续。

称 f 是一个连续映射，如果 f 在它的定义域 E 上连续。

定理 1.3.2. f 强 E → Rp 在 x0 ∈ E 处连续当且仅当对 E 中任意点列 {xn}n≥1，

只要 彬彩彭
n→+∞

xn 弽 x0，就有 彬彩彭
n→+∞

f弨xn弩 弽 f弨x0弩。

易见，连续性与空间中等价范数的选取无关。

命题 1.3.3. 设 f 强 E → Rp 连续， f弨x弩 弽 弨f1弨x弩, . . . , fp弨x弩弩
T。则 f 强 E → Rp

连续当且仅当每个 fk 强 E → R ( 弱 ≤ k ≤ p )都连续。

证明. 充分性时对 f弨x弩用范数 ‖ · ‖1；必要性时对 f弨x弩用范数 ‖ · ‖∞。

例 1.3.4. Rm 上任何常值映射是连续的。

例 1.3.5. Rm 上任何范数是连续的。

证明. |‖x‖ − ‖x0‖| ≤ ‖x− x0‖。

例 1.3.6. Rm上任何线性映射是连续的。

证明. 设 L 强 Rm → Rp是线性映射。于是对

x 弽 x1e1 弫 · · ·弫 xmem, y 弽 y1e1 弫 · · ·弫 ymem,

由 L的线性知

‖L弨x弩− L弨y弩‖ 弽 ‖弨x1 − y1弩L弨e1弩 弫 · · ·弫 弨xm − ym弩L弨em弩‖

≤ |x1 − y1|‖L弨e1弩‖弫 · · ·弫 |xm − ym|‖L弨em弩‖

≤ ‖x− y‖∞ 弨‖L弨e1弩‖弫 · · ·弫 ‖L弨em弩‖弩 .
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例 1.3.7. 任何双线性映射B 强 Rm×Rn → Rp，即 ∀α1, α2, β1, β2 ∈ R,x1,x2,x ∈
Rm,y1,y2,y ∈ Rn

B弨α1x1 弫 α2x2,y弩 弽 α1B弨x1,y弩 弫 α2B弨x2,y弩,

B弨x, β1y1 弫 β2y2弩 弽 β1B弨x,y1弩 弫 β2B弨x,y2弩,

都是连续的。

证明.

‖B弨x,y弩‖ 弽

∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

n∑
j=1

xiyjB弨ei, fj弩

∥∥∥∥∥∥
≤

m∑
i=1

n∑
j=1

|xi||yj |‖B弨ei, fj弩‖

≤ ‖x‖∞‖y‖∞
m∑
i=1

n∑
j=1

‖B弨ei, fj弩‖ ≤M‖x‖‖y‖.

所以

‖B弨x,y弩−B弨x0,y0弩‖

弽‖B弨x− x0,y − y0弩 弫B弨x− x0,y0弩 弫B弨x0,y − y0弩‖

≤‖B弨x− x0,y − y0弩‖弫 ‖B弨x− x0,y0弩‖弫 ‖B弨x0,y − y0弩‖

≤M‖x− x0‖‖y − y0‖弫M‖x− x0‖‖y0‖弫M‖x0‖‖y − y0‖.

因此对任意 ε > 弰，当

‖弨x,y弩−弨x0,y0弩‖ 弽 彭彡彸{‖x−x0‖, ‖y−y0‖} < 彭彩彮

{
弱,

ε

M弨弱 弫 ‖x0‖弫 ‖y0‖弩

}
时，‖B弨x,y弩−B弨x0,y0弩‖ < ε。

类似可得

例 1.3.8. 任何多重线性映射都是连续映射。

作为上述例题的推论，

例 1.3.9 弨向量运算的连续性). Rm中的向量的加法、数乘、内积、实数乘法都
是连续映射。

证明. 加法 弨x,y弩 7→ x弫 y是一个线性映射。

数乘 弨λ,x弩 7→ λx，内积 弨x,y弩 7→ 〈x,y〉，和实数乘法 弨x, y弩 7→ xy都是双线

性映射。

例 1.3.10. 投影 Rm1 × Rm2 × · · · × Rmk → Rmi , 弨x1,x2, . . . ,xk弩 7→ xi 是线性

映射，从而是连续映射。
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定理 1.3.11 弨复合映射的连续性). 设E ⊆ Rm，F ⊆ Rp，f 强 E → Rp在x0 ∈ E
处连续， g 强 F → Rq 在 y0 弽 f弨x0弩 ∈ F 连续，则 g ◦ f 强 E ∩ f−1弨F 弩 → Rq 在
x0 处连续。

例 1.3.12. 行列式是关于矩阵的连续函数。

证明. 记 Ai 为矩阵 A的第 i列向量，则 A 7→ Ai 是连续函数，而 彤彥彴弨A弩是关

于 弨A1, A2, . . . , Am弩的m重线性函数，所以 彤彥彴连续。

例 1.3.13. 设 E ⊆ Rm，f 强 E → R在 x0 ∈ E 处连续， f弨x0弩 6弽 弰，则 1
f 在 x0

处连续。

证明. 取 g弨y弩 弽 1
y，于是 g在 R\{弰}连续， 1

f 弽 g ◦ f 在 x0连续。

例 1.3.14. 考虑 R2上的函数

f弨x1, x2弩 弽


x1x2

x2
1 弫 x2

2

, 弨x1, x2弩 6弽 弨弰, 弰弩,

A, 弨x1, x2弩 弽 弨弰, 弰弩.

问 f 是否为连续函数？

解： 投影

Lk弨x1, x2弩 弽 xk, k 弽 弱, 弲

都是连续的。

h弨y弩 弽
弱

y
, y 6弽 弰

是连续函数。所以当 x2
1 弫 x2

2 6弽 弰时，

f弨x弩 弽 L1弨x弩L2弨x弩h弨L1弨x弩L1弨x弩 弫 L2弨x弩L2弨x弩弩

是连续函数。

假设 f 在 x 弽 弰处连续。记

x弨t弩 弽

弨t 彣彯彳 1
t , t 彳彩彮

1
t 弩, t 6弽 弰,

弨弰, 弰弩, t 弽 弰.

则 x弨t弩是连续映射，所以 f弨x弨t弩弩在 t 弽 弰连续。而

f弨x弨t弩弩 弽


弱

弲
彳彩彮 2

t , t 6弽 弰,

A, t 弽 弰,

无论 A 取何值， f弨x弨t弩弩 在 t 弽 弰 处都不连续，从而 f 在 x 弽 弰 处都不连续。

定理 1.3.15. 设 E ⊆ Rm， f 强 E → Rp 连续。则
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1. 对 E 的任何有界闭子集 K，f弨K弩也是一个有界闭集。

2. 若 p 弽 弱，则对 E 的任何非空有界闭子集 K，f 在 K 上有最大值和最小

值。

证明. 任给 f弨K弩中点列 {f弨xn弩}n≥1，其中 xn ∈ K。
因为K 是有界闭集，所以点列 {xn}有收敛子列 彬彩彭

k→+∞
xnk 弽 x0 ∈ K。

因为 f 在 x0连续，所以 彬彩彭
k→+∞

f弨xnk弩 弽 f弨x0弩 ∈ f弨K弩。

因此 f弨K弩是有界闭集。

若 p 弽 弱，则 f弨K弩 是 R 中的非空有界闭集，从而 f弨K弩 有最大值和最小

值。

例 1.3.16. 设 〈·, ·〉是 Rn 上的内积， A是个 n阶对称方阵，即

〈Ax,y〉 弽 〈x, Ay〉, ∀x,y ∈ Rn.

证明：Rn中存在 n个两两正交的单位向量 v1, . . . ,vn以及实数 λ1, . . . , λn使得

Avk 弽 λkvk, k 弽 弱, . . . , n.

证明. 定义

f弨x弩 弽 〈Ax,x〉.

则 f 是连续函数。考虑K 弽 {v ∈ Rn|‖v‖ 弽 弱}。则K 是 Rn 的有界闭子集。 f

在K 上取得最大值 λ1 弽 f弨v1弩 弽 〈Av1,v1〉。
任取与 v1正交的单位向量 彞w1，记

u弨θ弩 弽 彣彯彳 θv1 弫 彳彩彮 θ 彞w1, g弨θ弩 弽 f弨u弨θ弩弩.

则 〈u弨θ弩,u弨θ弩〉 弽 弱，即 u弨θ弩 ∈ K，从而 θ 弽 弰是 g的最大值点。

注意到 u弨θ弩 弽 v1 弫 θ 彞w1 弫 o弨θ弩 弨 θ → 弰 弩，所以

g弨θ弩 弽 〈Au弨θ弩,u弨θ弩〉

弽 〈Av1 弫 θA 彞w1 弫 o弨θ弩,v1 弫 θ 彞w1 弫 o弨θ弩〉

弽 g弨弰弩 弫 弲θ〈Av1, 彞w1〉弫 o弨θ弩, θ → 弰.

因为 θ 弽 弰是 g的最大值点，所以 〈Av1, 彞w1〉 弽 g′(0)
2 弽 弰， Av1 与 彞w1正交。

因此 Av1与 v1共线，从而 Av1 弽 λ1v1。

如果 V 是 A不变子空间，记 V ⊥ 弽 {w ∈ Rn|〈w,v〉 弽 弰,∀v ∈ V }，则

〈Aw,v〉 弽 〈w, Av〉 弽 弰, ∀w ∈ V ⊥,∀v ∈ V,

所以对任意 w ∈ V ⊥ ， Aw ∈ V ⊥，即 V ⊥是 A不变子空间。
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对特征向量 v1,v2, . . . ,vk 弨 k < n 弩，它们张成的线性子空间 Vk及其正交补

空间 V ⊥k 都是 A不变子空间。在 V ⊥k 上考虑 f 在 K ∩ V ⊥k 上的最大值点，得到
特征向量 vk+1 和相应的特征值 λk+1。这样最终得到两两正交的单位特征向量

v1,v2, . . . ,vn 和相应的特征值 λ1, λ2, . . . , λn。

定理 1.3.17. 设 E ⊆ Rm， f 强 E → Rp 连续。则对 E 的任何有界闭子集 K，

f 在 K 上是一致连续的，即对任意 ε > 弰，存在 δ > 弰使得对任意 x ∈ K 以及
任意 y ∈ E，只要 ‖x − y‖ < δ，就有 ‖f弨x弩 − f弨y弩‖∗ < ε。这里 ‖ · ‖, ‖ · ‖∗ 分
别是 f 的定义域空间和值域空间中的范数。

证明留作练习。

定义 1.3.18. 称 E ⊆ Rm 是一个道路连通集合，如果对任意 x,y ∈ E，存在连
续映射 f 强 彛弰, 弱彝 → Rm 使得 f弨弰弩 弽 x, f弨弱弩 弽 y且对任何 t ∈ 彛弰, 弱彝， f弨t弩 ∈ E。
这样的连续映射 f 被称为是在 E 中从 x到 y的一条道路。

定理 1.3.19. 设 E ⊆ Rm 是一个道路连通集合， f 强 E → Rp 连续。则 f弨E弩是

一个道路连通集合。

推论 1.3.20 弨介值性质). 设 E ⊆ Rm 是一个道路连通集合， f 强 E → R是连续
函数。则 f弨E弩是区间。

证明留作练习。

习题1.3

弱弮 记 L弨Rm,Rn弩为所有 Rm到 Rn 的线性映射的组成的线性空间。

弨彡弩 对任何 A ∈ L弨Rm,Rn弩，证明最大值 彭彡彸
‖x‖≤1

‖Ax‖存在；

弨形弩 对 A ∈ L弨Rm,Rn弩，记 ‖A‖ 强弽 彭彡彸
‖x‖≤1

‖Ax‖ 弨其中 ‖x‖ 和 ‖Ax‖ 分

别是 x 在 Rm 中以及 Ax 在 Rn 中的范数弩，证明这样的 ‖A‖ 给出
L弨Rm,Rn弩上一个范数，并且满足对任何 A ∈ L弨Rm,Rn弩以及 B ∈
L弨Rn,Rp弩，

‖BA‖ ≤ ‖B‖‖A‖.

弨彣弩 对 弲 阶矩阵 A 弽

(
a b

c d

)
，请用 a, b, c, d 表示 彭彡彸

‖x‖∞≤1
‖Ax‖∞ 以及

彭彡彸
‖x‖1≤1

‖Ax‖1。

弲弮 设 A ∈ L弨Rn,Rn弩满足 ‖A‖ < 弱。证明存在唯一的 B ∈ L弨Rn,Rn弩使得
弨I−A弩弨I弫B弩 弽 I。并且证明 ‖B‖ ≤ ‖A‖

1−‖A‖。弨提示：证明F 弨B弩 弽 A弫AB

是一个压缩映射弩



弱弶 彃彈彁彐彔彅归 弱弮 极限与连续性

弳弮 证明：若 A ∈ L弨Rn,Rn弩可逆，则存在 δ > 弰使得对任意 B ∈ L弨Rn,Rn弩，
只要 ‖B −A‖ < δ，就有 B 可逆。并且映射 B 7→ B−1是连续的。

弴弮 设 E ⊆ Rm， f 强 E → Rp 连续。证明：对 E 的任何有界闭子集K， f 在

K 上是一致连续的，即对任意 ε > 弰，存在 δ > 弰使得对任意 x ∈ K 以及
任意 y ∈ E，只要 d弨x,y弩 < δ，就有 d弨f弨x弩, f弨y弩弩 < ε。

張弮 弨连续性与偏连续性弩 设 f 强 彛a, b彝× 彛c, d彝→ R。

弨彡弩 如果 f 是连续函数，那么是否成立：对任意 y ∈ 彛c, d彝， f弨·, y弩 强

彛a, b彝→ R连续；对任意 x ∈ 彛a, b彝， f弨x, ·弩 强 彛c, d彝→ R连续？

弨形弩 如果对任意 y ∈ 彛c, d彝， f弨·, y弩 强 彛a, b彝 → R连续；对任意 x ∈ 彛a, b彝，

f弨x, ·弩 强 彛c, d彝→ R连续，那么 f 是否为连续函数？考虑

f弨x, y弩 弽


xy

x2 弫 y2
, xy 6弽 弰,

弰, xy 弽 弰.

弨彣弩 设 x0 ∈ 彛a, b彝, y0 ∈ 彛c, d彝， f 满足： f弨·, y0弩 强 彛a, b彝→ R连续；并且对
任意 ε > 弰，存在 δ弨ε弩 > 弰使得对任意 x ∈ 彛a, b彝以及任意 y ∈ 彛c, d彝，

只要 |y− y0| < δ弨ε弩，就有 |f弨x, y弩− f弨x, y0弩| < ε。证明 f 在 弨x0, y0弩

连续。

弨彤弩 设 f弨x, y弩 分别对每个变量 x 和 y 是连续的，且对 y 是单调不减的，

证明 f 关于 弨x, y弩是连续的。

弶弮 弨彡弩 如果 f 沿着每条射线 x弨t弩 弽 tx0 在 t 弽 弰处都连续，那么 f 是否在

x 弽 0处连续？考虑以下函数

f弨x, y弩 弽


x2y

x4 弫 y2
, 弨x, y弩 6弽 弨弰, 弰弩,

弰, 弨x, y弩 弽 弨弰, 弰弩.

弨形弩 如果 E 是道路连通集， f 沿着 E 中每条经过点 x0 的连续曲线 x弨t弩

在 x0 处都连续，那么 f 是否在 x0处连续？为什么？

強弮 设 f 强 E → Rp 是连续映射，其中 E ⊆ Rm 是闭集。证明对任意闭集
K ⊆ Rp，f−1弨K弩是 Rm的闭子集。

弸弮 设 A是对称正定矩阵。任给单位向量 v1，记

vk+1 弽
Avk
‖Avk‖

.

很明显，如果极限 彬彩彭
k→+∞

vk存在且非零，则该极限是A的一个特征向量。

试讨论极限 彬彩彭
k→+∞

vk 是否存在，以及你能否给出一个计算 A的所有特征

值和特征向量的办法。



弱弮弴弮 多元函数的极限 弱強

弹弮 对实数 a, b, µ和正数 σ，记

f弨µ, σ, a, b弩 弽

∫ b

a

弱√
弲πσ2

彥−
(x−µ)2

2σ2 彤x.

讨论函数 f 的连续性。

弱弰弮 （连续情形的隐函数定理）设 F 强 Rm × R → R 是一个连续函数，满足
F 弨x0, y0弩 弽 弰，在 弨x0, y0弩的某个邻域 U 中，对所有 x，F 弨x, y弩关于 y都

是严格增的。证明存在 x0 的一个邻域W 以及一个连续函数 g 强 W → R，
使得对任意 x ∈W， 弨x, y弩 ∈ U 满足 F 弨x, y弩 弽 弰当且仅当 y 弽 g弨x弩。

弱弱弮 证明 R3上的函数 f弨x, y, z弩 弽 x sin(xy+z)
x2+2y2+3z2+1 有正的最大值和负的最小值。

弱弲弮 设连续函数 f 强 Rm\{0} → R满足 f弨tx弩 弽 f弨x弩（∀t > 弰,x 6弽 弰）。证明 f

有最大值和最小值。

弱弳弮 设m > 弱，证明 {x ∈ Rm|‖x‖ 弽 弱}是一个道路连通集合。

弱弴弮 设 m > 弱，证明 {A|A是m阶方阵，彤彥彴A > 弰是一个道路连通集合。其

中 ‖A‖ 弽 彭彡彸
1≤i,j≤m

|aij |。

1.4 多元函数的极限

极限的定义

定义 1.4.1. 设 E ⊆ Rm。称 x0 ∈ Rm是 E 的一个聚点，如果对任意 ε > 弰，存

在 x ∈ E 使得 弰 < d弨x,x0弩 < ε。

设E是映射 f 的定义域的一个子集，x0 ∈ Rm是E的一个聚点。称A ∈ Rp

是 f弨x弩 当 x ∈ E趋于 x0时的极限，记为 彬彩彭
E3x→x0

f弨x弩 弽 A，如果对任意 ε > 弰，

存在 δ > 弰使得对任意 x ∈ E，只要 弰 < d1弨x,x0弩 < δ就有 d2弨f弨x弩, A弩 < ε。这

里 d1, d2分别是 f 的定义域空间和值域空间中的距离。

当 E 是映射 f 的定义域时， 彬彩彭
E3x→x0

f弨x弩简记为 彬彩彭
x→x0

f弨x弩。

注 1.4.2. 弨弱弩 E 的聚点不一定是 E 的点， E 的点也未必都是 E 的聚点。在极

限的定义中，x一定不能是 x0。极限 彬彩彭
x→x0

f弨x弩是否存在以及它的值与 f 是否

在 x0处有定义以及 f弨x0弩的值无关。

弨弲弩 聚点和极限的概念与空间中等价距离的选择无关。
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例 1.4.3. 求极限 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

彥x
3+y3 − 弱

x2 弫 y2
。

解： 因为 彥t − 弱 弽 t弫 o弨t弩 弨 t→ 弰 弩且连续，所以存在 δ0使得当 |t| < δ0时，

|彥t − 弱| ≤ 弲|t|.

对 ε > 弰和 x 弽 弨x, y弩，当 弰 < ‖x‖∞ < 彭彩彮{
(
δ0
2

)1/3
, ε4}时，

|x3 弫 y3| ≤ |x|3 弫 |y|3 ≤ 弲‖x‖3∞ < δ0,

x2 弫 y2 ≥ ‖x‖2∞ > 弰,

从而 ∣∣∣∣∣彥x
3+y3 − 弱

x2 弫 y2

∣∣∣∣∣ ≤ 弲|x3 弫 y3|
x2 弫 y2

≤ 弴‖x‖3∞
‖x‖2∞

弽 弴‖x‖∞ < ε,

所以 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

彥x
3+y3 − 弱

x2 弫 y2
弽 弰。

定理 1.4.4. 设 x0 是 E 的一个聚点，记

彾f弨x弩 弽

f弨x弩, x ∈ E\{x0}弻

A, x 弽 x0.

则 彬彩彭
x→x0

f弨x弩 弽 A 当且仅当 彾f 在 x0 连续。特别地，f 在 x0 连续当且仅当

彬彩彭
x→x0

f弨x弩 弽 f弨x0弩。

根据这个定理，连续函数的运算性质弨四则运算、向量运算、内积运算弩同

样适用于极限。

注 1.4.5. 对前述例题，以下推理是否成立？为什么？

彬彩彭
(x,y)→(0,0)

彥x
3+y3 − 弱

x2 弫 y2
弽 彬彩彭

(x,y)→(0,0)

彥x
3+y3 − 弱

x3 弫 y3
彬彩彭

(x,y)→(0,0)

x3 弫 y3

x2 弫 y2
弽 弰

定理 1.4.6 弨复合函数极限弩. 设E为复合函数 f 的定义域， 彬彩彭
E3x→x0

f弨x弩 弽 y0，

彬彩彭
y→y0

g弨y弩 弽 A。记

彾g弨y弩 弽

g弨y弩, y 6弽 y0弻

A, y 弽 y0.

则 彬彩彭
x→x0

彾g弨f弨x弩弩 弽 A。特别地，若 g在 y0 连续，则 彬彩彭
x→x0

g弨f弨x弩弩 弽 A。

例 1.4.7. 求极限 彬彩彭
(x,y)→(1,0)

弨x弫 y弩
x+y+1
x+y−1。

解： 记 D 弽 {弨x, y弩|x弫 y > 弰, , x弫 y 6弽 弱}，

g弨t弩 弽

 t+2
t 彬彮弨弱 弫 t弩, t > −弱且 t 6弽 弰弻

弲, t 弽 弰,

f弨x, y弩 弽 x弫 y − 弱.
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则 f, g连续，从而 g ◦ f 连续。而

弨x弫 y弩
x+y+1
x+y−1 弽 彥g(f(x,y)), 弨x, y弩 ∈ D.

从而

彬彩彭
(x,y)→(1,0)

弨x弫 y弩
x+y+1
x+y−1 弽 彬彩彭

(x,y)→(1,0)
彥g(f(x,y)) 弽 彥g(f(1,0)) 弽 彥2.

另解： 因为

彬彩彭
t→0

彥
t+2
t ln(1+t) 弽 彥

lim
t→0

t+2
t ln(1+t)

弽 彥2,

所以对任意 ε > 弰，存在 δ > 弰使得对任意 t，当 弰 < |t| < δ时，∣∣∣彥 t+2
t ln(1+t) − 彥2

∣∣∣ < ε.

于是当 弨x, y弩满足 x弫 y 6弽 弱且 弰 < |x− 弱|弫 |y| < δ时，

弰 < |x弫 y − 弱| ≤ |x− 弱|弫 |y| < δ,

从而 ∣∣∣弨x弫 y弩
x+y+1
x+y−1 − 彥2

∣∣∣ 弽 ∣∣∣彥 x+y+1
x+y−1 ln(x+y) − 彥2

∣∣∣ < ε.

所以 彬彩彭
(x,y)→(1,0)

弨x弫 y弩
x+y+1
x+y−1 弽 彥2。

例 1.4.8. 讨论函数 f弨x, y弩 弽 彥
− x2√

y 在其定义域的聚点处的极限。

解： f 的定义域为

D 弽 {弨x, y弩|y > 弰}

对 弨x0, y0弩 ∈ D， f 在 弨x0, y0弩连续，所以 彬彩彭
(x,y)→(x0,y0)

彥
− x2√

y 弽 彥
− x20√

y0。

弨x0, 弰弩是 D的聚点。

当 x0 6弽 弰 时， 彬彩彭
D3(x,y)→(x0,0)

√
y

x2 弽 弰，且
√
y

x2 > 弰 弨对 D 中所有足够接近

弨x0, 弰弩的 弨x, y弩弩。令 g弨t弩 弽 彥−
1
t，则 彬彩彭

t→0+
g弨t弩 弽 弰，

彬彩彭
(x,y)→(x0,0)

f弨x, y弩 弽 彬彩彭
(x,y)→(x0,0)

g

(√
y

x2

)
弽 彬彩彭
t→0+

g弨t弩 弽 弰.

当 x0 弽 弰时，取 x弨t弩 弽
√
t，y弨t弩 弽 t2/弨弲 弫 彳彩彮 1

t 弩
2，则对 t > 弰， 弨x弨t弩, y弨t弩弩 ∈

D，且 彬彩彭
t→0+

弨x弨t弩, y弨t弩弩 弽 弨弰, 弰弩，然而

f弨x弨t弩, y弨t弩弩 弽 彥−弨2+sin 1
t 弩,

在 t→ 弰时无极限，所以 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

f弨x, y弩不存在。
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除了在聚点处的极限，我们还可以讨论在无穷远时的极限。

例 1.4.9. 求极限 彬彩彭
x→∞,y→a

(
弱 弫 1

x

) x2

x+y。

解： 令 t 弽 1
x。则对任意 N > 弰，|x| > N 当且仅当 弰 < |t| < 1

N。所以

彬彩彭
x→∞,y→a

(
弱 弫

弱

x

) x2

x+y

弽 彬彩彭
x→∞,y→a

彥
x2

x+y ln弨1+ 1
x 弩

弽 彬彩彭
t→0,y→a

彥
1

t+yt2
ln(1+t)

弽 彬彩彭
t→0,y→a

彥
1

1+yt
ln(1+t)

t 弽 彥.

累次极限

关于多元函数，除了上述形式的极限弨称为重极限，即多个变量同时变化弩外，

还有累次极限的概念，即按照特定的先后顺序逐次对每个变量取极限。

例 1.4.10. 对 f弨x, y弩 弽 彥
− x2√

y，求 彬彩彭
x→a

(
彬彩彭
y→b

f弨x, y弩

)
和 彬彩彭

y→b

(
彬彩彭
x→a

f弨x, y弩
)
。

解： 若 b > 弰，则

彬彩彭
y→b

彥
− x2√

y 弽 彥
− x2√

b ,

从而

彬彩彭
x→a

(
彬彩彭
y→b

彥
− x2√

y

)
弽 彬彩彭
x→a

彥
− x2√

b 弽 彥
− a2√

b 弻

同理

彬彩彭
y→b

(
彬彩彭
x→a

彥
− x2√

y

)
弽 彥
− a2√

b .

若 b 弽 弰，则对 x 6弽 弰，

彬彩彭
y→0+

彥
− x2√

y 弽 弰,

从而对任意 a，都有

彬彩彭
x→a

(
彬彩彭
y→0+

彥
− x2√

y

)
弽 弰.

对任意 y > 弰，

彬彩彭
x→a

彥
− x2√

y 弽 彥
− a2√

y .

当 a 6弽 弰时，

彬彩彭
y→0+

(
彬彩彭
x→a

彥
− x2√

y

)
弽 彬彩彭
y→0+

彥
− a2√

y 弽 弰弻

当 a 弽 弰时，

彬彩彭
y→0+

(
彬彩彭
x→0

彥
− x2√

y

)
弽 彬彩彭
y→0+

弱 弽 弱.
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关于多元函数弨重弩极限与累次极限之间的关系，见课后习题。

O 和 o

定义 1.4.11. 对两个函数或映射 f, g，

弱弮 称 x→ x0时，f 弽 O弨g弩，如果存在 δ0 > 弰和M > 弰使得

‖f弨x弩‖ ≤M‖g弨x弩‖, ∀x 强 弰 < ‖x− x0‖ < δ0.

弲弮 称 x→ x0 时，f 与 g同阶，如果 x→ x0 时f 弽 O弨g弩且 g 弽 O弨f弩，即存

在 δ0 > 弰和M > 弱使得

弱

M
‖g弨x弩‖ ≤ ‖f弨x弩‖ ≤M‖g弨x弩‖, ∀x 强 弰 < ‖x− x0‖ < δ0.

弳弮 称 x→ x0时，f 弽 o弨g弩，如果对任意 ε > 弰，存在 δ弨ε弩 > 弰使得

‖f弨x弩‖ ≤ ε‖g弨x弩‖, ∀x 强 弰 < ‖x− x0‖ < δ弨ε弩.

弴弮 称 x→ x0时，f 与 g等价，如果 x→ x0时，f 弽 g 弫 o弨g弩。

張弮 称 x→ x0时，f 是一个无穷小，如果 彬彩彭
x→x0

‖f弨x弩‖ 弽 弰。

弶弮 称 x→ x0时，f 是一个无穷大，如果 彬彩彭
x→x0

1
‖f(x)‖ 弽 弰。

易见，上述定义与等价范数的选取无关。

例 1.4.12. 若 f, g 强 E → Rp 满足 x→ x0时，f 弽 O弨h弩且 g 弽 O弨h弩，则

λf 弫 µg 弽 O弨h弩, x→ x0.

即

O弨h弩E→Rp 弽 {f 强 E → Rp|f 弽 O弨h弩,x→ x0}

是一个线性空间。类似的，

o弨h弩E→Rp 弽 {f 强 E → Rp|f 弽 o弨h弩,x→ x0}

也是一个线性空间，并且它是 O弨h弩E→Rp 的一个子空间。

例 1.4.13. 设 f 强 E → Rp，f弨x弩 弽 弨f1弨x弩, . . . , fp弨x弩弩。则 x→ x0时，f 弽 O弨g弩

当且仅当对每个 k 强 弱 ≤ k ≤ p，x → x0 时，fk 弽 O弨g弩；x → x0 时，f 弽 o弨g弩

当且仅当对每个 k 强 弱 ≤ k ≤ p，x→ x0时，fk 弽 o弨g弩。
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证明.

|fk弨x弩| ≤ ‖f弨x弩‖1 弽 |f1弨x弩|弫 · · ·弫 |fp弨x弩|.

例 1.4.14. 任何线性映射 A 强 Rm → Rn 满足 x→ 0时，A弨x弩 弽 O弨‖x‖弩。

证明.

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.

例 1.4.15. 任何线性映射A 强 Rm → Rm满足 x→ 0时，〈A弨x弩,x〉 弽 O弨‖x‖2弩。

证明. 由 彃彡彵彣彨役弭当彣彨彷彡彲彺不等式，

|〈A弨x弩,x〉| ≤ ‖A弨x弩‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖x‖2.

例 1.4.16. 弨弱弩 当 弨x, y弩 → 弨弰, 弰弩时，ax2 弫 bxy 弫 cy2 弨 b2 < 弴ac 弩与 x2 弫 y2 同

阶，但 x2 − y2不与 x2 弫 y2同阶。

弨弲弩 二次多项式 xy 满足当 弨x, y弩 → 弨弰, 弰弩 时，xy 弽 O弨x2 弫 y2弩，但 xy 不与

x2 弫 y2同阶。

弨弳弩 对正数 k， xy 弽 o弨弨x2 弫 y2弩k弩 弨当 弨x, y弩→ 弨弰, 弰弩时弩当且仅当 k < 弱。

证明. 弨弱弩 因为 b2 < 弴ac，所以 a, c同号。取正数 ε > 弰满足

弰 < ε < 彭彩彮

{
|a|, 弴ac− b2

弴弨|a|弫 |c|弩

}
.

则

|ax2 弫 bxy 弫 cy2| ≤ 弨|a|弫 |b|弫 |c|弩弨x2 弫 y2弩,

所以当 弨x, y弩→ 弨弰, 弰弩时，ax2 弫 bxy 弫 cy2 弽 O弨x2 弫 y2弩。

另一方面，

|ax2 弫 bxy 弫 cy2|

≥|a|x2 − |b||xy|弫 |c|y2

弽ε弨x2 弫 y2弩 弫 弨|a| − ε弩x2 − |b||xy|弫 弨|c| − ε弩y2

弽ε弨x2 弫 y2弩

弫 弨|a| − ε弩
(
|x| − |b|

弲弨|a| − ε弩
|y|
)2

弫
弴弨|a| − ε弩弨|c| − ε弩− |b|2

弴弨|a| − ε弩
|y|2

≥ε弨x2 弫 y2弩,
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所以当 弨x, y弩→ 弨弰, 弰弩时，x2 弫y2 弽 O弨ax2 弫 bxy弫 cy2弩。因此，ax2 弫 bxy弫 cy2

弨 b2 < 弴ac 弩与 x2 弫 y2同阶。

对 x2 − y2，

|x2 − y2| ≤ x2 弫 y2,

所以 x2 − y2 弽 O弨x2 弫 y2弩。但是沿直线 y 弽 x趋于原点时，

x2 − y2 弽 弰 < x2 弫 y2.

所以 x2 弫 y2 弽 O弨x2 − y2弩不成立，从而 x2 弫 y2与 x2 − y2不同阶。

弨弲弩

|xy| ≤ x2 弫 y2.

所以 弨x, y弩→ 弨弰, 弰弩时，xy 弽 O弨x2 弫 y2弩。

但是对 弨x, y弩 弽 弨t, 弰弩，x2 弫 y2 弽 t2 > 弰 弽 xy，所以不存在常数M > 弰以

及 δ0 > 弰使得对任意 弰 <
√
x2 弫 y2 < δ0时，

|x2 弫 y2| ≤M |xy|.

因此 xy不与 x2 弫 y2同阶。

弨弳弩 ∣∣∣∣ xy

弨x2 弫 y2弩k

∣∣∣∣ 弽 r2−2k| 彣彯彳 θ 彳彩彮 θ| ≤ r2(1−k), r 弽
√
x2 弫 y2,

所以当 k < 弱时， 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

xy
(x2+y2)k

弽 弰。当 k ≥ 弱时，对 弨x, y弩 弽 弨t, t弩，

∣∣∣∣ xy

弨x2 弫 y2弩k

∣∣∣∣ 弽 弱

弲k
t2−2k,

所以 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

xy
(x2+y2)k

弽 弰不成立。因此 xy 弽 o弨弨x2 弫 y2弩k弩 弨当 弨x, y弩→ 弨弰, 弰弩

时弩当且仅当 k < 弱。

这个例子说明，在多元情形，即使次数相同的齐次多项式也未必同阶，因

此多元函数比一元函数复杂，其中很重要的因素是由于定义域空间维数增加导

致的：比如在直线上，一个动点连续移动趋于一个定点而始终不与动点重合，

只有左右两个方向可以选择；但是在平面上，一个动点可以沿任何连续曲线趋

于一个动点，这样的方式有无穷多种。

习题1.4

弱弮 极限的一般定义涉及滤子的概念。称一个集合族 B 弽 {Bα}α 是一个滤子
基，如果它满足

弨彡弩 ∅ /∈ B；
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弨形弩 对任意 B1, B2 ∈ B，存在 B3 ∈ B使得 B3 ⊆ B1 ∩B2。

记

F 弽 {F |存在 B ∈ B使得 B ⊆ F}.

则 F 满足
弨弱弩 若 F ∈ F，F ⊂ G，则 G ∈ F；
弨弲弩 若 F1, F2 ∈ F，则 F1 ∩ F2 ∈ F；
弨弳弩 ∅ /∈ F。
称满足以上三条性质的子集族 F 为一个滤子。
证明：

弨弱弩 对集合 E ⊆ Rm 及 E 的聚点 x0 ∈ Rm， B 弽 {UE弨x0, r弩|r > 弰}是一
个滤子基，其中

UE弨x0, r弩 弽 {x ∈ E|弰 < d弨x,x0弩 < r}.

这个滤子基对应于 E 3 x→ x0。

弨弲弩 对集合 E ⊆ Rm，B 弽 {VE弨r弩|r > 弰}是一个滤子基，其中

VE弨r弩 弽 {x ∈ E|‖x‖ > r}.

这个滤子基对应于 E 3 x→∞。
弨弳弩 滤子基 B由如下形式集合组成

{弨x, y弩|x < −N, y > M}, M,N > 弰.

这个滤子基对应于 x→ −∞, y → 弫∞。
弨弴弩 滤子基 B由如下形式集合组成

{弨x, y弩|弰 < x < ε, y > N}, ε,N > 弰.

这个滤子基对应于 x→ 弰+, y → 弫∞。

弲弮 极限 彬彩彭
F
f弨x弩 弽 A表示：对任意 ε > 弰，存在 F ∈ F 使得对任意 x ∈ F，

d弨f弨x弩, A弩 < ε。证明以下复合函数极限定理：

设滤子 F ,G 满足对任意 G ∈ G，存在 F ∈ F 使得对任意 x ∈ F 都有

f弨x弩 ∈ G， 彬彩彭
G
g弨y弩 弽 A，则 彬彩彭

F
g弨f弨x弩弩 弽 A。

弳弮 弨弱弩 证明：当 弨x, y弩→ 弨弰, 弰弩时，|x|弫 |y|是与
√
x2 弫 y2 同阶的无穷小。

弨弲弩 是否存在正数 k使得当 弨x, y弩→ 弨弰, 弰弩时，x弫 y与
(√

x2 弫 y2
)k
是同

阶的无穷小？

弨弳弩你是否可以对多元函数给出一个“阶”的定义，使得任何单项式xm1
1 · · ·xmnn

在 x→ 0时是m1 弫 · · ·弫mn 阶的无穷小？
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弴弮 证明：若 f 弫 o弨f弩 弽 g弫 o弨g弩 弨 x→ x0时弩，则 f 弽 g弫 o弨g弩 弨 x→ x0时弩。

由此知道“等价”是一个对称的关系。

張弮 对线性映射 A 强 Rm → Rm，证明：当 x → 0时Ax与 x同阶当且仅当 A

可逆。

弶弮 设 m > 弱， A 强 Rm → Rm 是对称线性映射，证明：当 x → 0时〈Ax,x〉
与 ‖x‖2同阶当且仅当 A是正定的或者负定的。

強弮 设 U ⊆ R2是开集，弨a, b弩 ∈ U，f 在 U\{弨a, b弩}上有定义，且满足极限

A 弽 彬彩彭
(x,y)→(a,b)

f弨x, y弩, B 弽 彬彩彭
y→b

彬彩彭
x→a

f弨x, y弩

都存在。证明 A 弽 B。由此知道，如果

彬彩彭
y→b

彬彩彭
x→a

f弨x, y弩 6弽 彬彩彭
x→a

彬彩彭
y→b

f弨x, y弩,

则极限 彬彩彭
(x,y)→(a,b)

f弨x, y弩不存在。

弸弮 设

弨彡弩 极限 H弨y弩 弽 彬彩彭
x→a

f弨x, y弩对任意 y 6弽 b存在；

弨形弩 极限 G弨x弩 弽 彬彩彭
y→b

f弨x, y弩对任意 x存在，且存在 δ0 > 弰使得：对任

意 ε > 弰，存在 δ2弨ε弩 > 弰使得对任意 弰 < |y − b| < δ2弨ε弩以及任意

弰 < |x− a| < δ0都有 |f弨x, y弩−G弨x弩| < ε；

则极限 彬彩彭
x→a

彬彩彭
y→b

f弨x, y弩， 彬彩彭
y→b

彬彩彭
x→a

f弨x, y弩和 彬彩彭
x→a,y→b

f弨x, y弩都存在，且

彬彩彭
x→a,y→b

f弨x, y弩 弽 彬彩彭
y→b

彬彩彭
x→a

f弨x, y弩 弽 彬彩彭
x→a

彬彩彭
y→b

f弨x, y弩.

弹弮 设

f弨x, y弩 弽

x 彳彩彮 1
y , y 6弽 弰,

弰, y 弽 弰.

讨论极限 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

f弨x, y弩， 彬彩彭
y→0

彬彩彭
x→0

f弨x, y弩以及 彬彩彭
x→0

彬彩彭
y→0

f弨x, y弩。

弱弰弮 二元函数 xy弨x > 弰, y ∈ R弩可以最大扩充到什么范围仍为连续函数？

弱弱弮 设 f弨x, y弩 弽 x4 弫 y4 弫 x2 弫 xy − y。证明

弨彡弩 彬彩彭
(x,y)→∞

f弨x, y弩 弽 弫∞；

弨形弩 f 有最小值；

弨彣弩 对任意实数 C，{弨x, y弩|f弨x, y弩 弽 C}是有界闭集。
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弱弲弮 设 f弨x, y弩 > g弨x弩 弫 h弨y弩，其中 g, h是连续函数且满足

彬彩彭
x→∞

g弨x弩 弽 彬彩彭
y→∞

h弨y弩 弽 弫∞.

证明 彬彩彭
(x,y)→∞

f弨x, y弩 弽 弫∞。

弱弳弮 设 f弨x弩 弽 fk弨x弩 弫 fk−1弨x弩 弫 · · · 弫 f1弨x弩 弫 C，其中 x ∈ Rm ， fj 是连续

函数且是 j 次齐次的，即

fj弨λx弩 弽 λjfj弨x弩, ∀λ > 弰.

弨彡弩 证明：若 彬彩彭
‖x‖→∞

fk弨x弩 弽 弫∞，则

彩弮 彬彩彭
‖x‖→∞

f弨x弩 弽 弫∞；

彩彩弮 f 有最小值；

彩彩彩弮 对任意实数 C，{x|f弨x弩 弽 C}是有界闭集。

弨形弩 证明：若 f弨x弩 弽 o弨‖x‖k弩 弨x → 0弩，则 f弨x弩 弽 弰。（这个结论可以用

来证明 彔彡役彬彯彲多项式的唯一性）

弱弴弮 设 K ⊂ Rk 是有界闭子集，f 强 Rm × K → R 是连续函数。记 g弨x弩 弽

彭彡彸
y∈K

f弨x,y弩。证明 g 强 Rm → R是连续函数。

弱張弮 对任意正整数 弱 ≤ k ≤ m，记

Vk 弽 {弨v1, . . . ,vk弩|v1, . . . ,vk ∈ Rm},

Ok 弽 {弨v1, . . . ,vk弩 ∈ Vk |〈vi,vj〉 弽 δi,j ,∀弱 ≤ i ≤ j ≤ k } ,

其中，〈·, ·〉是 Rm上的内积，δi,j 弽

弰, i 6弽 j弻

弱, i 弽 j
。记

‖弨v1, . . . ,vk弩‖ 弽 彭彡彸
1≤i≤k

‖vi‖.

弨彡弩 证明 Vk 是一个 km维线性空间， Ok 是 Vk 中一个有界闭集。

弨形弩 对m行 n矩阵 A和 v1, . . . ,vk ∈ Rm，记

fk弨A,v1, . . . ,vk弩 弽 彤彥彴
(
弨〈Avi, Avj〉弩k×k

)
.

证明 彭彡彸
(v1,...,vk)∈Ok

fk弨A,v1, . . . ,vk弩 是 A 的最大的 k 个奇异值的乘

积。

弨彣弩 证明矩阵 A 的奇异值（按从大到小的顺序排列）关于 A 是连续函

数。
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1.5 习题讨论课1

弱弮 判断以下极限的存在性；若存在，求出极限值。

弨弱弩 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

彡彲彣彳彩彮弨x2 弫 y2弩

x2 弫 y2
弨弲弩 彬彩彭

(x,y)→(0,0)

xy − 彳彩彮弨xy弩

xy − xy 彣彯彳弨xy弩

弨弳弩 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

弨x2 弫 y2弩彥x−y 弨弴弩 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 弫 y2

弨張弩 彬彩彭
(x,y)→(0,0)

x弫 y

|x|弫 |y|
弨弶弩 彬彩彭

(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x弫 y

弨強弩 彬彩彭
(x,y)→∞

x弫 y

x2 弫 xy 弫 y2
弨弸弩 彬彩彭

(x,y)→(0,0)
xy

弨弹弩 彬彩彭
(x,y)→∞

(
|xy|

x2 弫 xy 弫 y2

)x2

弨弱弰弩 彬彩彭
x→∞,y→∞

(
|xy|

x2 弫 xy 弫 y2

)x2

弲弮 设 f 强 E → R。证明： 彬彩彭
x→a

f弨x弩 弽 A 当且仅当对 E 中满足 xn 6弽 a

弨∀n ≥ 弱弩以及 彬彩彭
n→+∞

xn 弽 a的任意点列 {xn}都有 彬彩彭
n→+∞

f弨xn弩 弽 A

弳弮 设m > 弱，‖ · ‖是 Rm上一个范数，记 S 弽 {x ∈ Rm|‖x‖ 弽 弱}。证明对任
何连续函数 f 强 S → R，f弨S弩是一个有界闭区间。

弴弮 设 E ⊆ Rm是闭集，U ⊆ Rp，F 强 U × E → Rm满足

弨彡弩 对任意 x ∈ U 及任意 y ∈ E，都有 F 弨x,y弩 ∈ E；

弨形弩 存在 弰 < λ < 弱使得对任意 x ∈ U 及任意 y1,y2 ∈ E，都有

‖F 弨x,y1弩− F 弨x,y2弩‖ ≤ λ‖y1 − y2‖.

证明：

弨弱弩 对任意 x ∈ U，存在唯一的 y弨x弩 ∈ E 使得 F 弨x,y弨x弩弩 弽 y弨x弩。

弨弲弩 若 F 弨x,y弩关于 x连续，则 y弨x弩关于 x连续弮

張弮 设 弊 ⊆ Rm是一个非空集合。

弨彡弩 证明函数 f 强 Rm → R，f弨x弩 弽 彩彮彦
y∈Ω
‖y − x‖，是一个连续函数。

弨形弩 若 弊 是闭集，证明对任意 x ∈ Rm\弊，存在 y∗ ∈ 弊 使得 f弨x弩 弽

‖y∗ − x‖，并且 y∗ ∈ ∂弊 弨即 y∗ 的任意邻域中都有不属于 弊的点弩。

弨彣弩 若 弊1,弊2是闭集且其中至少一个有界，证明存在 x∗k ∈ 弊k 使得

‖x∗1 − x∗2‖ 弽 彩彮彦
x1∈Ω1,x2∈Ω2

‖x1 − x2‖.

弨彤弩 举例说明上述“闭”、“有界”的条件是不能或缺的。
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第 2章 多元函数的微分

2.1 导数、微分与方向导数

微分的本质就是在一点附近用线性映射代替非线性映射。

一元函数的导数

f ′弨t0弩 弽 彬彩彭
h→0

f弨t0 弫 h弩− f弨t0弩
h

无法直接推广到多元函数，因为当 t0 和 h是向量时，上式右端极限中的分式没

有意义。但是，上式可以转换为如下写法：

彬彩彭
h→0

f弨t0 弫 h弩− f弨t0弩− f ′弨t0弩h
h

弽 弰,

即

f弨t0 弫 h弩− f弨t0弩− f ′弨t0弩h 弽 o弨h弩, h→ 弰.

最后这个等式也适用于 f 是多元函数弨即 t0, h 是向量弩的情况。其中 f ′弨t0弩h 是

一个以 h为自变量的线性函数，它就是一元函数 f 在 t0 处的微分，而传统的导

数 f ′弨t0弩成为表达这个线性函数所需要的比例系数。从函数逼近的角度看，这

个线性函数远比这个比例系数在概念上更重要也更本质。这启发我们给出多元

函数和多元映射的导数与微分的定义。

定义 2.1.1. 称 x0是集合 E ⊆ Rm的一个内点，如果存在正数 δx0 > 弰使得

B弨x0, δx0
弩 ⊆ E.

即 x0 及其附近所有的点都在 E 中。 E 的所有内点组成的集合称为 E 的内部，

记为 彩彮彴E。

称 E 是一个开集，如果 E 弽 彩彮彴E，即 E 的每个点都是内点。

弲弹
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定义 2.1.2. 设 x0 是集合 E ⊆ Rm 的一个内点，称 f 强 E → Rn 在 x0 处可微，

如果存在线性映射 A 强 Rm → Rn 使得

f弨x0 弫 v弩 弽 f弨x0弩 弫A弨v弩 弫 o弨‖v‖弩, v→ 0,

此时称线性映射 A为 f 在 x0处的微分或导数，记为

∂f弨x0弩 强 Rm → Rn, ∂f弨x0弩弨v弩 弽 A弨v弩.

当 n 弽 弱即 f 强 E → R是函数时，微分 ∂f弨x0弩 强 Rm → R是一个线性函数，人
们通常用 彤f弨x0弩表示函数 f 在 x0处的微分。

注 2.1.3. 弨弱弩 通过平移 v 弽 x − x0,w 弽 y − f弨x0弩，在以 弨x0, f弨x0弩弩为原点、

以 弨v,w弩为向量的线性空间中，f 呈现为以下形式

w 弽 f弨x0 弫 v弩− f弨x0弩 弽 Av 弫 o弨v弩, v→ 0.

所以导数 A是 f 在 弨x0, f弨x0弩弩附近的局部线性化映射。

弨弲弩可微性和导数的概念无需自变量空间和函数值空间具有坐标系，但这两

个空间要具备范数，但可微性和导数与等价范数的选择无关。

图 弲弮弱强 微分和沿向量的导数

例 2.1.4 弨一元映射的导数与微分，曲线和它的速度向量弩. 当 m 弽 弱时， E 弽

弨a, b弩 ⊆ R，一元映射 f 强 弨a, b弩 → Rn 相当于 Rn 中一条曲线，如果我们把自变
量 t看作时间，那么 f 也可以看成是曲线上的点沿曲线的运动。极限

f ′弨t0弩 弽 彬彩彭
h→0

f弨t0 弫 h弩− f弨t0弩
h

.
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相当于这个曲线上点的速度向量，它存在等价于

f弨t0 弫 h弩 弽 f弨t0弩 弫 f ′弨t0弩h弫 o弨h弩, h→ 弰,

即 f 在 t0可微。而 ∂f弨t0弩 强 h 7→ f ′弨t0弩h是 R→ Rn的一个线性映射，即 f 在 t0

瞬间相当于一个匀速直线运动，f ′弨t0弩 弽 ∂f弨t0弩弨弱弩是这个运动的瞬间速度，它

是值域空间 Rn中一个向量。

为了便于使用一元微积分的工具研究多元函数，一个常用手法是把多元函

数限制在定义域中的一条直线或曲线上，就像我们在下述定义中做的那样。

定义 2.1.5 弨沿向量的导数、方向导数弩. 设 f 强 E → Rn 和点 x0 ∈ E 以及向量
v ∈ Rm满足：存在 δ > 弰使得对任意 弰 ≤ t < δ，都有 x0 弫 tv ∈ E，且

彬彩彭
t→0+

f弨x0 弫 tv弩− f弨x0弩

t

存在，则记它为 ∂f
∂v 弨x0弩或 ∂vf弨x0弩，称为 f 在 x0处沿向量 v 的导数。

特别地，当 v ∈ Rm 是单位向量弨即 ‖v‖ 弽 弱 弩时，称它为 f 在 x0 处沿方向

v 的导数。

注 2.1.6. 函数沿向量的导数不要求自变量空间具有范数，也不要求自变量空间

具有坐标系。

例 2.1.7 弨沿所有向量都有导数，但不连续的函数的例子：一捆乱柴弩.

f弨x, y弩 弽


p2x, 若 xy 6弽 弰且

y

x
是有理数，

y

x
弽
p

q
是既约分数弻

弰, 否则弮

f 在 弨弰, 弰弩处沿所有向量有方向导数，但 f 在 弨弰, 弰弩处不连续。

证明. 由定义知 f弨弰, 弰弩 弽 弰。取有理数数列 sn 使 彬彩彭
n→+∞

sn 弽 π。设 sn 弽 pn
qn
是

既约分数，其中 pn, qn 是正整数。则 qn → 弫∞。于是 pn → 弫∞。取 xn 弽 1
pn
，

yn 弽 1
qn
，则 彬彩彭

n→+∞
弨xn, yn弩 弽 弨弰, 弰弩。

f弨xn, yn弩 弽 p2
nxn 弽 pn → 弫∞,

所以 f 在 弨弰, 弰弩附近无界，因此 f 在 弨弰, 弰弩处不连续。

任取 v 弽 弨a, b弩 6弽 弨弰, 弰弩。

若 ab 弽 弰或 b/a是无理数，则 f弨tv弩 弽 f弨ta, tb弩 弽 弰，从而 ∂f
∂v 弨弰, 弰弩 弽 弰。

若 ab 6弽 弰 且 b/a 弽 p
q 是既约分数，则 f弨tv弩 弽 f弨ta, tb弩 弽 p2ta，从而

∂f
∂v 弨弰, 弰弩 弽 p2a。

总之， f 在 弨弰, 弰弩处沿所有向量有导数。
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由以下定理知，上例中的函数 f 虽然在 弨弰, 弰弩 处沿所有向量都有导数，但

它在 弨弰, 弰弩处不可微。

定理 2.1.8. 若 f 在 x0 可微，则 f 在 x0 连续。

定理 2.1.9. 若 f 在 x0 可微，则 f 在 x0 处沿所有向量 v都有导数，且

∂f弨x0弩弨v弩 弽
∂f

∂v
弨x0弩.

此时， ∂f
∂v 弨x0弩关于 v是线性的。

由这个定理知以下函数虽然连续，且沿每个向量都有导数，但它不可微。

例 2.1.10 弨沿所有向量都有方向导数，连续但不可微的函数的例子弩. 对 f弨x, y弩 弽√
x2 弫 y2，在 弨弰, 弰弩处，对 v 弽 弨a, b弩，

f弨at, bt弩 弽
√
a2t2 弫 b2t2 弽 t

√
a2 弫 b2, t ≥ 弰.

因此
∂f

∂v
弨弰, 弰弩 弽

√
a2 弫 b2 弽 ‖v‖.

所以 ∂f
∂v 弨弰, 弰弩关于 v不是线性的，所以 f 在 弨弰, 弰弩处不可微。

上面的例子说明一元函数与多元函数的可微性虽然定义形式相同，但有所

不同。

接下来，我们看一些可微函数的例子。

例 2.1.11. 弨弱弩 任何常值映射 f 强 Rm → Rn 是可微的，而且对于任何 x0 ∈ Rm，
∂f弨x0弩 弽 弰。

弨弲弩 任何线性映射 A 强 Rm → Rn 是可微的，而且对于任何 x0 ∈ Rm，
∂A弨x0弩 弽 A。

例 2.1.12. 设 U 弽 {A ∈ L弨Rn,Rn弩|‖A− I‖ < 弱}。证明映射

f 强 U → L弨Rn,Rn弩, f弨A弩 弽 A−1

是可微的，并求 ∂f弨A弩弨B弩。

解： 先考虑 A 弽 I 的情形。

对任意满足 ‖B‖ < 弱的 B ∈ L弨Rn,Rn弩，I 弫B 可逆。因为

I 弽 弨I 弫B弩弨I −B弩 弫B2 弽 弨I 弫B弩
[
I −B 弫 弨I 弫B弩−1B2

]
,

所以

弨I 弫B弩−1 弽 I −B 弫 弨I 弫B弩−1B2,
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其中 ∥∥弨I 弫B弩−1B2
∥∥ ≤ ‖弨I 弫B弩−1‖‖B‖2

≤
(
‖弨I 弫B弩−1 − I‖弫 ‖I‖

)
‖B‖2

≤
(
‖B‖

弱− ‖B‖
弫 弱

)
‖B‖2

≤ 弲‖B‖2, 当 ‖B‖ < 弱

弲
时弮

因此 弨I 弫B弩−1B2 弽 o弨B弩 弨 B → 弰 弩，从而

∂f弨I弩弨B弩 弽 −B.

对任意 A ∈ U，由上述结论知 A 可逆。当 B ∈ L弨Rn,Rn弩 满足 ‖B‖ <
弱/‖A−1‖时， ‖A−1B‖ < 弱，从而 I弫A−1B可逆，进而 A弫B 弽 A弨I弫A−1B弩

可逆，并且

弨A弫B弩−1 弽 弨I 弫A−1B弩−1A−1

弽
[
I −A−1B 弫 o弨‖B‖弩

]
A−1

弽 A−1 −A−1BA−1 弫 o弨‖B‖弩, ‖B‖ → 弰.

其中 −A−1BA−1关于 B 是线性的，所以 f 在 A可微，并且

∂f弨A弩弨B弩 弽 −A−1BA−1.

注 2.1.13. 随着人工智能的发展，在机器学习领域中越来越多地涉及到对矩阵

的求导运算。读者可以参考彋弮 彂弮 彐彥彴彥彲彳彥彮和彍弮 当弮 彐彥彤彥彲彳彥彮的讲义彔彨彥 彍彡彴彲彩彸

彃彯彯彫形彯彯彫弮

定理 2.1.14 弨复合函数导数的链索法则). 设 f 在 x0 可微，g 在 y0 弽 f弨x0弩处

可微，则 g ◦ f 在 x0 处可微，且复合的微分等于微分的复合：

∂弨g ◦ f弩弨x0弩 弽 ∂g弨y0弩 ◦ ∂f弨x0弩 弽 ∂g弨f弨x0弩弩 ◦ ∂f弨x0弩.

注 2.1.15. 注意 ∂g弨f弨x0弩弩是 g 在 f弨x0弩处的微分，∂弨g ◦ f弩弨x0弩是是 g ◦ f 在
x0处的微分，它们含义不同。

链索法则的大意是：接连进行一系列非线性映射，从线性近似的角度看，

可以近似为依次进行各阶段相应的线性映射。即粗略地说，如果

f弨x0弩 弽 y0,

f弨x弩 弽 f弨x0弩 弫A弨x− x0弩,

g弨y弩 弽 g弨y0弩 弫B弨y − y0弩,
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则

g弨f弨x弩弩 弽 g弨y0弩 弫B弨f弨x弩− f弨x0弩弩 弽 g弨y0弩 弫BA弨x− x0弩.

严格的证明主要是对在这里被完全忽略了的 o余项所产生的误差做更细致的分

析，具体证明与我们对一元函数的证明是一样的弨见一元微积分讲义弩。

由链索法则，我们可以得到如下结论，它把一个映射的可微性转换为其分

量函数的可微性。

推论 2.1.16. 映射 f 强 E → Rn, f弨x弩 弽


f1弨x弩

...

fn弨x弩

在 x0 ∈ E 处可微，当且仅当

f 的每个坐标分量函数 fk 强 E → R在 x0 可微，且

∂f弨x0弩弨v弩 弽


彤f1弨x0弩弨v弩

...

彤fn弨x0弩弨v弩

 .

证明. 弨必要性弩 取 Lk 为坐标投影函数

Lk弨y1, . . . , yn弩 弽 yk,

则 Lk 强 Rn → R是线性函数，从而可微，于是由链索法则 fk 弽 Lk ◦ f 在 x0 可

微，并且 彤fk弨x0弩 弽 彤Lk弨y0弩 ◦ ∂f弨x0弩 弽 Lk ◦ ∂f弨x0弩。所以

∂f弨x0弩弨v弩 弽


彤f1弨x0弩弨v弩

弮弮弮

彤fn弨x0弩弨v弩

 .

弨充分性弩 设每个 fk 强 E → R在 x0可微，则

fk弨x0 弫 v弩 弽 fk弨x0弩 弫 ∂fk弨x0弩弨v弩 弫 αk弨v弩, αk弨v弩 弽 o弨v弩, v→ 0,

所以 
f1弨x0 弫 v弩

弮弮弮

fn弨x0 弫 v弩

 弽


f1弨x0弩

弮弮弮

fn弨x0弩

弫


彤f1弨x0弩弨v弩

弮弮弮

彤fn弨x0弩弨v弩

弫


α1弨v弩

弮弮弮

αn弨v弩

 ,

其中

‖α弨v弩‖ ≤ C
[
|α1弨v弩|弫 · · ·弫 |αn弨v弩|

]
弽 o弨v弩, v→ 0,

彤f1弨x0弩弨v弩
弮弮弮

彤fn弨x0弩弨v弩

关于 v是线性映射，所以 f 在 x0可微。
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推论 2.1.17. 若 U, V 都是 Rm 中的开集，f 强 U → V 是一个可逆映射，且

f, f−1 都可微，则

∂弨f−1弩弨y弩 弽 弨∂f弨x弩弩
−1
, y 弽 f弨x弩.

证明. 恒等式

x 弽 f−1弨f弨x弩弩

两边对 x求导，由链索法则知

彩彤 弽 ∂弨f−1弩弨y弩 ◦ ∂f弨x弩.

因此

∂弨f−1弩弨y弩 弽 弨∂f弨x弩弩
−1
, y 弽 f弨x弩.

这大意上是说，如果两个互逆的非线性映射都可以用线性映射来逼近，那

么这两个线性映射就必然互逆。

微分关于加法、乘法、内积等一些基本运算的计算法则见本节的习题，这

里不赘述。

例 2.1.18. 直角坐标关于极坐标的可微性。证明

(
x

y

)
弽

(
r 彣彯彳 θ

r 彳彩彮 θ

)
是 弨r, θ弩 ∈

弨弰,弫∞弩× R到 弨x, y弩 ∈ R2的可微映射，并求它的微分。

解： 根据上述例题结论，只需证明 x弨r, θ弩 弽 r 彣彯彳 θ和 y弨r, θ弩 弽 r 彳彩彮 θ分别是可

微函数。根据本节后面的习题结论知，因为 r和 彣彯彳 θ, 彳彩彮 θ都是关于 弨r, θ弩的可

微函数，且

彤r弨ρ, φ弩 弽 ρ, 彤 彣彯彳 θ弨ρ, φ弩 弽 −φ 彳彩彮 θ, 彤 彳彩彮 θ弨ρ, φ弩 弽 φ 彣彯彳 θ,

并且 r 彣彯彳 θ和 r 彳彩彮 θ都是关于 弨r, θ弩的可微函数。

彤x弨r, θ弩弨ρ, φ弩 弽 r彤 彣彯彳 θ弨ρ, φ弩 弫 彣彯彳 θ彤r弨ρ, φ弩 弽 −r 彳彩彮 θ · φ弫 彣彯彳 θ · ρ.

同理 彤y弨r, θ弩弨ρ, φ弩 弽 r 彣彯彳 θ · φ弫 彳彩彮 θ · ρ。所以

∂

(
x弨r, θ弩

y弨r, θ弩

)
弨ρ, φ弩 弽

(
−rφ 彳彩彮 θ 弫 ρ 彣彯彳 θ

rφ 彣彯彳 θ 弫 ρ 彳彩彮 θ

)
弽

(
彣彯彳 θ −r 彳彩彮 θ
彳彩彮 θ r 彣彯彳 θ

)(
ρ

φ

)
.

平面极坐标对直角坐标的可微性留作习题。

习题2.1

弱弮 在等高线地图1中所标记的五角星处，高度函数沿哪些方向的的方向导数

是正的？沿哪些方向的方向导数为零？

1此图来自于维基百科
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弲弮 如果集合 E ⊆ Rn 和 x0 满足：对任意 v ∈ Rn\{0}都存在 δ弨v弩 > 弰使得

对任意 t ∈ 弨−δ弨v弩, δ弨v弩弩，x0 弫 tv ∈ E，那么 x0是否为 E 的内点？

弳弮 证明

弨彡弩 任意一组开集的并集是开集，有限多个开集的交集是开集。

弨形弩 集合 E ⊆ Rm 是开集当且仅当 Rm\E 是闭集。

弨彣弩 若 E ⊆ Rm 是开集，则 f 强 E → Rn 连续当且仅当对任何开集 U ⊂
Rn，f−1弨U弩是开集。

弨彤弩 若 E ⊆ Rm 是闭集，则 f 强 E → Rn 连续当且仅当对任何闭集 K ⊂
Rn，f−1弨K弩是闭集。

弴弮 证明：如果 f 在 x0可微，则微分 ∂f弨x0弩是唯一的，即存在唯一的线性映

射 A使得 f弨x0 弫 v弩 弽 f弨x0弩 弫Av 弫 o弨v弩弨v→ 0弩。

張弮 设 f, g 强 E → R可微。证明

弨彡弩 弨线性和乘积的 彌彥彩形彮彩彺公式弩 f 弫 g, fg可微，且

彤弨f 弫 g弩弨x弩 弽 彤f弨x弩 弫 彤g弨x弩,

彤弨fg弩弨x弩 弽 f弨x弩彤g弨x弩 弫 g弨x弩彤f弨x弩弻

弨形弩 若 f弨x弩 6弽 弰，则 1
f 可微，且

彤

(
弱

f

)
弨x弩 弽 − 弱

f弨x弩2
彤f弨x弩
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弶弮 弨彡弩 设 F,G 强 E → Rm可微。证明

彤〈F,G〉弨x弩弨h弩 弽 〈F 弨x弩, ∂G弨x弩h〉弫 〈G弨x弩, ∂F 弨x弩h〉.

弨形弩 对任何 m 行 n 列矩阵 A，定义 f 强 Rn → R, f弨x弩 弽 xTATAx，求

彤f弨x弩弨h弩。

強弮 设 f 强 E → R可微，则 彞f 强 E × F → R， 彞f弨x,y弩 弽 f弨x弩可微，且

彤 彞f弨x,y弩弨h,k弩 弽 彤f弨x弩弨h弩.

弸弮 对任何m行 n列矩阵 A，定义 f弨A弩 弽 ATA，求 ∂f弨A弩弨B弩。

弹弮 设Mn是所有 n阶实数矩阵组成的线性空间。证明：行列式作为函数

彤彥彴 强Mn → R, A 7→ 彤彥彴弨A弩

是可微函数，并求 彤 彤彥彴弨A弩弨B弩。

弱弰弮 极坐标关于直角坐标的可微性。设 A 是直角坐标平面上一点，且不是原

点，A的直角坐标为 弨x0, y0弩。设正数 r0和实数 θ0满足

x0 弽 r0 彣彯彳 θ0, y0 弽 r0 彳彩彮 θ0.

证明：对任何满足 ‖B − A‖ < r0 的点 B，存在唯一一对正数 r 弽 r弨x, y弩

和实数 θ 弽 θ弨x, y弩满足它们关于 弨x, y弩连续，且

x 弽 r 彣彯彳 θ, y 弽 r 彳彩彮 θ,

以及 r弨x0, y0弩 弽 r0，θ弨x0, y0弩 弽 θ0，并且 r弨x, y弩和 θ弨x, y弩关于 弨x, y弩是

可微函数，并求它们的微分。这里 弨x, y弩是点 B 的直角坐标。

弱弱弮 我们知道：如果一元函数在一点处存在左右导数，则它在该点连续；如果

左右导数相等，则它在该点可微。问：是否存在这样的函数：它在一点沿

每个方向的方向导数都为零，但它在这点并不连续？这样的例子表明多元

函数与一元函数有本质不同。

2.2 坐标系与偏导数

在上节中我们引进的导数、微分、沿向量或方向的导数这些概念都不依赖

于弨自变量弩空间的坐标系。笛卡尔引入坐标系的概念后，复杂的推理可以由计

算来代替。如果在有限维空间中引入坐标系，那么点和向量都可以用一组数弨即

坐标弩来表示，这会使计算变得更容易操作。但是，坐标系的引进也会产生一些

问题，同一对象在不同的坐标系下的表现形式不一样，在一定程度上这会掩盖

事物的本质特征。所以坐标系的引入既有有利的一面，也有不利的一面。
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定义 2.2.1 弨偏导数弩. 设 弨x1, x2, . . . , xm弩为 E 中点的坐标，在 E 的内点 x0 弽

弨a1, . . . , am弩处m元函数 f 强 E → R存在以下极限

彬彩彭
t→0

f弨a1, . . . , ak 弫 t, . . . , am弩− f弨a1, . . . , ak, . . . , am弩

t
,

则把这个极限的值记为 ∂f
∂xk

弨x0弩，f
′
xk
弨x0弩 弨有时甚至写成 fxk弨x0弩 弩，∂xkf弨x0弩

或 ∂kf弨x0弩，并称为 f 关于坐标 xk 的偏导数。

注 2.2.2. 弨弱弩 由上述定义知 f 对坐标 xk 的偏导数正是 f 在 x0 处沿基底向量

ek 弽 弨弰, . . . , 弱, . . . , 弰弩T 弨即第 k位是 弱，其他是 弰 弩的导数：

∂f

∂xk
弨x0弩 弽 彬彩彭

t→0

f弨x0 弫 tek弩− f弨x0弩

t
弽

∂f

∂ek
弨x0弩 弽 −

∂f

∂弨−ek弩
弨x0弩.

弨弲弩 定义偏导数时，无需空间具备范数。

弨弳弩 偏导数的概念与坐标系有关，所以物理学家更倾向于使用形如(
∂f

∂x1

)
x2,...,xn

弨x0弩

的符号，它表明 f是n个独立变量x1, x2, . . . , xn的函数，这个导数是当x2, . . . , xn

固定时，仅对变化的 x1求的导数。

例 2.2.3 弨有偏导数，但并非沿所有向量都有导数的函数的例子弩.

f弨x, y弩 弽

弱, 若 xy 弽 弰弻

弰, 否则弮

偏导数 ∂f
∂x 弨弰, 弰弩 弽

∂f
∂y 弨弰, 弰弩 弽 弰，但沿其他向量没有导数。

定理 2.2.4. 设m元函数 f在 x0处可微，则对于任何 v 弽 弨ξ1, . . . , ξm弩T ∈ Rm，

彤f弨x0弩弨v弩 弽
∂f

∂v
弨x0弩 弽 ξ1

∂f

∂x1
弨x0弩 弫 · · ·弫 ξm

∂f

∂xm
弨x0弩

弽

(
∂f

∂x1
弨x0弩, . . . ,

∂f

∂xm
弨x0弩

)
ξ1
...

ξm

 .

因此函数 f 的微分为

彤f弨x0弩 弽
∂f

∂x1
弨x0弩彤x1 弫 · · ·弫

∂f

∂xm
弨x0弩彤xn,

其中

彤xi 强 Rm → R, 彤xi弨v弩 弽 ξi,

是坐标函数 xi 强 Rm → R, 弨x1, . . . , xm弩 7→ xi 的微分。
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证明.

彤f弨x0弩弨v弩 弽 彤f弨x0弩弨ξ1e1 弫 · · ·弫 ξnem弩

弽 ξ1∂f弨x0弩弨e1弩 弫 · · ·弫 ξm∂f弨x0弩弨em弩

弽 ξ1
∂f

∂x1
弨x0弩 弫 · · ·弫 ξm

∂f

∂xm
弨x0弩

弽
∂f

∂x1
弨x0弩彤x1弨v弩 弫 · · ·弫

∂f

∂xm
弨x0弩彤xm弨v弩.

注 2.2.5. 给定m维线性空间 V 的一组基底向量 v1,v2, . . . ,vm，则对任何 v ∈
Rm，都存在唯一一组实数 x1, x2, . . . , xm使得

v 弽 x1v1 弫 x2v2 弫 · · ·弫 xmvm.

于是 V 与 Rm 线性同构。这组实数 x1, x2, . . . , xm 称为 v ∈ Rm 在基底向量
v1,v2, . . . ,vm下的坐标。映向量 v为其坐标 xi的函数是 V 上的一个线性函数，

记为 彤xi，所以对任何线性函数 L，

L弨v弩 弽 x1L弨v1弩 弫 x2L弨v2弩 弫 · · ·弫 xmL弨vm弩 弽

m∑
i=1

L弨vi弩彤xi弨v弩,

从而

L 弽 L弨v1弩彤x1 弫 L弨v2弩彤x2 弫 · · ·弫 L弨vm弩彤xm.

所以在 Rm 上的所有线性函数组成的线性空间中，彤x1,彤x2, . . . ,彤xm 组成一组

基底，我们称它是基底向量 v1,v2, . . . ,vm的对偶基。在这组基底下，我们把线

性函数 L对应于行向量

弨L弨v1弩, L弨v2弩, . . . , L弨vm弩弩 ,

因而行向量 (
∂f

∂x1
弨x0弩, . . . ,

∂f

∂xm
弨x0弩

)
就是在坐标系 弨x1, x2, . . . , xm弩的对偶基底 弨彤x1,彤x2, . . . ,彤xm弩下，微分 彤f弨x0弩

的坐标。

推论 2.2.6. 若m元映射 F 强 E → Rn，

F 弨x1, . . . , xm弩 弽 弨f1弨x1, . . . , xm弩, . . . , fn弨x1, . . . , xm弩弩T

在 x0 处可微，则对于任何 v 弽 弨ξ1, . . . , ξm弩 ∈ Rm，

∂F 弨x0弩弨v弩 弽


∂f1

∂x1
弨x0弩 · · · ∂f1

∂xm
弨x0弩

...
. . .

...
∂fn
∂x1

弨x0弩 · · · ∂fn
∂xm

弨x0弩



ξ1
...

ξm

 .
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因此映射 f 的微分的坐标表示为
∂f1

∂x1
弨x0弩 · · · ∂f1

∂xm
弨x0弩

...
. . .

...
∂fn
∂x1

弨x0弩 · · · ∂fn
∂xm

弨x0弩

 ,

记这个矩阵为 JF 弨x0弩 弽
∂弨y1, . . . , yn弩

∂弨x1, . . . , xm弩

∣∣∣∣
x0

，称为 F 在 x0 处的 Jacobi 矩阵。

JF 弨x0弩的行列式 彤彥彴 JF 弨x0弩称为 F 在 x0 处的 Jacobi行列式。

定理 2.2.7. 设 E ⊆ Rn，映射 f 强 E → Rm 在 x0 处可微， v1, . . . ,vn 是 Rn 的
一组基底向量，弨x1, . . . , xn弩是相应的坐标系， w1, . . . ,wm 是 Rm 的一组基底
向量，弨y1, . . . , ym弩是相应的坐标系，即

f弨x0弫x1v1弫 · · ·弫xnvn弩 弽 f弨x0弩弫y1弨x1, . . . , xn弩w1弫 · · ·弫ym弨x1, . . . , xn弩wm,

则对向量 v 弽 ξ1v1 弫 · · ·弫 ξnvn，

∂f弨x0弩弨v弩 弽 弨w1, . . . ,wm弩


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

...
. . .

...
∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xn



ξ1
...

ξn


称矩阵

Jf弨x0弩 弽


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

...
. . .

...
∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xn


为 f 在 x0 处关于基底 v1, . . . ,vn 和 w1, . . . ,wm 或关于坐标系 弨x1, . . . , xn弩 和

弨y1, . . . , ym弩的 Jacobi矩阵。

证明.

∂f弨x0弩弨v弩 弽

n∑
j=1

ξj
∂f

∂xj
弨x0弩 弽

n∑
j=1

ξj

m∑
i=1

∂yi
∂xj

弨x0弩wi 弽

m∑
i=1

 n∑
j=1

∂yi
∂xj

弨x0弩ξj

wi

弽 弨w1, . . . ,wm弩


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮
∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xn



ξ1
弮弮弮

ξn

 .

推论 2.2.8 弨链索法则的矩阵形式). 设 G在 x0 处可微，F 在 y0 弽 G弨x0弩处可

微，则

J弨F ◦G弩弨x0弩 弽 JF 弨y0弩 · JG弨x0弩.
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设 y 弽 G弨x弩，u 弽 F 弨y弩，则上式的分量形式为

∂j弨F ◦G弩i弨x0弩 弽
∑
k

∂kFi弨y0弩∂jGk弨x0弩 弽
∑
k

∂kFi弨G弨x0弩弩∂jGk弨x0弩,

用传统符号写为

∂ui
∂xj

弨x0弩 弽
∑
k

∂ui
∂yk

弨y0弩
∂yk
∂xj

弨x0弩 弽
∑
k

∂ui
∂yk

弨G弨x0弩弩
∂yk
∂xj

弨x0弩.

如果可微映射F的逆映射F ′也是可微的，则

J弨F−1弩弨y0弩 弽 弨JF 弨x0弩弩
−1
.

设 u 弽 G弨x弩 是从坐标系 弨x1, . . . , xn弩 空间到坐标系 弨u1, . . . , un弩 空间的

一个可微变换弨即 G 可逆，且 G 和逆映射 G−1 都可微弩。y 弽 f弨u弩 是坐标系

弨u1, . . . , un弩空间上的一个可微函数，则根据链索法则，y 弽 f弨G弨x弩弩可微，并

且

彤弨f ◦G弩弨x0弩弨v弩 弽

n∑
k=1

∂弨f ◦G弩
∂xk

弨x0弩ξk

弽

n∑
k=1

n∑
j=1

[
∂f

∂uj
弨u0弩

∂uj
∂xk

弨x0弩

]
ξk

弽

n∑
j=1

[
∂f

∂uj
弨u0弩

n∑
k=1

∂uj
∂xk

弨x0弩ξk

]

弽

n∑
j=1

∂f

∂uj
弨u0弩彤uj弨x0弩弨v弩,

所以

彤弨f ◦G弩弨x0弩 弽
n∑
j=1

∂f

∂uj
弨u0弩彤uj弨x0弩,

即

彤y 弽

n∑
k=1

∂y

∂xk
彤xk 弽

n∑
j=1

∂y

∂uj
彤uj .

最后这个等式叫做一阶微分的形式不变性，它表明可微函数的微分与自变量空

间中坐标系选取无关。

例 2.2.9. 对直角坐标系 弨x, y弩下的二元可微函数 u 弽 f弨x, y弩，求它在极坐标系

弨r, θ弩下的偏导数 ∂u
∂r ,

∂u
∂θ。

解：弨利用微分的形式不变性弩 x 弽 r 彣彯彳 θ，y 弽 r 彳彩彮 θ，所以

彤x 弽
∂x

∂r
彤r 弫

∂x

∂θ
彤θ 弽 彣彯彳 θ彤r − r 彳彩彮 θ彤θ,

彤y 弽
∂y

∂r
彤r 弫

∂y

∂θ
彤θ 弽 彳彩彮 θ彤r 弫 r 彣彯彳 θ彤θ,
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另由一阶微分的形式不变性得到

∂u

∂r
彤r 弫

∂u

∂θ
彤θ 弽 彤u 弽

∂u

∂x
彤x弫

∂u

∂y
彤y

弽
∂u

∂x
彛彣彯彳 θ彤r − r 彳彩彮 θ彤θ彝 弫 ∂u

∂y
彛彳彩彮 θ彤r 弫 r 彣彯彳 θ彤θ彝

弽

[
∂u

∂x
彣彯彳 θ 弫

∂u

∂y
彳彩彮 θ

]
彤r 弫

[
r 彣彯彳 θ

∂u

∂y
− r 彳彩彮 θ∂u

∂x

]
彤θ.

所以

∂u

∂r
弨r, θ弩 弽 彣彯彳 θ

∂u

∂x
弨r 彣彯彳 θ, r 彳彩彮 θ弩 弫 彳彩彮 θ

∂u

∂y
弨r 彣彯彳 θ, r 彳彩彮 θ弩,

∂u

∂θ
弨r, θ弩 弽 r 彣彯彳 θ

∂u

∂y
弨r 彣彯彳 θ, r 彳彩彮 θ弩− r 彳彩彮 θ∂u

∂x
弨r 彣彯彳 θ, r 彳彩彮 θ弩.

另解：弨利用链索法则的彊彡彣彯形彩矩阵形式，但注意不能随意交换矩阵前后顺序弩(
∂u

∂r
,

∂u

∂θ

)
弽

(
∂u

∂x
,

∂u

∂y

)(∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)

弽

(
∂u

∂x
,

∂u

∂y

)(
彣彯彳 θ −r 彳彩彮 θ
彳彩彮 θ r 彣彯彳 θ

)

弽

(
彣彯彳 θ

∂u

∂x
弫 彳彩彮 θ

∂u

∂y
, −r 彳彩彮 θ∂u

∂x
弫 r 彣彯彳 θ

∂u

∂y

)
或者

∂u

∂r
弽
∂u

∂x

∂x

∂r
弫
∂u

∂y

∂y

∂r
,

∂u

∂θ
弽
∂u

∂x

∂x

∂θ
弫
∂u

∂y

∂y

∂θ
.

另解： 多元复合函数求导总显得形式比较复杂，初学者往往不容易掌握。这里

我们一种叫做“变量树”的办法。

引入变量 z 弽 f弨x, y弩，x 弽 x弨r, θ弩，y 弽 y弨r, θ弩，并把因变量、中间变量和

自变量依次作为根节点和叶节点，按函数嵌套顺序分层排列，形成一棵变量的

树状图。 为了计算偏导数 ∂z
∂r，需要完成以下步骤：

弱弮 从根节点 z到最终叶节点 r总共有两条道路：z ← x← r和 z ← y ← r。
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弲弮 沿每条道路把相邻两个变量之间的偏导数依次相乘：

∂z

∂x
· ∂x
∂r
,

∂z

∂y
· ∂y
∂r
.

弳弮 把所有道路的结果相加，就得到

∂z

∂r
弽
∂z

∂x
· ∂x
∂r

弫
∂z

∂y
· ∂y
∂r
.

我们利用 x 弽 r 彣彯彳 θ和 y 弽 r 彳彩彮 θ得到

∂x

∂r
弽 彣彯彳 θ,

∂y

∂r
弽 彳彩彮 θ,

于是
∂z

∂r
弽
∂z

∂x
· 彣彯彳 θ 弫 ∂z

∂y
· 彳彩彮 θ.

读者可以用这个办法自己计算 ∂z
∂θ。

我们业已看到，函数的可微性以及微分是与坐标系选取无关的性质，但是

作为线性函数的微分毕竟显得比较抽象且不便于操作。在给定坐标系后，偏导

数更方便计算，我们可以利用关于坐标系的偏导数来表示微分。然而，存在

偏导数只是函数可微的必要而非充分条件。下面的定理说，如果所有一阶偏导

数都连续，那么函数一定是可微的。偏导数连续是比可微定义更容易验证的条

件。

定理 2.2.10. 若所有一阶偏导函数 ∂f
∂x1

弨x弩, . . . , ∂f∂xn 弨x弩都连续，则 f 可微。

证明. 弨仅以二元函数为例弩设 f弨x, y弩在含弨a, b弩的一个开集上定义，且
∂f

∂x
弨a, b弩存

在，
∂f

∂y
弨x, y弩在 弨a, b弩的一个邻域里存在，且在 弨a, b弩处连续。

对任意 ε > 弰，存在 δ > 弰使得当 |x− a| < δ且 |y − b| < δ时，∣∣∣∣f弨x, b弩− f弨a, b弩− ∂f

∂x
弨a, b弩弨x− a弩

∣∣∣∣ ≤ ε|x− a|,
且 ∣∣∣∣∂f∂y 弨x, y弩− ∂f

∂y
弨a, b弩

∣∣∣∣ < ε.

于是∣∣∣∣f弨x, y弩− f弨a, b弩− ∂f

∂x
弨a, b弩弨x− a弩− ∂f

∂y
弨a, b弩弨y − b弩

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣f弨x, y弩− f弨x, b弩− ∂f

∂y
弨a, b弩弨y − b弩

∣∣∣∣弫 ∣∣∣∣f弨x, b弩− f弨a, b弩− ∂f

∂x
弨a, b弩弨x− a弩

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∂f∂y 弨x, b弫 t弨y − b弩弩弨y − b弩− ∂f

∂y
弨a, b弩弨y − b弩

∣∣∣∣弫 ε|x− a|

弽

∣∣∣∣∂f∂y 弨x, b弫 t弨y − b弩弩− ∂f

∂y
弨a, b弩

∣∣∣∣ |y − b|弫 ε|x− a|

≤ε|y − b|弫 ε|x− a|
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所以当 弨x, y弩→ 弨a, b弩时，

f弨x, y弩− f弨a, b弩− ∂f

∂x
弨a, b弩弨x− a弩− ∂f

∂y
弨a, b弩弨y − b弩 弽 o弨|x− a|弫 |y − b|弩.

因此 f 在 弨a, b弩可微。

习题2.2

弱弮 关于偏导数的符号。传统上，人们习惯不区分变量和函数。例如在函数

z 弽 f弨x, y弩中，人们把因变量 z 等同于函数 f，甚至写成 z 弽 z弨x, y弩的

形式，因而 ∂z
∂x 也就是

∂f
∂x。但这在复合函数时会导致歧义，比如对 z 弽

z弨x, xy弩，符号 ∂z
∂x 表达的是什么含义，谈谈你的理解以及就如何避免这种

歧义的发生说说你的看法。

弲弮 设 f 强 Rm\{0} → R是可微函数。证明 f 是 k次齐次函数，即

f弨tx弩 弽 tkf弨x弩, ∀x ∈ Rm\{0},∀t > 弰,

当且仅当
m∑
i=1

xi
∂f

∂xi
弨x弩 弽 kf弨x弩, ∀x ∈ Rm\{0}.

弳弮 设Mn是所有 n阶实数矩阵组成的线性空间。求 ∂ det
∂ai,j

弨A弩，并证明：行列

式作为函数

彤彥彴 强Mn → R, A 7→ 彤彥彴弨A弩

是可微函数，并求 彤 彤彥彴弨A弩弨B弩。

弴弮 设 A是 n阶正交矩阵，y 弽 Ax，证明对任何可微函数 u 弽 u弨y弩，(
∂u

∂y1

)2

弫 · · ·弫
(
∂u

∂yn

)2

弽

(
∂彾u

∂x1

)2

弫 · · ·弫
(
∂彾u

∂xn

)2

,

其中 彾u弨x弩 弽 u弨Ax弩。这说明在欧氏度量下，微分的大小与单位正交基底

的选取无关。

張弮 对实数 a, b, µ和正数 σ，记

f弨µ, σ, a, b弩 弽

∫ b

a

弱√
弲πσ2

彥−
(x−µ)2

2σ2 彤x.

证明 f 是可微函数，并求它的微分。

弶弮 理想气体状态方程

PV 弽 nRT
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描述了气体三个宏观物理量压强 P，体积 V 和温度 T 之间的关系，其中

n（气体分子数）和 R（理想气体普适常数）都可视为常数。于是这三个

物理量中的任何一个都可以看成是由另外两个物理量决定的函数。证明：(
∂P

∂V

)
T

·
(
∂V

∂P

)
T

·
(
∂T

∂P

)
V

弽 −弱.

这个例子表明，偏导数符号是一个整体，不能望文生义地理解为分式。另

外这里
(
∂z
∂x

)
y
是物理学家在热力学计算时使用的符号，它表示 z是以 x, y

为独立自变量的函数，当 y固定时，z对 x的弨偏弩导数。

強弮 设 f 强 R→ R是 C1函数，定义

F 强 Rm → Rm, F 弨x弩 弽 f弨‖x‖2弩x.

求 彤彥彴 ∂F 弨x弩。

弸弮 球极投影。 记

Rm × R 弽 {弨X1, . . . , Xm, Xm+1弩|Xk ∈ R},

Rm 弽 {弨x1, . . . , xm弩|xk ∈ R}.

记N 弽 弨弰, . . . , 弰, 弲弩 ∈ Rm×R，Sm 弽 {弨X1, . . . , Xm, Xm+1弩|弨X1弩2弫 · · ·弫
弨Xm弩2 弫 弨Xm+1 − 弱弩2 弽 弱}。对 弨x1, . . . , xm弩 ∈ Rm，连接 弨x1, . . . , xm, 弰弩

与 N 的直线交 Sm 于 弨X1, . . . , Xm, Xm+1弩。证明映射

弨X1弨x1, . . . , xm弩, . . . , Xm弨x1, . . . , xm弩, Xm+1弨x1, . . . , xm弩弩

是可微映射，并求它的 彊彡彣彯形彩矩阵。
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2.3 内积空间中可微函数的梯度与方向导数

对线性函数和可微函数，我们可以引进梯度向量的概念，它的作用相当于

传统一元微积分时作为系数的导数。

定理 2.3.1 弨Riesz表示定理). 设 〈·, ·〉是 Rn 上一个内积。则对 Rn 上任何一个
线性函数 L 强 Rn → R，都存在唯一一个向量 ∇L ∈ Rn 使得

L弨v弩 弽 〈v,∇L〉, ∀v ∈ Rn.

从而∇L与彋彥彲L正交，且 ‖∇L‖ 弽 ‖L‖ 弽 彭彡彸
‖v‖=1

L弨v弩，单位向量 v满足 L弨v弩 弽

‖∇L‖当且仅当 v是 ∇L的方向向量。称这个唯一的向量 ∇L为线性函数 L的

梯度向量。

证明. 对 L ≡ 弰，易见∇L 弽 0是唯一满足定理结论中等式的向量。

下设 L 6≡ 弰。于是取单位向量 u∗ 使得 u∗ ⊥ 彋彥彲L，取 ∇L 弽 L弨u∗弩u∗，则

对任意 v ∈ Rn，易见 w 强弽 v − L(v)
L(u∗)u

∗ ∈ 彋彥彲L，

〈v,∇L〉 弽 〈v, L弨u∗弩u∗〉 弽
〈
L弨v弩

L弨u∗弩
u∗, L弨u∗弩u∗

〉
弽 L弨v弩.

请读者自己证明唯一性。对任意单位向量 v，由 彃彡彵彣彨役弭当彣彨彷彡彲彺不等式，

L弨v弩 弽 〈v,∇L〉 ≤ ‖v‖‖∇L‖ ≤ ‖∇L‖,

其中等式成立当且仅当 v是∇L的方向向量。所以 ‖L‖ 弽 ‖∇L‖。

定义 2.3.2. 设 E是内积空间的子集，函数 f 强 E → R在 x0处可微。记 彤f弨x0弩

的梯度向量为 彧彲彡彤f弨x0弩或 ∇f弨x0弩，称为 f 在 x0处的梯度向量。于是

彤f弨x0弩弨v弩 弽 〈v,∇f弨x0弩〉.

例 2.3.3. 设 A 强 Rn → Rn 是线性映射。求 f弨x弩 弽 〈Ax,x〉的微分与梯度。

解：

f弨x0 弫 v弩 弽 〈Ax0 弫Av,x0 弫 v〉 弽 〈Ax0,x0〉弫 〈Ax0,v〉弫 〈Av,x0〉弫 〈Av,v〉

弽 f弨x0弩 弫 〈弨A弫AT 弩x0,v〉弫 o弨v弩, v→ 弰,

所以 彤f弨x0弩弨v弩 弽 〈弨A弫AT 弩x0,v〉， ∇f弨x0弩 弽 弨A弫AT 弩x0。

特别当 A 弽 I 时， 彤f弨x0弩弨v弩 弽 〈弲x0,v〉，∇f弨x0弩 弽 弲x0。
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定理 2.3.4. 设 f 在 x0 处可微，则对于任意向量 v ∈ Rn，

∂f

∂v
弨x0弩 弽 彤f弨x0弩弨v弩 弽 〈v,∇f弨x0弩〉.

从而对任何单位向量 v，
∂f

∂v
弨x0弩 ≤ ‖∇f弨x0弩‖,

等号成立当且仅当 v是 f 在 x0 处的梯度方向。所以 f 的梯度方向是 f 增长最

快的方向。

注 2.3.5. 参照上述定理的最终结论，我们可以在一般范数情形下定义 f 的梯

度向量。设 ‖ · ‖是 Rm 上一个范数，f 强 Rm → R是一个可微函数。于是 f 的

微分 彤f弨x0弩 是 Rm 上一个线性函数。函数 f 在 x0 处的梯度为这样一个向量，

∇f弨x0弩 弽 λv∗，其中 ‖v∗‖ 弽 弱且

λ 弽 彤f弨x0弩v
∗ 弽 彭彡彸

‖v‖=1
彤f弨x0弩v.

我们后面会知道，从 x0出发沿梯度∇f弨x0弩的方向，函数值 f弨x弩上升最快，函

数值的最大增长率就是梯度的大小。但是，在没有内积的情况下，我们无法借

助梯度计算函数沿其他方向的导数。

定理 2.3.6. 在直角坐标系 弨x1, . . . , xm弩下，可微函数 f 的梯度为

∇f 弽

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xm

)T
.

证明. 设 e1, . . . , em 是这个坐标系对应的单位正交基底，并且

∇f 弽 c1e1 弫 · · ·弫 cmem.

则对任意 v 弽 ξ1e1 弫 · · ·弫 ξmem，

m∑
i=1

∂f

∂xi
弨x弩ξi 弽 彤f弨x弩弨v弩 弽 〈∇f,v〉 弽

〈
m∑
i=1

ciei,

m∑
j=1

ξjej

〉
弽

m∑
i=1

ciξi,

所以 ci 弽
∂f
∂xi

弨x弩，从而

∇f弨x弩 弽
m∑
i=1

∂f

∂xi
弨x弩ei.

注 2.3.7. 弨弱弩 读者需要注意的是：与作为线性函数的微分不同，梯度是函数定

义域所在空间中的一个向量，所以在给定坐标系下梯度是一个列向量。

弨弲弩因为函数的微分和空间中的内积都与坐标系无关，所以梯度本质上是与坐标

系无关的一个向量。但在不同的坐标系中，梯度的坐标会不同。在一般坐标系

下，梯度∇f弨x0弩的坐标表达式见本节后的习题。
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习题2.3

弱弮 弨彡弩 设 L是内积空间上一个非零的线性函数，非零向量 n ∈ 弨彋彥彲L弩⊥ 满

足 L弨n弩 弽 ‖n‖2，证明∇L 弽 n。

弨形弩 设 v1, . . . ,vn−1是 Rn 中的 n− 弱个（列）向量，记

L弨v弩 弽 彤彥彴弨v1, . . . ,vn−1,v弩.

求线性函数 L的梯度向量 ∇L。

弲弮 设 f, g 强 E → R可微。证明

弨彡弩 弨线性和乘积的 彌彥彩形彮彩彺公式弩 f 弫 g, fg可微，且

∇弨f 弫 g弩弨x弩 弽 ∇f弨x弩 弫∇g弨x弩,

∇弨fg弩弨x弩 弽 f弨x弩∇g弨x弩 弫 g弨x弩∇f弨x弩弻

弨形弩 若 f弨x弩 6弽 弰，则 1
f 可微，且

∇
(
弱

f

)
弨x弩 弽 − 弱

f弨x弩2
∇f弨x弩.

弳弮 设 F,G 强 E → Rm 可微。证明

∇〈F,G〉弨x弩 弽 弨∂G弨x弩弩
T
F 弨x弩 弫 弨∂F 弨x弩弩

T
G弨x弩.

弴弮 设 f 强 Rm → R是可微函数， v1, . . . ,vm 是 Rm 的一组基，弨x1, . . . , xm弩

是对应这组基的坐标系。证明在这个坐标系下，∇f弨x0弩的坐标为
〈v1,v1〉 · · · 〈v1,vm〉

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮

〈vm,v1〉 · · · 〈vm,vm〉


−1

∂f
∂x1

弮弮弮
∂f
∂xm

 .

張弮 设 f 强 Rm → R是可微函数， G 强 Rn → Rm 是可微映射，求 f ◦ G的梯
度。

弶弮 可微函数 f弨x, y弩在平面极坐标系 弨r, θ弩下的梯度。

強弮 设Mn 为所有 n阶实数矩阵组成的线性空间，彤彥彴 强 Mn → R弨A 7→ 彤彥彴A，

彤彥彴A为矩阵 A的行列式弩。

弨彡弩 证明 彤彥彴是可微函数，并求 彤彥彴在 A ∈Mn 处的微分。

弨形弩 证明 〈A,B〉 弽 彴彲弨ATB弩是Mn 上一个内积，并求 彤彥彴在 A ∈ Mn 处

的梯度。
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弸弮 分别求线性函数 f弨x, y弩 弽 弲x弫 弳y在以下范数下的梯度向量。

弨彡弩
√
x2 弫 y2 弨形弩 彭彡彸{|x|, |y|} 弨彣弩 |x|弫 |y|

弹弮 设 E ⊂ Rm 是开集，并且包含从 a到 b的直线段，f 强 E → Rp 是可微映
射。

弨彡弩 若 p 弽 弱，证明在 a到 b的直线段上存在 c使得

f弨b弩− f弨a弩 弽 彤f弨c弩弨b− a弩 弽 〈∇f弨c弩,b− a〉.

弨形弩 若 p > 弱，证明对任意向量 u ∈ Rp，在 a到 b的直线段上存在 cu 使

得

〈u, f弨b弩− f弨a弩〉 弽 〈u, ∂f弨cu弩弨b− a弩〉.

弨彣弩 若 ‖∂f弨x弩‖ ≤M 弨 ∀x ∈ E弩，则

‖f弨b弩− f弨a弩‖ ≤M‖b− a‖.

弨提示：在弨形弩中取 u 弽 f弨b弩− f弨a弩。弩

弱弰弮 R3中的球坐标系。 其中极径 r，纬度 θ和经度 ϕ如图所示。

弨彡弩 试写出用球坐标 弨r, θ, ϕ弩表达的直角坐标 弨x弨r, θ, ϕ弩, y弨r, θ, ϕ弩, z弨r, θ, ϕ弩弩

的表达式，并证明它是可微映射，求出该映射的 彊彡彣彯形彩矩阵。该矩

阵是否可逆？为什么？

弨形弩 记

er 弽


∂x
∂r
∂y
∂r
∂z
∂r

 , eθ 弽


∂x
∂θ
∂y
∂θ
∂z
∂θ

 , eϕ 弽


∂x
∂ϕ
∂y
∂ϕ
∂z
∂ϕ

 ,

求它们给出的度量矩阵。
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弨彣弩 计算 弨x弨r, θ, ϕ弩, y弨r, θ, ϕ弩, z弨r, θ, ϕ弩弩 的彊彡彣彯形彩矩阵的行列式，并对结

果给出几何解释。

弨彤弩 对可微函数 f 强 R3 → R，求在球坐标系下 f 的梯度 ∇f （用偏导数
∂f
∂r ,

∂f
∂θ ,

∂f
∂ϕ 表示）。

弨彥弩 记 S2 弽 {弨x, y, z弩 ∈ R3|x2 弫 y2 弫 z2 弽 弱}。如果 f弨θ, ϕ弩是 S2上的可

微函数，求∇f（用偏导数 ∂f
∂θ ,

∂f
∂ϕ 表示）。

弱弱弮 环面上，纬度 θ 和经度 ϕ 如图所示。设环面轴径为 R，经线半径为 b，

弰 < b < a。

弨彡弩 试写出用环面坐标 弨θ, ϕ弩表达的直角坐标 弨x弨θ, ϕ弩, y弨θ, ϕ弩, z弨θ, ϕ弩弩的

表达式，并证明它是可微映射，求出该映射的 彊彡彣彯形彩矩阵。该矩阵

是否可逆？为什么？

弨形弩 记

eθ 弽


∂x
∂θ
∂y
∂θ
∂z
∂θ

 , eϕ 弽


∂x
∂ϕ
∂y
∂ϕ
∂z
∂ϕ

 ,

求它们给出的度量矩阵。

弨彣弩 如果 f弨θ, ϕ弩是环面上的可微函数，求∇f（用偏导数 ∂f
∂θ ,

∂f
∂ϕ 表示）。

2.4 高阶偏导数和 Taylor展开

导数和微分为我们提供了一个可微函数或映射的线性近似，而这些非线性

函数和映射的非线性特征则需要通过高阶导数来体现。彔彡役彬彯彲公式为我们提供

了通过函数的高阶导数用多项式形式近似非线性可微函数的一个途径。
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定义 2.4.1. 对 i1, . . . , ik ∈ {弱, 弲, . . . , n}，记

∂kf

∂xik · · · ∂xi1
弨x0弩 弽

∂

∂xik

(
· · · ∂f

∂xi1

)
弨x0弩.

称为 f 在 x0处的一个 k 阶偏导数。

高阶偏导数有时也用这样的符号：∂kxik ,...,xi1
f，∂kik,...,i2,i1f，f

(k)
xi1 ,...,xik

，甚

至 fxi1 ,...,xik。

如果对任何 i1, . . . , ik ∈ {弱, 弲, . . . , n}，偏导函数 ∂kf
∂xik ···∂xi1

弨x弩都连续，即 f

的任何 k阶偏导数都连续，则称 f 是一个 Ck 函数，记 f ∈ Ck。
如果对任何正整数 k，f ∈ Ck，则记 f ∈ C∞。

定理 2.4.2. 对任何 Ck 函数 f，对任何 i1, . . . , ik ∈ {弱, 弲, . . . , n}以及弱, 弲, . . . , k

的任何排列 π，
∂kf

∂xiπ(k)
· · · ∂xiπ(1)

弨x弩 弽
∂kf

∂xik · · · ∂xi1
弨x弩.

即高阶偏导数的值与求导顺序无关。

这个定理可以通过对 k 做数学归纳法得到证明，而证明的核心是以下关于

二元函数的结论。

引理 2.4.3. 若偏导函数 ∂2f
∂x∂y 和

∂2f
∂y∂x在 弨a, b弩处连续，则 ∂2f

∂x∂y 弨a, b弩 弽
∂2f
∂y∂x 弨a, b弩。

由于 Ck 函数的高阶导数与求导顺序无关，所以我们也采取对每个变量记

重数的方式，比如 ∂3f
∂x2∂y 可以表示下面这些偏导数中的任何一个

∂3f

∂x∂x∂y
弽

∂3f

∂x∂y∂x
弽

∂3f

∂y∂x∂x
.

类似地，你应该不难理解

∂pf

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂x
αm
m

弨α1 弫 α2 弫 · · ·弫 αm 弽 p弩

所代表的偏导数，这里 p是一个正整数，是函数 f 被求导的累计次数，而非负

整数 α1, α2, . . . , αm分别是对每个自变量求导的次数，所以 ∂xαkk 是

∂xk · · · ∂xk︸ ︷︷ ︸
αk 个

的缩记形式。

定理 2.4.4. (1) 若函数 f, g都是 Ck 的，则 f 弫 g, fg也都是 Ck 的。

(2) 若复合映射 g ◦ f 中 f, g都是 Ck 的，则映射 g ◦ f 也是 Ck 的。
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证明. 只证明第弲个结论。

对 k做数学归纳法。由链索法则

∂弨g ◦ f弩
∂xi

弨x弩 弽
∑
k

∂g

∂yk
弨f弨x弩弩

∂fk
∂xi

弨x弩

知上式右端中每一项都是连续函数，所以 k 弽 弱时结论成立。

假设结论对 k成立。设 f, g都是 Ck+1 的，则上式右端中的每一项都是 Ck

的。所以 g ◦ f 是 Ck+1的。

例 2.4.5. 把直角坐标系下 C2函数 u 弽 u弨x, y弩满足的方程

弁u 强弽
∂2u

∂x2
弫
∂2u

∂y2
弽 弰

写成极坐标形式，并求它的各向同性解 u 弽 u弨r弩。弁u读作“ u的 彌彡彰彬彡彣彩彡彮”。

解： 由 x 弽 r 彣彯彳 θ, y 弽 r 彳彩彮 θ及链索法则得到

∂

∂r
弽
∂x

∂r

∂

∂x
弫
∂y

∂r

∂

∂y
弽 彣彯彳 θ

∂

∂x
弫 彳彩彮 θ

∂

∂y
,

∂

∂θ
弽
∂x

∂θ

∂

∂x
弫
∂y

∂θ

∂

∂y
弽 −r 彳彩彮 θ ∂

∂x
弫 r 彣彯彳 θ

∂

∂y
,

这是关于求导算子 ∂
∂x ,

∂
∂y 的线性方程组，由此解得

∂

∂x
弽 彣彯彳 θ

∂

∂r
− 彳彩彮 θ

r

∂

∂θ
,

∂

∂y
弽 彳彩彮 θ

∂

∂r
弫

彣彯彳 θ

r

∂

∂θ
,

这样就把直角坐标下的求导算子表示为极坐标下的求导算子，所以

∂2

∂x2
弽

∂

∂x

∂

∂x
弽

(
彣彯彳 θ

∂

∂r
− 彳彩彮 θ

r

∂

∂θ

)(
彣彯彳 θ

∂

∂r
− 彳彩彮 θ

r

∂

∂θ

)
,

弽 彣彯彳2 θ
∂2

∂r2
− 弲 彳彩彮 θ 彣彯彳 θ

r

∂2

∂r∂θ
弫

弲 彳彩彮 θ 彣彯彳 θ

r2

∂

∂θ
弫

彳彩彮2 θ

r

∂

∂r
弫

彳彩彮2 θ

r2

∂2

∂θ2

∂2

∂y2
弽 彳彩彮2 θ

∂2

∂r2
弫

弲 彳彩彮 θ 彣彯彳 θ

r

∂2

∂r∂θ
− 弲 彳彩彮 θ 彣彯彳 θ

r2

∂

∂θ
弫

彣彯彳2 θ

r

∂

∂r
弫

彣彯彳2 θ

r2

∂2

∂θ2
,

相加，然后作用于 u得到

弰 弽
∂2u

∂x2
弫
∂2u

∂y2
弽
∂2u

∂r2
弫

弱

r2

∂2u

∂θ2
弫

弱

r

∂u

∂r
.

该方程的各向同性解 u 弽 u弨r弩满足 u′′ 弫
u′

r
弽 弰，这是一个 彅彵彬彥彲方程。解得

u弨r弩 弽 A 彬彮 r 弫B 是所有的各向同性解。请读者验证

u弨x, y弩 弽
A

弲
彬彮弨x2 弫 y2弩 弫B

是原方程的解。
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高阶微分

函数 f 的一阶微分是关于一个向量 v一个线性函数

∂f弨x弩弨v弩 弽
∑
i

∂f

∂xi
弨x弩vi 弽

∂f

∂v
弨x弩.

它对 x再次微分，就得到 f 的二阶微分，这是一个关于一对向量 v,w的双线性

函数

彤2f弨x弩弨v,w弩 弽
∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj
弨x弩viwj 弽

∂

∂w

∂f

∂v
弨x弩.

一般地，函数 f 的 k阶微分是关于 k向量 v1,v2, . . . ,vk 的 k重线性函数

彤kf弨x弩弨v1,v2, . . . ,vk弩 弽
∑

i1,i2,...,ik

∂kf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
弨x弩v1,i1v2,i2 · · · vk,ik

弽
∂kf

∂vk · · · ∂v1
弨x弩.

当 v1 弽 v2 弽 · · · 弽 vk 弽 v时，

彤kf弨x弩弨v,v, . . . ,v弩 弽
∑

i1,i2,...,ik

∂kf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
弨x弩vi1vi2 · · · vik 弽

∂kf

∂vk
弨x弩

是关于向量 v的一个k次形。

Taylor公式

对 Ck 函数 f，考虑

g弨t弩 弽 f弨x0 弫 tv弩.

则 g是 Ck 的，

g′弨t弩 弽 ∂f弨x0 弫 tv弩弨v弩 弽

n∑
i=1

∂f

∂xi
弨x0 弫 tv弩ξi 弽

n∑
i=1

ξi
∂f

∂xi
弨x0 弫 tv弩.

g′′弨t弩 弽
∑

1≤i,j≤n

ξiξj
∂2f

∂xi∂xj
弨x0 弫 tv弩 弽

(
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi

)2

f弨x0 弫 tv弩.

一般地，

g(k)弨t弩 弽
∑

1≤i1,...,ik≤n

ξi1 · · · ξik
∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
弨x0弫tv弩 弽

(
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi

)k
f弨x0弫tv弩.
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所以

f弨x0 弫 tv弩 弽 g弨t弩 弽

k−1∑
j=0

g(j)弨弰弩

j弡
tj 弫

g(k)弨tθ弩

k弡
tk 弨弰 < θ < 弱弩

弽

k−1∑
j=0

(
n∑
i=1

ξi
∂
∂xi

)j
f弨x0弩

j弡
tj 弫

(
n∑
i=1

ξi
∂
∂xi

)k
f弨x0 弫 tθv弩

k弡
tk

弽

k−1∑
j=0

∑
1≤i1,...,ij≤n

ξi1 · · · ξij
∂jf

∂xi1 ···∂xij
弨x0弩

j弡
tj

弫

∑
1≤i1,...,ik≤n

ξi1 · · · ξik
∂kf

∂xi1 ···∂xik
弨x0 弫 tθv弩

k弡
tk.

对任意向量 v，设 v 弽 ‖v‖v1，则

f弨x0 弫 v弩 弽

k−1∑
j=0

弱

j弡

∑
1≤i1,...,ij≤n

∂jf

∂xi1 · · · ∂xij
弨x0弩ξi1 · · · ξij

弫
弱

k弡

∑
1≤i1,...,ik≤n

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
弨x0 弫 θv弩ξi1 · · · ξik

弽

k∑
j=0

弱

j弡

∑
1≤i1,...,ij≤n

∂jf

∂xi1 · · · ∂xij
弨x0弩ξi1 · · · ξij 弫 o弨‖v‖k弩

弽

k∑
j=0

∑
α1+···+αn=j

∂jf

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

弨x0弩
ξα1
1 · · · ξαnn
α1弡 · · ·αn弡

弫 o弨‖v‖k弩

定理 2.4.6. 设 f 在 x0 处 k阶连续可微。则对 v 弽 弨ξ1, . . . , ξn弩，

f弨x0 弫 v弩 弽
k∑
j=0

弱

j弡
彤jf弨x0弩弨v, . . . ,v弩 弫 o弨‖v‖k弩

弽

k∑
j=0

∑
α1+···+αn=j

∂jf

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

弨x0弩
ξα1
1 · · · ξαnn
α1弡 · · ·αn弡

弫 o弨‖v‖k弩, ‖v‖ → 弰.

另外，只要f 在连接x0 和 x0 弫 v的线段上一直有定义，就存在 弰 < θ < 弱使得

f弨x0 弫 v弩 弽

k−1∑
j=0

∑
α1+···+αn=j

∂jf

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

弨x0弩
ξα1
1 · · · ξαnn
α1弡 · · ·αn弡

弫
∑

α1+···+αn=k

∂kf

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

弨x0 弫 θv弩
ξα1
1 · · · ξαnn
α1弡 · · ·αn弡

.

注 2.4.7. 彔彡役彬彯彲公式与等价范数的选取无关。

定理 2.4.8 弨Taylor 展开的唯一性). 设 f 在 x0 处 k 阶可微。则 k 次多项式 P

满足

f弨x0 弫 v弩 弽 P 弨v弩 弫 o弨‖v‖k弩, v→ 0,
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当且仅当 P 是 f 在 x0 处的 k次 Taylor多项式。

例 2.4.9. 求 彳彩彮弨x弫 y2弩在 弨弰, 弰弩处的 弳次 彔彡役彬彯彲展开。

解： 彳彩彮和多项式 x弫 y2都是 C∞函数，所以 彳彩彮弨x弫 y2弩也是 C∞函数。

由一元函数 彳彩彮的 彔彡役彬彯彲展开知

彳彩彮弨x弫 y2弩 弽 弨x弫 y2弩− 弨x弫 y2弩3

弳弡
弫 o弨弨x弫 y2弩3弩, x弫 y2 → 弰

弽 x弫 y2 − x3

弶
− 弳x2y2 弫 弳xy4 弫 y6

弶
弫 o弨弨x弫 y2弩3弩, x弫 y2 → 弰.

因为当 r 弽 彭彡彸{|x|, |y|} < 弱时，

|x弫 y2| ≤ |x|弫 |y2| ≤ 弲彭彡彸{|x|, |y|} 弽 弲r,

|x弫 y2|3 ≤ 弸彭彡彸{|x|, |y|}3 弽 弸r3,

|xmyn| ≤ 彭彡彸{|x|, |y|}m+n 弽 rm+n,

所以由 彔彡役彬彯彲展开的唯一性定理， x 弫 y2 − x3

弳弡
是 彳彩彮弨x 弫 y2弩在 弨弰, 弰弩处的三

次 彔彡役彬彯彲多项式。

习题2.4

弱弮 证明引理弲弮弴弮弳。

弲弮 试着用变量树方法计算复合函数的高阶导数，看看会出现哪些问题，想想

该如何解决。

弳弮 证明线性变换求逆运算 A 7→ A−1是 C∞映射。

弴弮 设常数 A,B,C 满足 B2 > 弴AC，C2函数 z 弽 z弨x, y弩满足

A
∂2z

∂x2
弫B

∂2z

∂x∂y
弫 C

∂2z

∂y2
弽 弰.

弨彡弩 若 A 弽 C 弽 弰，求上述微分方程的解 z 弽 z弨x, y弩。

弨形弩 若 A 6弽 弰，证明存在实数 α, β 使得在变量替换

u 弽 αx弫 y,

v 弽 βx弫 y
下，

上述方程变成 ∂2z
∂u∂v 弽 弰。

張弮 平面极坐标系下 彌彡彰彬彡彣彥方程为 ∂2u
∂r2 弫 1

r
∂u
∂r 弫

1
r2
∂2u
∂θ2 弽 弰。求分离变量形式

的解 u弨r, θ弩 弽 X弨r弩Y 弨θ弩。

弶弮 求直角坐标系下的 彌彡彰彬彡彣彥方程弁f 弽 ∂2f
∂x2 弫 ∂2f

∂y2 弫 ∂2f
∂z2 弽 弰在空间球坐标

系下的表达式。
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強弮 弨彡弩 如果多项式 P 弨x弩 满足：对任意 λ > 弰，P 弨λx弩 弽 λkP 弨x弩，并且

P 弨x弩 弽 o弨‖x‖k弩弨x→ 0弩。证明 P 弨x弩 弽 弰。

弨形弩 证明 彔彡役彬彯彲展开的唯一性定理。

弸弮 求 ∂2 彤彥彴弨A弩 以及 彤彥彴 在 I 处的 弲 阶 彔彡役彬彯彲 展开式。弨提示：AA∗T 弽

彤彥彴弨A弩I。弩

2.5 函数凸凹性、函数极值

凸凹性和极值是非线性函数区别于线性函数的性质。就像我们在一元微积

分课程中已经了解的那样，研究可微函数的凸凹性和极值需要用到函数的二阶

导数。

定义 2.5.1. f 在 x0处的二阶微分

彤2f弨x0弩弨v,v弩 弽 vTHf 弨x0弩v 弽

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
弨x0弩vivj

是一个对称双线性形，其系数矩阵

Hf 弨x0弩 弽


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
· · · ∂2f

∂x2∂xn
弮弮弮

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂x2∂x2

· · · ∂2f
∂x2
n


称为函数 f 在 x0处的 Hesse矩阵。

利用 彈彥彳彳彥矩阵，我们可以更方便地表达函数的二阶 彔彡役彬彯彲展开式，这是

我们研究凸凹性和极值问题的基本工具。

定理 2.5.2 弨二阶彔彡役彬彯彲展开弩. 设 f在x0处弲阶连续可微。则对v 弽 弨ξ1, . . . , ξn弩，

f弨x0 弫 v弩 弽 f弨x0弩 弫 彤f弨x0弩弨v弩 弫
弱

弲
vTHf 弨x0弩v 弫 o弨‖v‖2弩, ‖v‖ → 弰.

另外，只要 f 在连接 x0和 x0 弫v的线段上一直有定义，就存在 弰 < θ < 弱使得

f弨x0 弫 v弩 弽 f弨x0弩 弫 彤f弨x0弩弨v弩 弫
弱

弲
vTHf 弨x0 弫 θv弩v.
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定义 2.5.3. 称 C ⊆ Rn 是一个凸集，如果对任意 x,y ∈ C 以及任意 弰 ≤ t ≤ 弱，

弨弱− t弩x弫 ty ∈ C。
设C ⊆ Rn是一个凸集。称 f 强 C → R是一个凸函数，如果对任意 x,y ∈ C

以及任意 弰 ≤ t ≤ 弱，

f弨弨弱− t弩x弫 ty弩 ≤ 弨弱− t弩f弨x弩 弫 tf弨y弩.

称 f 强 C → R是一个凹函数，如果 −f 是凸函数。

图 弲弮弲强 凸集（左）和凸函数（右）

定理 2.5.4. 如果 x0 是严格凸/严格凹函数 f 的极小值点，则 x0 是 f 的最小

值/最大值点，且它是唯一的最小值/最大值点。

证明. 设 f 是严格凸函数。

假设存在 x1 6弽 x0 使得 f弨x1弩 ≤ f弨x0弩。设 U 是 x0 的邻域，使得对任意

x ∈ U，f弨x弩 ≥ f弨x0弩。则当 t > 弰足够小时，弨弱− t弩x0 弫 tx1 ∈ U，同时

f弨弨弱− t弩x0 弫 tx1弩 < 弨弱− t弩f弨x0弩 弫 tf弨x1弩 ≤ f弨x0弩.

但这与 f弨x0弩是极小值矛盾。这同时说明了最小值点是唯一的。

定理 2.5.5. C2 函数 f 是凸/凹函数当且仅当 f 在各点处的 Hesse矩阵都是半

正定/半负定矩阵。

如果 f 在各点处的 Hesse矩阵都是正定/负定矩阵，则 f 是严格凸/严格凹

函数。

证明. 考虑

g弨t弩 弽 f弨弨弱− t弩x弫 ty弩− 弨弱− t弩f弨x弩− tf弨y弩.
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则 g弨弰弩 弽 g弨弱弩 弽 弰，且

g′′弨t弩 弽 弨y − x弩THf 弨弨弱− t弩x弫 ty弩弨y − x弩 ≥ 弰.

所以 g是凸函数，从而 g弨t弩 ≤ 弨弱− t弩g弨弰弩 弫 tg弨弱弩 弽 弰。

定义 2.5.6. 称 x0是函数 f 的一个临界点，如果对任意 v ∈ Rn， ∂f
∂v 弨x0弩 弽 弰。

称 x0 是 C2 函数 f 的一个非退化临界点，如果 x0 是函数 f 的一个临界点，

且 彈彥彳彳彥矩阵 Hf 弨x0弩是可逆矩阵。

定理 2.5.7. 若 f 在 x0 可微，则 x0 是 f 的一个临界点当且仅当

∂f

∂x1
弨x0弩 弽

∂f

∂x2
弨x0弩 弽 · · · 弽

∂f

∂xm
弨x0弩 弽 弰,

也即 x0 是 f 的梯度向量场 ∇f 的一个零点。

定理 2.5.8. 若 x0 是可微函数 f 定义域的一个内点，且 x0 是 f 的一个极值点，

则 x0 是 f 的一个临界点。

证明. 对任意 v ∈ Rn，考虑满足以下条件的可微曲线 x弨t弩，

x弨弰弩 弽 x0, x′弨弰弩 弽 v.

因为 x0是 f 的极值点，所以 t 弽 弰是函数 f弨x弨t弩弩的极值点。因此

弰 弽
∂

∂t
f弨x弨t弩弩

∣∣∣∣
t=0

弽
∂f

∂v
弨x0弩,

即 x0是 f 的一个临界点。

定理 2.5.9. 若函数 f 可微并且是凸函数，x0是 f 的一个临界点，则 x0是 f 的

最小值点。

证明. 因为 f 是凸函数，所以它的 彈彥彳彳彥矩阵是半正定的。由 彔彡役彬彯彲展开知

f弨x弩 弽 f弨x0弩 弫
弱

弲
弨x− x0弩

THf 弨弨弱− θ弩x0 弫 θx弩弨x− x0弩 ≥ f弨x0弩.

定理 2.5.10. 设 x0 是 C2 函数 f 的一个临界点。则

1. 若 Hf 弨x0弩正定（即所有特征值都是正数），则 x0 是 f 的一个极小值点；

2. 若 Hf 弨x0弩负定（即所有特征值都是负数），则 x0 是 f 的一个极大值点；
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图 弲弮弳强 极小、极大、鞍点

3. 若 Hf 弨x0弩既有正特征值又有负特征值，则 x0 不是 f 极值点。若 Hf 弨x0弩

可逆但既不正定也不负定，则称 x0 是 C2 函数 f 的一个鞍型临界点，鞍

型临界点不是极值点。

证明. 弨弱弩 因为Hf 弨x弩在 x0处连续并且Hf 弨x0弩正定，所以 f 在 x0附近是严格

凸的。

弨弲弩 f 在 x0附近是严格凹的。

弨弳弩 设 v是 Hf 弨x0弩的特特征向量，对应特征值 λ < 弰。则 |t|充分小时，

f弨x0 弫 tv弩 弽 f弨x0弩 弫
t2

弲
vTHf 弨x0弩v弫 o弨t2弩 弽 f弨x0弩 弫

λt2

弲
vTv弫 o弨t2弩 < f弨x0弩.

例 2.5.11. 求函数 f弨x, y弩 弽 xy 彬彮弨x2 弫 y2弩 弨 弨x, y弩 6弽 弨弰, 弰弩 弩的极值。

解： 令 g弨r, θ弩 弽 f弨r 彣彯彳 θ, r 彳彩彮 θ弩。则 g弨r, θ弩 弽 r2 彬彮 r · 彳彩彮 弲θ，


∂g
∂r 弽 r弨弲 彬彮 r 弫 弱弩 彳彩彮 弲θ,

∂g
∂θ 弽 弲r2 彬彮 r · 彣彯彳 弲θ,


∂2g
∂r2 弽 弨弲 彬彮 r 弫 弳弩 彳彩彮 弲θ,

∂2g
∂r∂θ 弽 弲r弨弲 彬彮 r 弫 弱弩 彣彯彳 弲θ,

∂2g
∂θ2 弽 −弴r2 彬彮 r · 彳彩彮 弲θ.

由 ∂g
∂r 弽 ∂g

∂θ 弽 弰解得以下临界点

弨弱弩

r 弽 1√
e
,

θ 弽 ±π4 ,
弨弲弩

r 弽 1√
e
,

θ 弽 ± 3π
4 ,

弨弳弩

r 弽 弱,

θ 弽 弰,
弨弴弩

r 弽 弱,

θ 弽 π,
弨張弩

r 弽 弱,

θ 弽 ±π2 .

临界点 弨 1√
e
,±π4 弩 弨 1√

e
,± 3π

4 弩
弨弱, 弰弩

弨弱, π弩
弨弱,±π2 弩

彈彥彳彳彥

(
±弲 弰

弰 ± 1
e

) (
∓弲 弰

弰 ∓ 1
e

) (
弰 弲

弲 弰

) (
弰 −弲
−弲 弰

)
极值点 极小弨极大弩 极大弨极小弩 鞍点 鞍点

极值 ∓ 1
2e ± 1

2e
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所以 弨 1√
e
, 1√

e
弩和 弨− 1√

e
,− 1√

e
弩是 f 的极小值点，极小值为 − 1

2e；弨 1√
e
,− 1√

e
弩和

弨− 1√
e
, 1√

e
弩是 f 的极大值点，极大值为 1

2e。

另解： 函数 f 满足如下对称性：f弨−y, x弩 弽 −f弨x, y弩。所以当我们采用极坐标
时，只须考虑 θ ∈ 彛弰, π2 弩或 θ ∈ 弨−π4 ,

π
4 弩的情况。令 g弨r, θ弩 弽 f弨r 彣彯彳 θ, r 彳彩彮 θ弩。

则

g弨r, θ弩 弽 r2 彬彮 r 彳彩彮 弲θ.

根据 g的梯度向量场

∇g 弽

(
∂g

∂r
,
∂g

∂θ

)T
弽
(
r弨弲 彬彮 r 弫 弱弩 彳彩彮 弲θ, 弲r2 彬彮 r · 彣彯彳 弲θ

)T
的方向（见图弲弮張），可以确定 g的取值变化情况。

图 弲弮弴强 g的梯度向量场∇g

具体而言，由 ∂g
∂r 弽 r弨弲 彬彮 r 弫 弱弩 彳彩彮 弲θ 知：对 弰 < θ < π

2，当 弰 < r < 1√
e

时，∂g
∂r < 弰；当 r > 1√

e
时，∂g

∂r > 弰。所以 g弨r, θ弩的临界点必然满足 r 弽 1√
e
，且

g弨r, θ弩关于 r 在 r 弽 1√
e
处取得最小值 g弨 1√

e
, θ弩 弽 − 1

2e 彳彩彮 弲θ，后者在 θ 弽 π
4 处

取得最小值 − 1
2e。因此 弨 1√

e
, π4 弩为 g 的极小值点。从而 弨 1√

e
, 1√

e
弩为 f 的极小值

点。再由 f 的对称性知 弨− 1√
e
, 1√

e
弩和弨 1√

e
,− 1√

e
弩为 f 的极大值点， 弨− 1√

e
,− 1√

e
弩

为 f 的极小值点。f 的极小值为 − 1
2e，极大值为

1
2e。

因为 彬彩彭
r→+∞

g弨r, π4 弩 弽 弫∞，所以 g，从而 f，无上界，进而没有最大值。再

由 f 的对称性知，f 也没有下界，因而没有最小值。

对 −π4 < θ < π
4，当 弰 < r < 弱时， ∂g

∂θ < 弰；当 r > 弱时， ∂g
∂θ > 弰。所以

g弨r, θ弩的临界点必然满足 r 弽 弱。但 ∂g
∂r 弨弱, θ弩 弽 彳彩彮 弲θ 在 θ 弽 弰两侧有相反的正

负号，所以 g 在此区域内的唯一的临界点 弨弱, 弰弩不是 g 的极值点。因此 弨±弱, 弰弩
和 弨弰,±弱弩是 f 的临界点但不是极值点。
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你能根据 g 的梯度向量场 ∇g 的大致走向想象函数 g 弨进而函数 f 弩的水平

集和函数图像的大致样貌吗？

例 2.5.12. 弨最小二乘法弩 给定矩阵 A和向量 b，求向量 x使得 ‖Ax − b‖2 最
小。

解： 令 f弨x弩 弽 ‖Ax − b‖22。则 f 连续且弨只要A 6弽 弰弩当 ‖x‖ → 弫∞时f弨x弩 →
弫∞，所以 f 必有最小值。

图 弲弮張强 最小二乘法

f弨x弩 弽 〈Ax− b, Ax− b〉 弽 〈ATAx,x〉 − 弲〈x, ATb〉弫 〈b,b〉.

所以 f 可微，其最小值点必然是极值点，从而使临界点。

彤f弨x弩弨v弩 弽 弲〈ATAx,v〉 − 弲〈v, ATb〉 弽 弲〈v, ATAx−ATb〉.

x是 f 的临界点当且仅当对任意 v，彤f弨x弩弨v弩 弽 弰，即 ATAx 弽 ATb。

最后这个等式称为最小二乘问题的正交方程，其几何含义是 Ax − b 与 A

的每个列向量正交，也就是 Ax是 b在 A的列向量空间中的正交投影，它是 A

的列向量空间中与 b距离最近的向量。

当 A满列秩时，ATA可逆，此时解得唯一的临界点

x 弽 弨ATA弩−1Ab,

它是 f 的最小值点。弲弭范数也就是欧氏范数是用坐标的平方计算的，所以这个

优化问题叫做最小二乘弨二乘就是指平方弩。

注 2.5.13. 在一些实际应用中，仅仅找到最小二乘问题的最优解往往还不够。

我们还需要说明按特定模型使用最小二乘法的合理性，此时人们常取

R2 弽 弱− ‖Ax
∗ − b‖22
‖b‖22

,

R2的值越大，b就越倾向于成为 A的列向量的线性组合。
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最小二乘法是数据处理的一个重要方法。例如，我们想用父母的身高 x, y 来预

测他们的孩子成年后的身高 z。如果使用线性模型

z 弽 ax弫 by 弫 c

我们需要知道系数 a, b, c。当然影响身高的因素有很多，所以这只是个近似模

型。当我们获得了大量实际数据 弨xk, yk, zk弩以后，我们希望 a, b, c满足

xka弫 ykb弫 c− zk 弽 弰

这是关于 a, b, c 三个数的方程，但我们可以有成百上千甚至更多的数据。如果

只是从大量数据中选取三组数据，虽然可以得到 a, b, c 的值，但很可能它们与

其他数据是矛盾的。通常不可能有这样的 a, b, c的值适合所有数据。彇彡彵彳彳在处

理大地测量的问题时也遇到了同样的问题，他提出了最小二乘法，就是寻找使

得平均平方误差
弱

n

n∑
k=1

弨axk 弫 byk 弫 c− zk弩2

达到最小时的参数值 a, b, c。此时我们取

A 弽


x1 y1 弱

x2 y2 弱
弮弮弮

弮弮弮
弮弮弮

xn yn 弱

 , x 弽


a

b

c

 , b 弽


z1

z2

弮弮弮

zn


此时，正交方程为

xx xy x

xy yy y

x y 弱



a

b

c

 弽


xz

yz

z

 , uv 弽

∑n
k=1 ukvk
n

, u 弽

∑n
k=1 uk
n

除了线性模型，最小二乘法还可适用于多项式模型

y 弽 a0 弫 a1x弫 . . .弫 amx
m.

此时

A 弽


弱 x1 x2

1 · · · xm1

弱 x2 x2
2 · · · xm2

弮弮弮
弮弮弮

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮

弱 xn x2
n · · · xmn

 , x 弽



a0

a1

a2

弮弮弮

am


, b 弽


y1

y2

弮弮弮

yn

 .

习题2.5
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弱弮 称向量场 F是一个保守场，如果存在函数 P 使得 F弨x弩 弽 −∇P 弨x弩。物理
中称这样的函数 P 称为向量场 F的一个势能函数。证明：如果 F是一个

保守场， P 是它的一个势能函数，则对于微分方程

x′ 弽 F弨x弩

的每一条解曲线 x弨t弩，函数 P 弨x弨t弩弩关于 t都是单调不增函数。

弲弮 若 f 强 C → R是严格凸函数，x0是 f 的临界点，证明 x0是 f 的唯一临界

点，并且是 f 的最小值点。

弳弮 求以下函数的极值和最值

弨弱弩 u 弽 彳彩彮x弫 彳彩彮 y 弫 彳彩彮 z − 彳彩彮弨x弫 y 弫 z弩弨弰 ≤ x, y, z ≤ π弩
弨弲弩 f弨x弩 弽 〈Ax,x〉

〈x,x〉 弨x 6弽 0弩，其中 A是一个对称矩阵。

弨弳弩 xy − 弨x− 弱弩y 弫 弨x− 弱弩2 弨 x > 弰, y ∈ R 弩。

弴弮 设 γ 是由抛物线 y 弽 c2 − x2弨−c ≤ x ≤ c弩和 x轴上的线段组成的简单封

闭曲线。求 γ 的内接四边形的最大面积。

張弮 证明：f弨x, y弩 弽 −y 弫 x2 弫 xy 弫 x4 弫 y4 有唯一极值点，并判断该极值点

的类型。

弶弮 设 F 强 U → Rn 是 x0 的一个开邻域 U ⊆ Rm 上的一个 C2 映射，f 在

y0 弽 F 弨x0弩的一个邻域上的 C2函数，U ⊆ Rm是开集。求 f ◦F 在 x0处

的 彈彥彳彳彥矩阵。

強弮 如果用下述模型指数型模型拟合数据 弨xk, yk弩，请给出一个计算模型系数

的方法。

弨弱弩 y 弽 axb，

弨弲弩 y 弽 A彥λx，

弨弳弩 y 弽 a
1+be−λx

。

弸弮 彈彿彯彬彤彥彲不等式。设正数 p, q满足 1
p 弫

1
q 弽 弱。证明对任意正数 x1, x2, y1, y2

都成立不等式

弨xp1 弫 xp2弩
1
p 弨yq1 弫 yq2弩

1
q ≥ x1y1 弫 x2y2.

弨提示：视 y1, y2是给定的常数，考虑函数 f弨x1, x2弩 弽 弨xp1 弫 xp2弩
1
p 弨yq1 弫 yq2弩

1
q−

x1y1 − x2y2 弩

弹弮 如果二元函数 f弨x, y弩沿着过原点的每条直线都在原点取极小值，问原点

是否为 f 的极小值点？
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2.6 应用：Newton法

设 f 强 E → Rm 是可微映射。设 x∗ 是方程 f弨x弩 弽 弰的解。假设 xn 是 x∗

的一个近似解。在 xn 处把函数 f弨x弩局部线性化：

y 弽 f弨xn弩 弫 ∂f弨xn弩弨x− xn弩.

由线性方程

0 弽 f弨xn弩 弫 ∂f弨xn弩弨x− xn弩

解得

x 弽 xn − 弨∂f弨xn弩弩
−1
f弨xn弩.

这样得到 彎彥彷彴彯彮迭代

xn+1 弽 xn − 弨∂f弨xn弩弩
−1
f弨xn弩.

我们证明

定理 2.6.1. 如果 f 强 E → Rm 是 C1 可微映射， f弨x∗弩 弽 弰且 ∂f弨x∗弩可逆，则

Newton迭代是局部收敛的。即存在 x∗ 的一个邻域 U 使得对任意 x0 ∈ U，以
x0 为初值的 Newton迭代点列 xn 都满足 彬彩彭

n→+∞
xn 弽 x∗。

如果进一步 f 是 C2可微的，则 Newton迭代还是二阶收敛的，即存在常数

M > 弰使得在 x∗的一个邻域 U 中，Newton迭代点列 xn都满足 ‖xn+1−x∗‖ ≤
M‖xn − x∗‖2。

证明. 记

T 弨x弩 弽 x− 弨∂f弨x弩弩
−1
f弨x弩, A 弽 ‖ 弨∂f弨x∗弩弩−1 ‖弫 弱.

存在 δ > 弰，使得当 ‖x− x∗‖ < δ时，

‖∂f弨x弩− ∂f弨x∗弩‖ < 弱

弴A
, ‖ 弨∂f弨x弩弩−1 ‖ ≤ A.

记 v 弽 x− x∗，则

‖T 弨x弩− x∗‖ 弽 ‖x− x∗ − 弨∂f弨x弩弩
−1
f弨x弩 弫 弨∂f弨x弩弩

−1
f弨x∗弩‖

≤ ‖ 弨∂f弨x弩弩−1 ‖‖∂f弨x弩弨x− x∗弩− f弨x弩 弫 f弨x∗弩‖

≤ A
∥∥∥∥∫ 1

0

∂

∂t
弨∂f弨x弩弨tv弩− f弨x∗ 弫 tv弩弩 彤t

∥∥∥∥
弽 A

∥∥∥∥∫ 1

0

∂f弨x弩弨v弩− ∂f弨x∗ 弫 tv弩弨v弩彤t

∥∥∥∥
≤ A

∫ 1

0

‖∂f弨x弩− ∂f弨x∗ 弫 tv弩‖ ‖v‖彤t

≤ A
∫ 1

0

弱

弲A
‖v‖ 彤t ≤ 弱

弲
‖x− x∗‖ < δ,
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所以

‖T k弨x弩− x∗‖ ≤ 弱

弲k
‖x− x∗‖ → 弰, k → 弫∞.

因此 彎彥彷彴彯彮法是局部收敛的。

如果 f 强 E → Rn是C2可微映射，则不妨设当 ‖x−x∗‖ < δ时，‖D2f弨x弩‖ <
M2，则

‖T 弨x弩− x∗‖ ≤ A
∫ 1

0

‖∂f弨x弩− ∂f弨x∗ 弫 tv弩‖ ‖v‖彤t

弽 A

∫ 1

0

∥∥∥∥∫ 1

t

彤

彤s
∂f弨x∗ 弫 sv弩v彤s

∥∥∥∥ ‖v‖彤t
≤ AM2‖v‖2

∫ 1

0

∫ 1

t

彤s彤t 弽
AM2

弲
‖x− x∗‖2,

因此 彎彥彷彴彯彮法是二阶局部收敛的。

注 2.6.2. 虽然 彎彥彷彴彯彮法具有很好的收敛速度，但是在每次迭代时都需要重新

计算 ∂f弨xn弩
−1，这反而影响了算法的效率。广义 彎彥彷彴彯彮法采用一列更容易计

算逆矩阵的可逆矩阵 An （甚至是固定的矩阵A0）代替 ∂f弨xn弩，

xn+1 弽 xn −A−1
n f弨xn弩,

虽然每步迭代变成一阶收敛，但由于 A−1
n 节省了计算成本，效率反而提高了。

关于 彎彥彷彴彯彮法、广义 彎彥彷彴彯彮法以及 彎彥彷彴彯彮弭彋彡彮彴彯彲彯彶彩彣彨定理，感兴趣

的读者可以参考 彐弮彇弮彃彩彡彲彬彥彴著 彌彩彮彥彡彲 彡彮彤 彎彯彮彬彩彮彥彡彲 彆彵彮彣彴彩彯彮彡彬 彁彮彡彬役彳彩彳 彷彩彴彨

彁彰彰彬彩彣彡彴彩彯彮彳 弨中译本，《线性与非线性泛函分析及其应用》下册，秦铁虎译，高

等教育出版社 弲弰弱強年第一版弩

习题2.6

弱弮 为了得到可逆矩阵 A的逆矩阵，对 F 弨X弩 弽 X−1−A 弽 弰使用 彎彥彷彴彯彮迭

代。请写出迭代的递推关系式。
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2.7 习题讨论课2

弱弮 设 弊 ⊂ R2是有界区域，可微函数 f弨x, y弩满足
∂f

∂x
弨x, y弩 弫

∂f

∂y
弨x, y弩 弽 kf弨x, y弩, 弨x, y弩 ∈ 弊,

f弨x, y弩 弽 弰, 弨x, y弩 ∈ ∂弊.

证明 f弨x, y弩 弽 弰弨∀弨x, y弩 ∈ 弊弩。

弲弮 解方程


∂z

∂t
弽 a

∂z

∂x
弫 b

∂z

∂y
,

z弨x, y, 弰弩 弽 f弨x, y弩.

弳弮 设 f 可微，证明对任意 t > 弰，存在 弨ξ, η弩满足 ξ2 弫 η2 弽 t，且

η
∂f

∂x
弨ξ, η弩 弽 ξ

∂f

∂y
弨ξ, η弩.

弴弮 设

x 弽 彥t 彣彯彳 θ,

y 弽 彥t 彳彩彮 θ.
求 彌彡彰彬彡彣彥方程

∂2u

∂x2
弫
∂2u

∂y2
弽 弰在 弨t, θ弩坐标系下的形

式。

張弮 在平面直角坐标系 弨x, y弩下，对平面向量场 弨X弨x, y弩, Y 弨x, y弩弩，定义其旋

度和散度依次为

彲彯彴弨X,Y 弩 弽
∂Y

∂x
− ∂X

∂y
, 彤彩彶弨X,Y 弩 弽

∂X

∂x
弫
∂Y

∂y
.

对平面数量场弨即函数弩 f弨x, y弩，其梯度向量场为

∇f弨x, y弩 弽
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)T
.

求

弨彡弩 彲彯彴∇f 和 彤彩彶∇f。

弨形弩 考虑平面线性向量场(
X

Y

)
弽 A

(
x

y

)
, A 弽

(
a11 a12

a21 a22

)
.

求这个向量场的旋度和散度。讨论旋度和散度分别为零时A的特征。

弶弮 设Mn为所有 n阶实数矩阵组成的线性空间，彤彥彴 强Mn → R 弨 A 7→ 彤彥彴A，

彤彥彴A为矩阵 A的行列式弩。
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弨彡弩 证明 彤彥彴是可微函数，并求 彤彥彴在 A ∈Mn 处的微分。

弨形弩 证明 〈A,B〉 弽 彴彲弨ATB弩是Mn 上一个内积，并求 彤彥彴在 A ∈ Mn 处

的梯度。
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2.8 习题讨论课3

弱弮 求彌彡彰彬彡彣彥方程
∂2u

∂x2
1

弫
∂2u

∂x2
2

弫 · · ·弫 ∂2u

∂x2
n

弽 弰

的各向同性解 u 弽 u弨r弩 弨其中 r 弽
√
x2

1 弫 x2
2 弫 · · ·弫 x2

n 弩。

弲弮 设有界闭区域 弊的连续函数 u是边值问题
∂2u
∂x2

1
弫 ∂2u

∂x2
2
弫 · · ·弫 ∂2u

∂x2
n
弽 u, x ∈ 彩彮彴弊,

u弨x1, x2, . . . , xn弩 弽 弰, x ∈ ∂弊

的解。证明 u ≡ 弰。

弳弮 求以下函数在指定点的 彐彥彡彮彯余项 彔彡役彬彯彲展开

弨彡弩 xy 在 弨x, y弩 弽 弨弱, 弰弩处展开到二阶；

弨形弩 λx弫 彥−(x2+y2) 在它的临界点处展开到二阶。

弴弮 对参数 λ，讨论函数 λx弫 彥−(x2+y2) 的极值情况。

張弮 求 u 弽 彳彩彮x1 弫 彳彩彮x2 弫 彳彩彮x3 − 彳彩彮弨x1 弫 x2 弫 x3弩的所有临界点，判别其

类型，并求 u的最大值和最小值。

弶弮 证明：沿过原点的任何直线 u 弽 弨y − x2弩弨y − 弳x2弩都在原点处取严格极小

值，但原点不是这个二元函数的极值点。

Highlight



第 3章 隐函数与逆映射定理

3.1 隐函数定理

很多数学问题最终都归结为解方程。一个方程是否有解，是否有唯一解，

以及如果方程中含有参数，那么方程的解对参数的变化有怎样的响应，这些就

是隐函数定理讨论的问题。从几何的角度说，即函数F 弨x, y弩的水平集F 弨x, y弩 弽

弰是否可以（局部）看成是一个可微函数 y 弽 f弨x弩的图像，如何确保 f 具有适

当的光滑程度，以及如何得到保 f 的近似表达式。可以说，隐函数定理在多元

微分学乃至非线性分析中都发挥着一个基本而且重要的作用。

让我们从最简单的方程——二元一次方程开始。

ax弫 by 弫 c 弽 弰,

当 b 6弽 弰时，上述方程有唯一解

y 弽 b−1弨−c− ax弩.

当 b 弽 弰且 a 弽 c 弽 弰时，上述方程对每个 x都有无穷多解；当 b 弽 弰且 a 弽 弰

且 c 6弽 弰 时，上述方程对每个 x 都无解；当 b 弽 弰 且 a 6弽 弰 时，上述方程对

x 弽 − c
a 有无穷多解，对 x 6弽 − c

a 无解。总之，上述方程关于 y有唯一解当且仅

当 b 6弽 弰。

弶弹



強弰 彃彈彁彐彔彅归 弳弮 隐函数与逆映射定理

我们在考察非线性方程，例如

x2 弫 y2 弽 弱.

对任何 弨x0, y0弩，如果 x2
0 弫 y2

0 弽 弱且 |x0| < 弱，则取

δ 弽 彭彩彮{弱− x0, x0 弫 弱},

于是弨x0 − δ, x0 弫 δ弩 ⊂ 弨−弱, 弱弩，
高维时，考虑线性方程

Ax弫By 弫 c 弽 弰.

对每个 x上述方程有唯一解当且仅当 B 是可逆矩阵，此时

y 弽 B−1 弨−c−Ax弩 .

如果 B不是列满秩矩阵，则可能对某些 x，Ax弫 c不在 B的列空间中，此时方

程无解。如果 B 列满秩矩阵，但列数大于它的秩，则方程有无穷多解。

以下隐函数定理是多元微分学中最重要的结论，它给出了一般的非线性方

程解的存在唯一性的一个充分条件。

定理 3.1.1 弨隐函数定理). 设 F 强W → Rn 在开集W ⊆ Rm × Rn 内是 Ck 可微

映射， 弨x0,y0弩 ∈ W 满足 F 弨x0,y0弩 弽 弰且 ∂yF 弨x0,y0弩可逆。则存在 x0 的邻

域 U ⊂ Rm 和 y0 的邻域 V 以及 Ck 映射 f 强 U → Rn 使得：
(1) 对任意 x ∈ U，F 弨x, f弨x弩弩 弽 弰，并且

(2) 若 弨x,y弩 ∈ U × V 满足 F 弨x,y弩 弽 弰，则 y 弽 f弨x弩。

注 3.1.2. 弨弱弩 隐函数定理的目的是在一个特解 弨x0,y0弩附近找到非线性方程的

所有的解。把非线性方程在特解 弨x0,y0弩处线性化，

F 弨x,y弩 弽 F 弨x0,y0弩 弫 ∂xF 弨x0,y0弩弨x− x0弩 弫 ∂yF 弨x0,y0弩弨y − y0弩 弫 h.o.t.

弽 ∂xF 弨x0,y0弩弨x− x0弩 弫 ∂yF 弨x0,y0弩弨y − y0弩 弫 h.o.t.

得到线性方程

∂xF 弨x0,y0弩弨x− x0弩 弫 ∂yF 弨x0,y0弩弨y − y0弩 弽 弰.

隐函数定理中的非退化条件“ ∂yF(x0,y0) 可逆”是为了确保这个线性方程有唯

一解。这个线性方程的解

y 弽 y0 − 弨∂yF 弨x0,y0弩弩
−1
∂xF 弨x0,y0弩弨x− x0弩

正是非线性方程 F 弨x,y弩 弽 弰的解的线性近似：

y 弽 y0 − 弨∂yF 弨x0,y0弩弩
−1
∂xF 弨x0,y0弩弨x− x0弩 弫 h.o.t.
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弨弲弩 如果隐函数 f 可微，则对恒等式

F 弨x, f弨x弩弩 弽 弰

两边求导，得到

∂xF 弨x, f弨x弩弩 弫 ∂yF 弨x, f弨x弩弩∂xf弨x弩 弽 弰.

由于 F 是 C1，f 连续，∂yF 弨x0, f弨x0弩弩可逆，所以对 x0附近的所有 x，线性映

射 ∂yF 弨x, f弨x弩弩可逆，而线性映射求逆的运算是 C∞的，因此

∂xf弨x弩 弽 − 弨∂yF 弨x, f弨x弩弩弩
−1
∂xF 弨x, f弨x弩弩

且它是连续的，从而 f 是C1的。

用数学归纳法不难证明，如果 F 是 Ck 的，则 f 也是 Ck 的。

弨弳弩 如果隐函数 f 连续，我们证明 f 可微。

记

A 弽 ∂yF 弨x, f弨x弩弩,

B 弽 ∂xF 弨x, f弨x弩弩,

M 弽
∥∥A−1B

∥∥弫 ∥∥A−1
∥∥ .

由于 F 可微，所以

弰 弽 F 弨x弫 v, f弨x弫 v弩弩

弽 F 弨x, f弨x弩弩 弫Bv 弫A弨f弨x弫 v弩− f弨x弩弩 弫 α弨x,v弩

弽 Bv 弫A弨f弨x弫 v弩− f弨x弩弩 弫 α弨x,v弩,

其中 α弨x,v弩满足：对任意 ε > 弰，存在 δε > 弰使得当 ‖v‖弫‖f弨x弫v弩−f弨x弩‖ <
δε时，

‖α弨x,v弩‖ ≤ ε 弨‖v‖弫 ‖f弨x弫 v弩− f弨x弩‖弩 .

由于 f 连续，所以存在 彾δε > 弰，使得当 ‖v‖ < 彾δε时，‖v‖弫‖f弨x弫v弩−f弨x弩‖ <
δε。

‖f弨x弫 v弩− f弨x弩‖ 弽 ‖A−1 弨Bv 弫 α弨x,v弩弩 ‖

≤M‖v‖弫Mε弨‖v‖弫 ‖f弨x弫 v弩− f弨x弩‖弩

所以

‖f弨x弫 v弩− f弨x弩‖ ≤ M 弫Mε

弱−Mε
‖v‖,

因此

‖α弨x,v弩‖ ≤ ε 弨‖v‖弫 ‖f弨x弫 v弩− f弨x弩‖弩 ≤ ε
(
弱 弫

M 弫Mε

弱−Mε

)
‖v‖,
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即当 v→ 弰时，α弨x,v弩 弽 o弨‖v‖弩。

f弨x弫 v弩− f弨x弩 弫A−1Bv 弽 −A−1α弨x,v弩 弽 o弨‖v‖弩, v→ 弰.

所以 f 可微。

弨弴弩 如果隐函数 f 在 x0处连续，则对 x0附近的所有 x， F 弨x, f弨x弩弩 弽 弰且

∂yF 弨x, f弨x弩弩可逆。于是隐函数定理的证明关键之处在于证明 x0 附近隐函数 f

的局部的存在性和唯一性，以及 f 在 x0连续性。

证明. 记 A 弽 ∂yF 弨x0,y0弩，B 弽 ∂xF 弨x0,y0弩。令

G弨u,v弩 弽 A−1F 弨x0 弫 u,y0 −A−1Bu弫 v弩.

则 x 弽 x0 弫u和 y 弽 y0−A−1Bu弫v满足 F 弨x,y弩 弽 0当且仅当G弨u,v弩 弽 0。

G是 C1映射，满足 G弨0,0弩 弽 0， ∂uG弨0,0弩 弽 弰， ∂vG弨0,0弩 弽 I。

定义

T 弨u,v弩 弽 v −G弨u,v弩.

则 T 是 C1 映射，T 弨0,0弩 弽 0， ∂uT 弨0,0弩 弽 弰， ∂vT 弨0,0弩 弽 弰。于是 v 是

G弨u,v弩 弽 0的解当且仅当 v是 T 弨u, ·弩的不动点。
任给 ε > 弰，存在 δ > 弰使得对任意 弨u,v弩，只要 ‖u‖ ≤ δ及任意 ‖v‖ ≤ δ，

就有 弨x0 弫 u,y0 −A−1Bu弫 v弩 ∈W，且

‖∂vT 弨u,v弩‖ <
弱

弲
, ‖∂uT 弨u,v弩‖ 弽 ‖∂uG弨u,v弩‖ < ε,

于是对任意 ‖u‖ ≤ δ及任意 ‖v1‖ ≤ δ， ‖v2‖ ≤ δ，

‖T 弨u,v2弩− T 弨u,v1弩‖ ≤
弱

弲
‖v2 − v1‖.

由此知，如果 T 弨u,v1弩 弽 v1 且 T 弨u,v2弩 弽 v2，则必有 v1 弽 v2。即对任意

u弨‖u‖ ≤ δ弩，T 弨u,v弩关于 v 弨 ‖v‖ ≤ δ 弩至多只有一个不动点，即方程G弨u,v弩 弽

0关于 v 弨 ‖v‖ ≤ δ 弩至多只有一个解。
另外

‖T 弨u,v弩‖ ≤ ‖T 弨u,v弩− T 弨u,0弩‖弫 ‖T 弨u,0弩− T 弨0,0弩‖ ≤ ε‖u‖弫 弱

弲
‖v‖.

取

E 弽 {弨u,v弩|‖u‖ ≤ δ

弱 弫 弲ε
, ‖v‖ ≤ 弲ε‖u‖}.

则 E 是闭集，对任意 弨u,v弩 ∈ E，‖v‖ ≤ δ，

‖T 弨u,v弩‖ ≤ ε‖u‖弫 弱

弲
‖v‖ ≤ ε‖u‖弫 ε‖u‖ ≤ 弲ε‖u‖.

故 弨u, T 弨u,v弩弩 ∈ E。所以存在唯一的 v∗ 弽 f弨u弩使得
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弱弮 弨u, f弨u弩弩 ∈ E，

弲弮 对满足 ‖u‖ ≤ δ
1+2ε 和 ‖v‖ ≤ δ 的任意 弨u,v弩：T 弨u,v弩 弽 v 当且仅当

v 弽 f弨u弩。

因为 f弨0弩 弽 0且

‖f弨u弩‖ ≤ 弲ε‖u‖,

所以 f 在 u 弽 0处可微，且 ∂f弨0弩 弽 弰。从而

y弨x弩 弽 y0 − 弨∂yF 弨x0,y0弩弩
−1
∂xF 弨x0,y0弩弨x− x0弩 弫 o弨‖x− x0‖弩,

故 y弨x弩在 x0处可微。

例 3.1.3. 易见 弨x, y, u, v弩 弽 弨弱, 弱, 弳, 弲弩是方程组x2 弫 xy 弫 y2 − u 弽 弰,

x2 − xy 弫 弲y2 − v 弽 弰

的解。证明在对 弨弳, 弲弩附近的任何 弨u, v弩，上述方程组关于 弨x, y弩在 弨弱, 弱弩附近

有唯一解 弨x, y弩 弽 f弨u, v弩，并求 f 在 弨u, v弩 弽 弨弱, 弱弩处的二阶 彔彡役彬彯彲多项式。

解： 记 ξ 弽 x− 弱, η 弽 y − 弱, ϕ 弽 u− 弳, θ 弽 v − 弲，则原方程改写为弨弱 弫 ξ弩2 弫 弨弱 弫 ξ弩弨弱 弫 η弩 弫 弨弱 弫 η弩2 − 弨弳 弫 ϕ弩 弽 弰,

弨弱 弫 ξ弩2 − 弨弱 弫 ξ弩弨弱 弫 η弩 弫 弲弨弱 弫 η弩2 − 弨弲 弫 θ弩 弽 弰,

即 弳ξ 弫 弳η − ϕ弫 ξ2 弫 ξη 弫 η2 弽 弰,

ξ 弫 弳η − θ 弫 ξ2 − ξη 弫 弲η2 弽 弰.
弨弪弩

解得 ξ 弽
ϕ−θ

2 − ξη 弫 η2

2 ,

η 弽 −ϕ+3θ
6 − ξ2

2 弫 2ξη
3 −

5η2

6 .

方程组 弨∗弩在 弨ξ, η, ϕ, θ弩 弽 弨弰, 弰, 弰, 弰弩处的线性化方程组有唯一解ξ 弽
ϕ−θ

2 ,

η 弽 −ϕ+3θ
6 .

所以根据隐函数定理，方程组 弨∗弩在 弨ξ, η, ϕ, θ弩 弽 弨弰, 弰, 弰, 弰弩附近有形如ξ 弽
ϕ−θ

2 弫 z弨ϕ, θ弩,

η 弽 −ϕ+3θ
6 弫 w弨ϕ, θ弩
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的解。代回方程组 弨∗弩得到

z 弽 −ξη 弫 η2

弲

弽 −
(
ϕ− θ
弲

)(
−ϕ弫 弳θ

弶

)
弫

弱

弲

(
−ϕ弫 弳θ

弶

)2

弫 o弨r2弩,

w 弽 −ξ
2

弲
弫

弲ξη

弳
− 張η2

弶

弽 −弱

弲

(
ϕ− θ
弲

)2

弫
弲

弳

(
ϕ− θ
弲

)(
−ϕ弫 弳θ

弶

)
− 張

弶

(
−ϕ弫 弳θ

弶

)2

弫 o弨r2弩

其中 r 弽
√
ϕ2 弫 θ2。

因此x 弽 弱 弫 ϕ−θ
2 −

(
ϕ−θ

2

)(
−ϕ+3θ

6

)
弫 1

2

(
−ϕ+3θ

6

)2

弫 o弨r2弩,

y 弽 弱 弫 −ϕ+3θ
6 − 1

2

(
ϕ−θ

2

)2

弫 2
3

(
ϕ−θ

2

)(
−ϕ+3θ

6

)
− 5

6

(
−ϕ+3θ

6

)2

弫 o弨r2弩,

其中 r 弽
√
ϕ2 弫 θ2，ϕ 弽 u− 弳, θ 弽 v − 弲。

习题3.1

弱弮 设 F 弨x, y, z弩是一个可微的三元函数，满足

∂F

∂x
· ∂F
∂y
· ∂F
∂z
6弽 弰.

证明：对任意 弨x0, y0, z0弩，在 弨x0, y0, z0弩的一个邻域里，方程

F 弨x, y, z弩 弽 F 弨x0, y0, z0弩

唯一地确定了三个可微函数 x 弽 x弨y, z弩，y 弽 y弨z, x弩，z 弽 z弨x, y弩，并且

∂x

∂y
· ∂y
∂z
· ∂z
∂x

弽 −弱.

弲弮 设 C1函数 F 强 U × 弨y0 − δ0, y0 弫 δ0弩→ R满足：

弨彡弩 F 弨x0, y0弩 弽 弰，

弨形弩 对任意 x ∈ U，F 弨x, y弩关于 y严格增。

证明：

弨彡弩 存在 δ1, δ2 > 弰使得，对任意 x 强 ‖x − x0‖ < δ1，存在唯一的 y弨x弩 强

|y弨x弩− y0| < δ2使得 F 弨x, y弨x弩弩 弽 弰；

弨形弩 y弨x弩关于 x在 x0处连续。

弨彣弩 若 ∂F
∂y 弨x0, y0弩 > 弰，则 y弨x弩在 x0是 C1的。
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弳弮 利用上个习题的结论证明隐函数定理。

弴弮 证明−y弫 x2 弫 xy弫 x4 弫 y4 弽 弰在 弨弰, 弰弩的一个邻域内定义了一个 C∞隐

函数 y 弽 h弨x弩，并求 h在 x 弽 弰处的四阶泰勒展开式。

張弮 设 f 强 U ×V → R是 C2函数，x0是 f弨·, λ0弩的非退化临界点，即 f弨x, λ0弩

关于 x 在 x0 处的 彈彥彳彳彥 矩阵是可逆的。证明对足够接近 λ0 的所有 λ，

f弨x, λ弩关于 x在 x0 附近有唯一的临界点，并且该临界点的类型与 x0 作

为 f弨·, λ0弩的临界点的类型是一样的。

弶弮 设 ε ∈ R，讨论 fε弨x, y弩 弽 εx弫 x2彥−y
2

的极值点情况。

強弮 设 λ0是矩阵A0的一个单重特征值弨即 p弨λ0弩 弽 弰，p′弨λ0弩 6弽 弰，其中 p弨λ弩 弽

彤彥彴弨λI −A0弩弩，x0是 A0对应于 λ0的一个单位特征向量。证明存在 δ > 弰

使得对任意矩阵 A，只要 ‖A − A0‖ < δ，A 就有唯一的特征值 λ弨A弩 和

相应的单位特征向量 x弨A弩使得 λ弨A0弩 弽 λ0，x弨A0弩 弽 x0，并且 λ弨A弩和

x弨A弩关于 A是 C∞的。

3.2 逆映射定理

以下反函数定理弨也称为逆映射定理弩说，如果一个可微映射在一点处的线

性近似是可逆的，那么这个可微映射在该点附近就是局部可逆的。

定理 3.2.1. 设 f 强 U → Rn 在开集 U 上Ck 可微，∂f弨x0弩可逆，则存在 x0 的

邻域 V 和 f弨x0弩的邻域W 使得f 强 V →W 有 Ck 的逆映射。

证明. 考虑 F 弨x,y弩 弽 f弨x弩− y。则

∂xF 弨x,y弩 弽 ∂f弨x弩, ∂yF 弨x,y弩 弽 −I.

所以 F 是 Ck映射。F 弨x0, f弨x0弩弩 弽 弰，因为 ∂xF 弨x0, f弨x0弩弩 弽 ∂f弨x0弩可逆，所

以存在 x0 的邻域 V 以及 f弨x0弩的邻域 W 和 Ck 映射 g 强 W → V 使得对任意

y ∈W 以及 x ∈ V，
F 弨x,y弩 弽 弰⇐⇒ x 弽 g弨y弩,

即

f弨x弩 弽 y⇐⇒ x 弽 g弨y弩.

例 3.2.2. 从平面极坐标 弨r, θ弩到直角坐标 弨x, y弩由 C∞映射x 弽 r 彣彯彳 θ,

y 弽 r 彳彩彮 θ
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确定。它的 彊彡彣彯形彩矩阵为(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)
弽

(
彣彯彳 θ −r 彳彩彮 θ
彳彩彮 θ r 彣彯彳 θ

)
,

其行列式为 r。所以根据逆映射定理，在除原点以外的任何一点的某个邻域内，

上述映射有 C∞的逆映射，它从直角坐标得到极坐标。

定义 3.2.3. 称 f 强 U → V 是一个 Ck 微分同胚，如果 f 是 Ck 映射，并且存在

Ck 的逆映射 g 强 V → U，即

g弨f弨x弩弩 弽 x, f弨g弨y弩弩 弽 y, ∀x ∈ U,y ∈ V.

定理 3.2.4. 设 U ⊆ Rn 是开集，f 强 U → Rn 是 Ck 映射。则

V 弽 f弨U弩是开集且 f 强 U → V 是 Ck 微分同胚

当且仅当

f 是单射，且对任意 x ∈ U，∂f弨x弩是可逆的线性映射。

例 3.2.5.

f弨x1, x2弩 弽 弨x2
1 − x2

2, 弲x1x2弩

是 弨弰,弫∞弩× 弨弰,弫∞弩到 R× 弨弰,弫∞弩的微分同胚。

证明.

∂弨y1, y2弩

∂弨x1, x2弩
弽

(
弲x1 −弲x2

弲x2 弲x1

)
, 彤彥彴

∂弨y1, y2弩

∂弨x1, x2弩
弽 弴弨x2

1 弫 x2
2弩 > 弰, ∀x 6弽 0.

再证明 f 是单射。假设

弨x2
1 − x2

2, 弲x1x2弩 弽 弨u2
1 − u2

2, 弲u1u2弩.
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则

弨x2
1 弫 x2

2弩
2 弽 弨x2

1 − x2
2弩

2 弫 弴x2
1x

2
2 弽 弨u2

1 − u2
2弩

2 弫 弴u2
1u

2
2 弽 弨u2

1 弫 u2
2弩

2,

所以 x2
1 弫 x2

2 弽 u2
1 弫 u2

2。从而 x2
1 弽 u2

1，x
2
2 弽 u2

2，因此 x1 弽 u1，x2 弽 u2。

事实上，如果取 z 弽 x1 弫彩x2，则 z2 弽 弨x2
1−x2

2弩弫 彩弲x1x2。把映射 C 3 z 7→
z2 ∈ C局限在第一象限就是 f。

借助于微分同胚，我们可以摆脱整体线性坐标系，从而不再仅限于平直的

线性空间，而在具有局部的曲线坐标系的弯曲的几何空间弨曲线、曲面，更一般

地称为流形，彭彡彮彩彦彯彬彤 弩上研究微积分。

习题3.2

弱弮 设

f弨x1, x2弩 弽 弨x1x2, 弨弱− x1弩x2弩.

证明 f 是 弨弰, 弱弩 × 弨弰, 弱弩到 {弨y1, y2弩|y1 > 弰, y2 > 弰, y1 弫 y2 < 弱}的微分同
胚。

弲弮 记 Sn 为所有 n阶对称矩阵组成的线性空间， Pn 为所有 n阶对称正定矩

阵组成的集合。证明

弨彡弩 Pn 是 Sn 的开子集；

弨形弩 对任意 A ∈ Pn，存在唯一的 A1/2 ∈ Pn 使得 弨A1/2弩2 弽 A ，并且

A1/2关于 A是 C∞的。

3.3 应用：隐函数和反函数求导法

例 3.3.1 弨王竹溪《热力学》第二版弱弹張強年，第一章习题弩. 设三函数 f, g, h都是

二独立变数 x, y的函数，证(
∂f

∂g

)
h

弽 弱/

(
∂g

∂f

)
h

,

(
∂f

∂g

)
h

(
∂g

∂h

)
f

(
∂h

∂f

)
g

弽 −弱.

证明.

彤f 弽

(
∂f

∂g

)
h

彤g 弫

(
∂f

∂h

)
g

彤h,

又

彤g 弽

(
∂g

∂f

)
h

彤f 弫

(
∂g

∂h

)
f

彤h,
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代后式入前式，整理得到

彤f 弽

(
∂f

∂g

)
h

[(
∂g

∂f

)
h

彤f 弫

(
∂g

∂h

)
f

彤h

]
弫

(
∂f

∂h

)
g

彤h

弽

(
∂f

∂g

)
h

(
∂g

∂f

)
h

彤f 弫

[(
∂f

∂g

)
h

(
∂g

∂h

)
f

弫

(
∂f

∂h

)
g

]
彤h

视 彤f 与 彤h独立，比较系数得到(
∂f

∂g

)
h

(
∂g

∂f

)
h

弽 弱,(
∂f

∂g

)
h

(
∂g

∂h

)
f

弫

(
∂f

∂h

)
g

弽 弰,

于是 (
∂f

∂g

)
h

弽 弱

/(
∂g

∂f

)
h

,(
∂f

∂g

)
h

(
∂g

∂h

)
f

(
∂h

∂f

)
g

弽 −
(
∂h

∂f

)
g

(
∂f

∂h

)
g

弽 −弱.

习题3.3

弱弮 设 f, g, h都是自变量 x, y的函数，证明

弨彡弩

(
∂f

∂g

)
x

弽

(
∂f

∂y

)
x

/(
∂g

∂y

)
x

；

弨形弩

(
∂y

∂x

)
f

弽 −
(
∂f

∂x

)
y

/(
∂f

∂y

)
x

；

弨彣弩

(
∂f

∂x

)
g

弽

(
∂f

∂x

)
y

弫

(
∂f

∂y

)
x

(
∂y

∂x

)
g

。

弲弮 设 f1, . . . , fn弻u1, . . . , un 都是独立变量 x1, . . . , xn 的函数。证明

弨彡弩 彤彥彴
∂弨f1, . . . , fn弩

∂弨u1, . . . , un弩
弽 彤彥彴

∂弨f1, . . . , fn弩

∂弨x1, . . . , xn弩

/
彤彥彴

∂弨u1, . . . , un弩

∂弨x1, . . . , xn弩
；

弨形弩

(
∂f1

∂x1

)
f2,...,fn

弽 彤彥彴
∂弨f1, . . . , fn弩

∂弨x1, . . . , xn弩

/
彤彥彴

∂弨f2, . . . , fn弩

∂弨x2, . . . , xn弩
；

弨彣弩

(
∂f1

∂u1

)
u2,...,un

弽 彤彥彴
∂弨f1, u2, . . . , un弩

∂弨x1, . . . , xn弩

/
彤彥彴

∂弨u1, . . . , un弩

∂弨x1, . . . , xn弩
。

3.4 应用：曲面，切平面和法向量
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定义 3.4.1. 设 弱 ≤ m ≤ n− 弱。称 弆 ⊂ Rn是一个 m维 Ck 曲面，如果对任意

x0 ∈ 弆，在 x0的一个邻域中 弆是一个m元 Ck 映射的图像。

当m 弽 n− 弱时，称 弆是一个 Ck 超曲面。

当m 弽 弱时，弆是一条 Ck 曲线。

例 3.4.2. 弨弱弩 彛函数图像彝 Ck 映射 f 强 U → Rn 弨 U ⊆ Rm是区域弩的图像

弆 弽 {弨x, f弨x弩弩|x ∈ U}

是 Rm+n中一个m维的 Ck 曲面。

弨弲弩 彛正则水平集彝 如果 a是 Ck 映射 F 强 U → Rn 弨 U ⊆ Rm 是区域弩的一个

正则值，即对满足 F 弨x弩 弽 a的任意 x ∈ U，∂F 弨x弩满行秩，则 F 的水平集

弆 弽 {x ∈ U |F 弨x弩 弽 a}

是 Rm 中一个m− n维的 Ck 曲面。

弨弳弩 彛参数曲面彝设U ⊆ Rm是开集，Ck单射 f 强 U → Rn 弨x 弽 f弨u1, . . . , um弩

弩满足对任意 u ∈ U，彲彡彮彫弨∂f弨u弩弩 弽 m，即 ∂f弨u弩满列秩，则 f弨U弩是 Rn 中一
个m维 Ck 曲面。f 称为这个曲面的一个 Ck 参数表示。

证明. 弨弲弩 对 x0 ∈ 弆，不妨设 ∂vF 弨x0弩可逆，其中

x 弽 弨u,v弩, u 弽 弨x1, . . . , xm−n弩, v 弽 弨xm−n+1, . . . , xn弩.

于是由隐函数定理存在 x0的邻域以及 Ck映射 h使得在该邻域中，F 弨x弩 弽 a当

且仅当 v 弽 h弨u弩。因此 x0的这个邻域中，弆为 h的图像。

弨弳弩 不妨设在 u0 处，
∂(x1,...,xm)
∂(u1,...,um) 弨u0弩可逆。于是由反函数定理，在 u0 的一

个邻域里，弨x1弨u弩, . . . , xm弨u弩弩有 Ck 反函数 u 弽 h弨x1, . . . , xm弩，于是

f弨u弩 弽 弨x1, . . . , xm, xm+1弨h弨x1, . . . , xm弩弩, . . . , xn弨h弨x1, . . . , xm弩弩弩.

所以 f弨U弩是 Ck 曲面。

函数图像形式的曲面可以看成是参数方程形式的曲面的特例。

例 3.4.3. 我们以三维欧氏空间中的球面为例。

弆 强 x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2

设 P 弨x0, y0, z0弩是球面 弆上一点。则 x2
0 弫 y2

0 弫 z2
0 弽 R2 > 弰。

弨弱弩 记 F 弨x, y, z弩 弽 x2 弫 y2 弫 z2 −R2。对球面上任意一点 P 弨x0, y0, z0弩，(
∂F

∂x
弨P 弩,

∂F

∂y
弨P 弩,

∂F

∂z
弨P 弩

)
弽 弨弲x0, 弲y0, 弲z0弩 6弽 0,



弸弰 彃彈彁彐彔彅归 弳弮 隐函数与逆映射定理

所以 弰是 F 的正则值。根据隐函数定理，在 P 附近，球面上点的坐标 x, y, z中

总有一个可以写为另外两个坐标的 C∞ 函数，所以 弆是个 C∞ 曲面。

弨弲弩 事实上，对球面而言，我们可以直接求解方程，而不必借助隐函数定

理。当 z0 > 弰时，曲面 弆位于 P 附近的点都满足

z 弽
√
R2 − x2 − y2,

当 z0 < 弰时，曲面 弆位于 P 附近的点都满足

z 弽 −
√
R2 − x2 − y2,

若 z0 弽 弰，则 x0, y0 中必有一个非零，此时我们可以构造相应的 C∞ 二元

函数使得 弆在 P 点附近都可以看成为该函数的图像，所以 弆是一个 C∞ 曲面，

而这些函数给出了曲面 弆的局部参数表达。

弨弳弩 另外，我们可以引入球面的经、纬度参数表达：
x 弽 R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ,

y 弽 R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ,

z 弽 R 彣彯彳 θ,

弰 ≤ θ ≤ π, 弰 ≤ ϕ < 弲π.

θ 是数学纬度，从北极沿经线旋转至南极；ϕ是经度，沿赤道是从零度经线旋

转一圈。这个参数方程的 彊彡彣彯形彩矩阵为
∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ

 弽


R 彣彯彳 θ 彣彯彳ϕ −R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ

R 彣彯彳 θ 彳彩彮ϕ R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ

−R 彳彩彮 θ 弰


当 弰 < θ < π 时，这个矩阵满列秩。去掉南北两极后，球面上的点与 弨弰, π弩 ×
彛弰, 弲π弩 中的 弨θ, ϕ弩 一一对应。为了表达南北两极，可以另选一对对径点再用相

应的经纬度即可。因为参数方程的 彊彡彣彯形彩矩阵满列秩，所以 x, y, z 中必然有两
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个变量与 θ, ϕ之间存在着互逆且可微的函数关系，这时第三个变量就成了这两

个变量的函数，这再次印证了 弆是曲面。

弨弴弩 我们还可以通过球极投影得到球面的参数方程。过 弨x, y弩坐标平面上的

点 弨u, v, 弰弩与北极 弨弰, 弰, R弩所连的直线 弨tu, tv, 弨弱− t弩R弩与球面的交点满足

弨tu弩2 弫 弨tv弩2 弫 弨R弨弱− t弩弩2 弽 R2,

解得

t 弽
弲R2

u2 弫 v2 弫R2

所以球面上的点为 
x

y

z

 弽


2R2u

u2+v2+R2

2R2v
u2+v2+R2

R
(
弱− 2R

u2+v2+R2

)


这样也得到球面的一个参数方程，这个方程可以刻画除北极以外的球面上的每

一个点。请读者自己验证这个参数方程的 彊彡彣彯形彩矩阵是满列秩的。

问题 3.4.4. 是否存在球面的一个可微参数表示，它可以刻画球面上每一个点？

定义 3.4.5. 设 弆是 Rn 中一个 Ck 曲面，x0 ∈ 弆。γ 强 弨a, b弩 → Rn 是 弆上一

条过 x0 的 C1 曲线，即对任意 t ∈ 弨a, b弩，γ弨t弩 ∈ 弆，且 γ弨t0弩 弽 x0。此时称

γ′弨t0弩 弽 ∂γ弨t0弩弨弱弩 ∈ Rn 为 弆在 x0 处的一个切向量。称 弆在 x0 处的所有切向

量组成的集合为 弆在 x0处的切空间，记为 Tx0
弆。

曲面 弆在 x0 ∈ 弆处的切平面为 x0 弫 Tx0弆。

曲面 弆 在 x0 ∈ 弆处的法空间为 弨Tx0弆弩
⊥
，其中的向量称为 弆在 x0 ∈ 弆处

的法向量。

曲面 弆在 x0 ∈ 弆处的法线/法平面为 x0 弫 弨Tx0
弆弩
⊥
。
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定理 3.4.6. 设 弆 ⊆ Rn 是一个 m 维 Ck 曲面，则对于任意 x0 ∈ 弆，切空间

Tx0弆是 Rn 的一个m维线性子空间，且

1. 若在 x0 ∈ 弆的一个邻域中，弆为 Ck 函数 f 的图像：{弨u, f弨u弩弩|u ∈ U}，
x0 弽 弨u0, f弨u0弩弩，则 Tx0

弆是线性映射 ∂f弨u0弩的图像，

Tx0
弆 弽 {弨v, ∂f弨u0弩弨v弩弩|v ∈ Rm}.

切平面方程

x 弽

(
u

w

)
弽

(
u0

f弨u0弩

)
弫

(
v

∂f弨u0弩v

)
或 w 弽 f弨u0弩弫 ∂f弨u0弩弨u−u0弩.

2. 若 弆是一个 Ck 映射 F 的正则水平集，弆 弽 {x ∈ Rn|F 弨x弩 弽 a}，则

Tx0
弆 弽 彋彥彲∂F 弨x0弩 弽 {v ∈ Rn|∂F 弨x0弩弨v弩 弽 弰}.

切平面方程

∂F 弨x0弩弨x− x0弩 弽 弰,

梯度向量 ∇F 弨x0弩是曲面 弆在 x0 ∈ 弆处的一个法向量。

3. 若 f 强 U → Rn 是 弆的一个 Ck 参数化表示，则对 x0 弽 f弨u0弩，

Tx0弆 弽 归彡彮彧彥∂f弨u0弩 弽 {∂f弨u0弩弨v弩 ∈ Rn|v ∈ Rm}.

切平面方程

x 弽 x0 弫 ∂f弨u0弩弨v弩, v ∈ Rm,

曲面 弆在 x0 ∈ 弆处的法空间为 彋彥彲弨弨∂f弨x0弩弩
T 弩。

证明. 弨弱弩 设 γ弨t弩 弽 弨u弨t弩,y弨t弩弩是 弆上一条 C1曲线。则 y弨t弩 弽 f弨u弨t弩弩。于是

γ′弨t0弩 弽 弨u′弨t0弩,y
′弨t0弩弩 弽 弨u′弨t0弩, ∂f弨u弨t0弩弩u

′弨t0弩弩.

另一方面，对任意 v ∈ Rm，

γ弨t弩 弽 弨u0 弫 tv, f弨u0 弫 tv弩弩

是 弆上一条 C1曲线，

γ′弨弰弩 弽 弨v, ∂f弨u0弩v弩.

所以

Tx0
弆 弽 {弨v, ∂f弨u0弩v弩|v ∈ Rm}

是一个m维线性空间。
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弨弲弩 由隐函数定理，不妨设在 x0 附近， F 弨x弩 弽 弰当且仅当 x 弽 弨u, f弨u弩弩，

其中 f 强 U → Rn−m是 Ck 映射。于是由弨弱弩知

Tx0
弆 弽 {弨v, ∂f弨u0弩v弩|v ∈ Rm}.

而

∂f弨u0弩 弽 −∂yF 弨x0弩
−1∂uF 弨x0弩,

所以

弰 弽 ∂F 弨x0弩弨u,y弩 弽 ∂uF 弨x0弩u弫 ∂yF 弨x0弩y

当且仅当

弰 弽 ∂yF 弨x0弩
−1∂uF 弨x0弩u弫 y 弽 −∂f弨u0弩u弫 y.

因此

Tx0弆 弽 彋彥彲∂F 弨x0弩.

设 γ弨t弩是 弆上一条 C1曲线，满足 x0 弽 γ弨t0弩，v 弽 γ′弨t0弩。则 F 弨γ弨t弩弩 弽 弰，于

是

弰 弽
∂F 弨γ弨t弩弩

∂

∣∣∣∣
t=t0

弽 ∂F 弨x0弩v.

所以 v ∈ 彋彥彲∂F 弨x0弩，Tx0
弆 ⊆ 彋彥彲∂F 弨x0弩。

弨弳弩 证明留给读者完成。

对参数曲面 f 强 U → Rn而言，

弨u1, . . . , um弩 7→ f弨u0 弫 u1e1 弫 · · ·弫 umem弩

在曲面 弆上局部引入了一个曲线坐标系。

∂f

∂u1
弨u0弩, . . . ,

∂f

∂um
弨u0弩

是切空间 Tx0
弆 的一组基底向量，与它们都正交的向量就是曲面的法向量。当

这个曲面是超曲面时，法空间维数是 弱。

如果 弨x1, x2, . . . , xm+1弩是直角坐标系，曲面参数方程为

x1 弽 x1弨u1, . . . , um弩,

x2 弽 x2弨u1, . . . , um弩,

弮弮弮

xm+1 弽 xm+1弨u1, . . . , um弩,

则

n 弽


弨−弱弩0 ∂x̂1

∂(u1,...,um)

弨−弱弩1 ∂x̂2

∂(u1,...,um)

弮弮弮

弨−弱弩m ∂x̂m+1

∂(u1,...,um)


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为曲面的法向量，其中 彞xk 表示从 弨x1, x2, . . . , xm+1弩中删除 xk 后所剩的 m个

坐标。这是因为

〈
∂彸

∂uk
,n

〉
弽

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂uk
∂x1

∂u1
· · · ∂x1

∂um
∂x2

∂uk
∂x2

∂u1
· · · ∂x2

∂um
弮弮弮

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮
∂xm+1

∂uk

∂xm+1

∂u1
· · · ∂xm+1

∂um

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
弽 弰.

例 3.4.7. 我们仍以三维欧氏空间中的球面为例，计算曲面的切平面和法线。

弆 强 x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2

设 P 弨x0, y0, z0弩是球面 弆上一点。则 x2
0 弫 y2

0 弫 z2
0 弽 R2 > 弰。

弨弱弩 若 z0 > 弰，则 x2
0 弫 y2

0 < R2，此时曲面 弆位于 P 附近的点都满足

z 弽
√
R2 − x2 − y2,

其微分为

∂z弨x0, y0弩 弽
−弲x0彤x− 弲y0∂y

弲
√
R2 − x2

0 − y2
0

弽 −x0

z0
彤x− y0

z0
∂y.

所以切平面方程为

z − z0 弽 −x0

z0
弨x− x0弩−

y0

z0
弨y − y0弩,

即

x0弨x− x0弩 弫 y0弨y − y0弩 弫 z0弨z − z0弩 弽 弰,

后者也适用于 z0 ≤ 弰的情况。由此得到曲面的法向量

n 弽


x0

y0

z0

 ,

法线为 
x

y

z

 弽 P 弫 tn 弽


x0

y0

z0

弫 t


x0

y0

z0

 , t ∈ R.

这也适用于 z0 ≤ 弰的情况。

弨弲弩 对 F 弨x, y, z弩 弽 x2 弫 y2 弫 z2 −R2， F 在 P 弨x0, y0, z0弩的梯度

∇F 弨P 弩 弽


∂F
∂x 弨P 弩
∂F
∂y 弨P 弩
∂F
∂z 弨P 弩

 弽


弲x0

弲y0

弲z0

 ,
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它就是曲面 F 弽 弰在 P 的法向量，因此曲面的切平面方程为

弲x0弨x− x0弩 弫 弲y0弨y − y0弩 弫 弲z0弨z − z0弩 弽 弰.

弨弳弩 对参数方程，
x 弽 R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ,

y 弽 R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ,

z 弽 R 彣彯彳 θ,

弰 ≤ θ ≤ π, 弰 ≤ ϕ < 弲π.

弆的一对切向量为
∂x
∂θ
∂y
∂θ
∂z
∂θ

 弽


R 彣彯彳 θ 彣彯彳ϕ

R 彣彯彳 θ 彳彩彮ϕ

−R 彳彩彮 θ

 ,


∂x
∂ϕ
∂y
∂ϕ
∂z
∂ϕ

 弽


−R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ

R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ

弰

 ,

切平面方程为
x

y

z

 弽


R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ

R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ

R 彣彯彳 θ

弫 t


R 彣彯彳 θ 彣彯彳ϕ

R 彣彯彳 θ 彳彩彮ϕ

−R 彳彩彮 θ

弫 s


−R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ

R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ

弰

 , t, s ∈ R.

法向量为

n 弽


彤彥彴 ∂(y,z)

∂(θ,ϕ)

彤彥彴 ∂(z,x)
∂(θ,ϕ)

彤彥彴 ∂(x,y)
∂(θ,ϕ)

 弽 R2 彳彩彮 θ


彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ

彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ

彣彯彳 θ

 .

习题3.4



弸弶 彃彈彁彐彔彅归 弳弮 隐函数与逆映射定理

弱弮 证明定理弳弮弴弮弶。

弲弮 证明 {弨x, y弩 ∈ R2| − y 弫 x2 弫 xy 弫 x4 弫 y4 弽 弰}是一条有界闭的 C∞ 曲

线。

弳弮 绘制平面地图有很多方法，彍彥彲彣彡彴彯彲 投影是其中之一。如图所示，它把

球面上的点 P 弨x, y, z弩 映为从球心出发的射线 OP 与一个圆柱面的交点

P ′弨λx, λy, λz弩，然后在柱面上再做一个变换得到点 Q弨λx, λy, f弨λz弩弩，该

圆柱面与球面相切于赤道。这样除南北两极外，地球上的点 P 与柱面上

的点 Q一一对应，把圆柱面沿母线剪开就得到一张地图。 求函数 f 的表

达式使得彍彥彲彣彡彴彯彲 地图上所画的两条相交道路的夹角与实际道路的夹角

大小相等。两条相交曲线的夹角被定义为它们的切线所形成的夹角弨锐角

或直角弩。弨提示：线性变换 A 强 Rn → Rn 保角当且仅当它把正交且长度
相等的向量映为正交且长度相等的向量，从而存在常数 C > 弰 使得内积

〈Au, Av〉 弽 C〈u,v〉，∀u,v ∈ Rn弩

弴弮 设 P0是曲面 弆上一点， P 是曲面 弆上靠近 P0的一点。P −P0 弽 v弫w，

其中 v是曲面的切向量，w是曲面的法向量。证明当 P → P0时，‖w‖ 弽
o弨v弩。

3.5 应用：条件极值与 Lagrange乘子法

条件极值问题就是在满足一定的约束条件下求一个目标函数的极值。

例如，根据连续函数的性质，在一个有界闭区域 弊上，连续函数 f 有最大

值和最小值。如果这些最值点在 弊 的内部，那么它们是 f 的临界点。在 弊 的

内点 x0 附近，x可以从 x0 出发往各个方向自由地移动一段小距离，不受约束，

这样的极值点称为无条件极值点。但是，f 的最大值或最小值也可能在 弊的边



弳弮張弮 应用：条件极值与 彌彁彇归彁彎彇彅乘子法 弸強

界 ∂弊处达到。在 弊的边界点 x0附近，沿 ∂弊移动的点 x会受到限制，这样的

极值点称为条件极值点。

以下我们考虑带约束条件的极值问题

彭彡彸或彭彩彮 f弨x弩,

彳弮彴弮 g1弨x弩 弽 弰,

g2弨x弩 弽 弰,

弮弮弮

gr弨x弩 弽 弰.

其中 f 是 C1函数，g 弽 弨g1, . . . , gr弩
T 是 C1映射。

设 x∗ 是该条件极值问题的解，假设 ∇g1弨x
∗弩, . . . ,∇gr弨x∗弩线性无关（即约

束条件之间没有必然联系）。根据隐函数定理，此时 g 弽 弰在 x∗ 附近确定了一

个 C1 曲面 弆。如果 ∇f弨x∗弩在 弆的切空间中有非零投影 v，则存在 弆中过 x∗

的 C1曲线 x弨t弩，使得 x弨弰弩 弽 x∗，x′弨弰弩 弽 v，于是

∂f弨x弨t弩弩

∂t

∣∣∣∣
t=0

弽 〈∇f弨x∗弩,v〉 6弽 弰.

因此 f 沿着曲线 x弨t弩不可能在 x∗ 取得极值，这与 x∗ 是 f 的条件极值点矛盾。

所以， ∇f弨x∗弩只能在 弆的法空间中，而 ∇g1弨x
∗弩, . . . ,∇gr弨x∗弩是 弆的法空间

的一组基，所以存在 λ1, . . . , λr ∈ R使得

∇f弨x∗弩 弽 λ1∇g1弨x
∗弩 弫 · · ·弫 λr∇gr弨x∗弩.

例 3.5.1. 求在约束条件 x2 弫 y2 弽 弴下，函数 f弨x, y弩 弽 xy弫 張的最大值和最小

值。
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解： 约束条件是圆周，可以取参数方程 x 弽 弲 彣彯彳 θ, y 弽 弲 彳彩彮 θ，于是

f弨弲 彣彯彳 θ, 弲 彳彩彮 θ弩 弽 弴 彣彯彳 θ 彳彩彮 θ 弫 張 弽 張 弫 弲 彳彩彮 弲θ.

所以 f 的最大值为 強，在 θ 弽 π
4 或 θ 弽 5π

4 ，即 弨x, y弩 弽 弨
√
弲,
√
弲弩 和 弨x, y弩 弽

弨−
√
弲,−
√
弲弩 时取得。 f 的最小值为 弳，在 θ 弽 3π

4 或 θ 弽 7π
4 ，即 弨x, y弩 弽

弨−
√
弲,
√
弲弩和 弨x, y弩 弽 弨

√
弲,−
√
弲弩时取得。

目标函数 f 和约束函数 g的梯度为

∇f 弽 弨y, x弩, ∇g 弽 弨弲x, 弲y弩,

它们共线当且仅当 x2 弽 y2 弽 弲，此时 f 的水平集与约束条件 g 弽 弰相切。

因为约束条件 g 弽 弰通常不容易求解，所以 彌彡彧彲彡彮彧彥提出可以考虑如下扩

展函数

F 弨x, λ1, . . . , λr弩 弽 f弨x弩− λ1g1弨x弩− · · · − λrgr弨x弩.

F 的临界点满足
∇xF 弨x,1 , . . . , λr弩 弽 ∇f弨x弩− λ1∇g1弨x弩− · · · − λr∇gr弨x弩 弽 弰,

∂F

∂λi
弨x,1 , . . . , λr弩 弽 −gi弨x弩 弽 弰, i 弽 弱, . . . , r.

其中第一个等式对应于条件极值点的必要条件，后面的等式恰好是约束条件。

这样，就把条件极值问题转化为扩展函数 F 的无约束极值问题。这个方法叫做

“ 彌彡彧彲彡彮彧彥乘子法”，其中 λ叫做 彌彡彧彲彡彮彧彥乘子。

另解： 连续函数 f 在有界闭集 g 弽 弰上必然有最大值和最小值。考虑扩展函数

F 弨x, y, λ弩 弽 xy 弫 張− λ弨x2 弫 y2 − 弴弩.

求导得到 
∂F
∂x 弨x, y, λ弩 弽 y − 弲λx 弽 弰,

∂F
∂y 弨x, y, λ弩 弽 x− 弲λy 弽 弰,

∂F
∂λ 弨x, y, λ弩 弽 −弨x

2 弫 y2 − 弴弩 弽 弰.

因此

y2 弽 弲λxy 弽 x2 弽 弲,

解得 |x| 弽 |y| 弽
√
弲。而

F 弨
√
弲,
√
弲弩 弽 F 弨−

√
弲,−
√
弲弩 弽 強, F 弨−

√
弲,
√
弲弩 弽 F 弨

√
弲,−
√
弲弩 弽 弳,

所以 強是 f 的最大值，弳是 f 的最小值。

例 3.5.2. 设 A是对称矩阵，求彭彡彸 〈Ax,x〉,

彳弮彴弮 〈x,x〉 弽 弱

的解。



弳弮張弮 应用：条件极值与 彌彁彇归彁彎彇彅乘子法 弸弹

解： 因为 K 弽 {x|〈x,x〉 弽 弱}是 Rn 中的有界闭集， 〈Ax,x〉关于 x连续，所

以在K 上，〈Ax,x〉有最大值。
令 F 弨x, λ弩 弽 〈Ax,x〉 − λ弨〈x,x〉 − 弱弩。则∇xF 弨x, λ弩 弽 弲 彛A− λI彝x 弽 弰,

∂F

∂λ
弨x, λ弩 弽 弱− 〈x,x〉 弽 弰.

所以条件极值点 x是 A的单位特征向量，相应的 彌彡彧彲彡彮彧彥乘子 λ是 A的相应

的特征值。原条件极值的解为 A的最大特征值对应的单位特征向量。

例 3.5.3. 证明对任何 p > 弱以及非负实数 x1, y1, . . . , xn, yn，

弨xp1 弫 · · ·弫 xpn弩
1
p 弫 弨yp1 弫 · · ·弫 ypn弩

1
p ≥ 彛弨x1 弫 y1弩

p 弫 · · ·弫 弨xn 弫 yn弩
p弩彝

1
p ,

等式成立当且仅当 弨x1, . . . , xn弩与 弨y1, . . . , yn弩线性相关。

证明. 考虑 
彭彡彸 弨x1 弫 y1弩

p 弫 · · ·弫 弨xn 弫 yn弩
p,

彳弮彴弮 xp1 弫 · · ·弫 xpn 弽 α,

yp1 弫 · · ·弫 ypn 弽 β.

xp1 弫 · · ·弫 xpn，y
p
1 弫 · · ·弫 ypn和 弨x1 弫 y1弩

p 弫 · · ·弫 弨xn 弫 yn弩
p都是关于 弨x,y弩的

连续函数，所以K 弽 {弨x,y弩|xp1 弫 · · ·弫 xpn 弽 α, yp1 弫 · · ·弫 ypn 弽 β}是有界闭集，
弨x1 弫 y1弩

p 弫 · · ·弫 弨xn 弫 yn弩
p在K 上存在最大值。

令

F 弨x,y, λ, µ弩 弽

n∑
k=1

弨xk 弫 yk弩
p − λ

[
n∑
k=1

xpk − α

]
− µ

[
n∑
k=1

ypk − β

]
.

则由 

∂F
∂xk

弽 p弨xk 弫 yk弩
p−1 − λpxp−1

k 弽 弰,

∂F
∂yk

弽 p弨xk 弫 yk弩
p−1 − µpyp−1

k 弽 弰,

∂F
∂λ 弽 α−

∑n
k=1 x

p
k 弽 弰,

∂F
∂µ 弽 β −

∑n
k=1 y

p
k 弽 弰,

得到：

情形弱：

xk 弫 yk 弽 弰, k 弽 弱, . . . , n,

即所有 xk 弽 yk 弽 弰，此时
∑n
k=1弨xk 弫 yk弩

p 弽 弰；

或者情形弲：至少有一个 k0使得xk0 弫 yk0 > 弰，此时λ, µ > 弰且对任意 k：

xk 弽
xk 弫 yk

λ
1
p−1

, yk 弽
xk 弫 yk

µ
1
p−1

,
弱

λ
1
p−1

弫
弱

µ
1
p−1

弽 弱,



弹弰 彃彈彁彐彔彅归 弳弮 隐函数与逆映射定理

α 弽

n∑
k=1

弨xk 弫 yk弩
p

λ
p
p−1

, β 弽

n∑
k=1

弨xk 弫 yk弩
p

µ
p
p−1

.

α
1
p 弫 β

1
p 弽

(
n∑
k=1

弨xk 弫 yk弩
p

) 1
p
(

弱

λ
1
p−1

弫
弱

µ
1
p−1

)
弽

(
n∑
k=1

弨xk 弫 yk弩
p

) 1
p

.

易见情形弲时，弨α
1
p 弫 β

1
p 弩p 是条件极值问题的最大值，所以(

n∑
k=1

弨xk 弫 yk弩
p

) 1
p

≤ α
1
p 弫 β

1
p ,

其中等号成立当且仅当 弨x1, . . . , xn弩与 弨y1, . . . , yn弩弨正弩线性相关。

习题3.5

弱弮 设 α, β, γ 都是正数，求实数 t使得函数

f弨x, y, z弩 弽
xαyβzγ

弨x弫 y 弫 z弩t

在集合 D 弽 {弨x, y, z弩|x > 弰, y > 弰, z > 弰}上有上界，并求 f 的上确界的

值。

弲弮 求 xy3 − x在闭区域 {弨x, y弩|x2 弫 y2 ≤ 弱}上的最大值和最小值。

弳弮 设A是由n个n维单位列向量x1, . . . ,xn组成的n阶矩阵，证明 弨彤彥彴A弩2 ≤
弱，其中等号成立当且仅当 x1, . . . ,xn 是 Rn的一组单位正交基。

弴弮 弨弱弩 彈彿彯彬彤彥彲不等式。设正数 p, q 满足 1
p 弫 1

q 弽 弱。证明对任何非负实数

x1, y1, . . . , xn, yn，

弨xp1 弫 · · ·弫 xpn弩
1
p 弨yq1 弫 · · ·弫 yqn弩

1
q ≥ x1y1 弫 · · ·弫 xnyn,

并讨论等式成立的条件。

弨弲弩 证明对任何非负实数 x1, y1, . . . , xn, yn，

弨x1 弫 · · ·弫 xn弩彭彡彸{y1, . . . , yn} ≥ x1y1 弫 · · ·弫 xnyn,

并讨论等式成立的条件。

弨弳弩 对线性函数 L 强 Rn → R 及范数 ‖ · ‖，设 x∗ 是 L弨x弩 在单位球面

S 弽 {x|‖x‖ 弽 弱}上的最大值点，我们称 L弨x∗弩x∗ 为 L在范数 ‖ · ‖下的
梯度向量。对 p > 弱或 p 弽 弫∞，求线性函数 L弨x, y弩 弽 ax弫 by在 p范数

‖ · ‖p 下的梯度向量。

張弮 弨熵弩 求 −
n∑
i=1

pi 彬彮 pi 的最大值，其中 p1, . . . , pn 是正数且满足
n∑
i=1

pi 弽 弱。
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弶弮 将长为 L的铁丝分成三段，依次围成圆、正方形、正三角形，三个图形面

积总和是否存在最小值？若存在，求最小值。

強弮 设 弨x, y弩满足 −y 弫 x2 弫 xy 弫 x4 弫 y4 弽 弰，求 y的最小值。

弸弮 设 a, b, c为一个三角形的三条边的边长，求 a
b+c 弫

b
c+a 弫

c
a+b 的取值范围。

弹弮 求抛物线 y 弽 x2 上一点 P 使得从A弨弰, 弱弩经 P 到 B弨弱/弲, 弱弩的折线长度最

小。

弱弰弮 如何确定条件极值点的极值类型？
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3.6 附：隐函数定理的另一个证明

对有限维空间，以下证明用数学归纳法和解方程组的消元法，比较初等。

定理 3.6.1. 设W ⊆ Rn × R是开集，F 强W → R是 C1 映射，

F 弨x0, y0弩 弽 弰,
∂F

∂y
弨x0, y0弩 6弽 弰,

则存在 δ1 > 弰和 δ2 > 弰以及 C1函数 f 强 {x|‖x− x0‖ < δ1} → 弨y0 − δ2, y0 弫 δ2弩

使得：对任意 x, y，只要 ‖x− x0‖ < δ1 且 |y − y0| < δ2，就有

F 弨x, y弩 弽 弰当且仅当 y 弽 f弨x弩。

证明. 不妨设 ∂xF 弨x0, y0弩 弽 弰, ∂F∂y 弨x0, y0弩 弽 弱，否则可以考虑

彾F 弨x, y弩 弽
弱

∂F
∂y 弨x0, y0弩

彛F 弨x, y弩− ∂xF 弨x0, y0弩弨x− x0弩彝 .

由于 F 是 C1 映射，所以存在 δ3, δ2 > 弰使得对任意 x, y，只要 ‖x − x0‖ < δ3

且 |y − y0| < δ2，就有
∂F
∂y 弨x, y弩 > 弰，所以 F 弨x, y弩关于 y是严格增函数。

任取 y1 ∈ 弨y0 − δ2, y0弩和 y2 ∈ 弨y0, y0 弫 δ2弩，则

F 弨x0, y1弩 < F 弨x0, y0弩 弽 弰 < F 弨x0, y2弩.

由于 F 连续，所以存在 δ1弨y1, y2弩 > 弰 使得 弰 < δ1 < δ3，且对任意 x，只要

‖x− x0‖ < δ1，就有

F 弨x, y1弩 < 弰 < F 弨x, y2弩.

于是由介值定理和 F 对 y 的单调性，存在唯一的 y 弽 f弨x弩 ∈ 弨y1, y2弩 使得

F 弨x, f弨x弩弩 弽 弰。事实上，f弨x弩是 F 弨x, y弩关于 y 在 弨y0 − δ2, y0 弫 δ2弩中的唯一

零点，于是 f弨x0弩 弽 y0。

对任意 弰 < ε < δ3，取 δ1弨ε弩 弽 δ1弨y0−ε, y0弫ε弩，则对任意 ‖x−x0‖ < δ1弨ε弩，

|f弨x弩− f弨x0弩| < ε。从而 f 在 x0连续。

注意到 F 弨x0, y0弩 弽 弰, ∂xF 弨x0, y0弩 弽 弰, ∂F∂y 弨x0, y0弩 弽 弱，所以 F 在 弨x0, y0弩

的 彔彡役彬彯彲展开为

F 弨x, y弩 弽 弨y − y0弩 弫 α弨x, y弩,

其中 α弨x, y弩 弽 o弨‖x− x0‖弫 |y − y0|弩。于是

弰 弽 F 弨x, f弨x弩弩 弽 弨f弨x弩− f弨x0弩弩 弫 α弨x, f弨x弩弩,

从而对任意 ε > 弰，存在 δ > 弰使得当 ‖x− x0‖ < δ时，

|f弨x弩− f弨x0弩| 弽 | − α弨x, f弨x弩弩| ≤ ε 弨‖x− x0‖弫 |f弨x弩− f弨x0弩|弩 ,
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因此

|f弨x弩− f弨x0弩| ≤
ε

弱− ε
‖x− x0‖,

即 f弨x弩 弽 f弨x0弩 弫 o弨‖x− x0‖弩，从而 f 在 x0处可微。

把上述论述应用于 弨x, f弨x弩弩，由 f 的唯一性可得 f 在 x 处可微。再由

F 弨x, f弨x弩弩 弽 弰求导得到

∂xf弨x弩 弽 −
∂xF 弨x, f弨x弩弩
∂F
∂y 弨x, f弨x弩弩

所以 ∂xf 连续，因此 f 是 C1函数。

现在看高维情形。

定理 3.6.2. 设W ⊆ Rn × Rm 是开集，F 强W → Rm 是 Ck 映射，

F 弨x0,y0弩 弽 弰, ∂yF 弨x0,y0弩可逆,

则存在 弨x0,y0弩的邻域 U, V 以及 Ck映射 f 强 U → V 使得当 弨x,y弩 ∈ U×V 时，

F 弨x,y弩 弽 弰当且仅当 y 弽 f弨x弩。

证明. 先考虑 k 弽 弱。对m做数学归纳法。前述定理表明现在这个定理在m 弽 弱

时成立。假设m− 弱时定理成立。

考虑

G弨x,y弩 弽 弨∂yF 弨x0,y0弩弩
−1
F 弨x,y弩 弽

(
彾G弨x,u, v弩

Gm弨x,u, v弩

)
, y 弽 弨u, v弩 ∈ Rm−1×R.

则 F 弨x,y弩 弽 弰当且仅当 G弨x,y弩 弽 弰。

G弨x0,u0, v0弩 弽 弰, ∂u 彾G弨x0,u0, v0弩 弽 Im−1,

∂uGm弨x0,u0, v0弩 弽 弰,
∂Gm
∂v

弨x0,u0, v0弩 弽 弱.

由归纳假设，存在 C1映射 彾f 使得在 弨x0,u0, v0弩附近， 彾G弨x,u, v弩 弽 弰当且仅当

u 弽 彾f弨x, v弩。因此 G弨x,u, v弩 弽 弰当且仅当 Gm弨x, 彾f弨x, v弩, v弩 弽 弰。

∂

∂v

(
Gm弨x, 彾f弨x, v弩, v弩

)∣∣∣∣
(x0,f̃(x0,v0),v0)

弽 ∂uGm弨x0,u0, v0弩
∂ 彾f

∂v
弨x0, v0弩 弫

∂Gm
∂v

弨x0,u0, v0弩 弽 弱,

所以由前述定理，存在 C1函数 fm使得在 弨x0, v0弩附近，Gm弨x, 彾f弨x, v弩, v弩 弽 弰

当且仅当 v 弽 fm弨x弩。取 f弨x弩 弽 弨 彾f弨x, fm弨x弩弩, fm弨x弩弩，则在 弨x0,y0弩 附近，

G弨x,y弩 弽 弰当且仅当 y 弽 f弨x弩。

对 F 弨x, f弨x弩弩 弽 弰求导，解得

∂f弨x弩 弽 − 弨∂yF 弨x, f弨x弩弩弩
−1
∂xF 弨x, f弨x弩弩,

用数学归纳法可以证明：当 F 是 Ck 映射时，f 也是 Ck 的。
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3.7 附：条件极值类型判定

考虑目标函数 f弨x弩在约束条件 g1弨x弩 弽 弰, . . . , gm弨x弩 弽 弰下的条件极值问

题，其中 f, g1, . . . , gm 都是 C2函数。记

弆 弽 {x ∈ Rn|g1弨x弩 弽 弰, . . . , gm弨x弩 弽 弰}.

设 x弨t弩是 弆上的一条 C2 曲线，即 x弨t弩 ∈ 弆 弨 ∀t 弩。记 x弨弰弩 弽 x∗，x′弨弰弩 弽 v ∈
Rn，x′′弨弰弩 弽 a ∈ Rn。则 x弨t弩 弽 x∗ 弫 tv 弫 t2

2 a弫 o弨t2弩 弨 t→ 弰 弩。

由 gj弨x弨t弩弩 弽 弰以及 彔彡役彬彯彲展开

弰 弽 gj弨x弨t弩弩 弽 gj弨x
∗弩 弫

〈
∇gj弨x∗弩, tv 弫

t2

弲
a

〉
弫
t2

弲
vTHgj 弨x

∗弩v 弫 o弨t2弩, t→ 弰

弽 t〈∇gj弨x∗弩,v〉弫
t2

弲

[
vTHgj 弨x

∗弩v 弫 〈∇gj弨x∗弩,a〉
]
弫 o弨t2弩, t→ 弰

得到

〈∇gj弨x∗弩,v〉 弽 弰,

〈∇gj弨x∗弩,a〉弫 vTHgj 弨x
∗弩v 弽 弰.

类似地，

f弨x弨t弩弩 弽 f弨x∗弩 弫 t〈∇f弨x∗弩,v〉弫
t2
[
vTHf 弨x

∗弩v 弫 〈∇f弨x∗弩,a〉
]

弲
弫 o弨t2弩, t→ 弰

于是，若 f 沿 x弨t弩在 t 弽 弰时取得极值，则对满足 〈∇gj弨x∗弩,v〉 弽 弰的任何向

量 v，都成立 〈∇f弨x∗弩,v〉 弽 弰。因此 ∇f弨x∗弩在由 ∇g1弨x
∗弩, . . . ,∇gm弨x∗弩所张

成的线性空间中，即存在实数 λ1, . . . , λm 使得

∇f弨x∗弩 弽 λ1∇g1弨x
∗弩 弫 · · ·弫 λm∇gm弨x∗弩.

弨x, λ1, . . . , λm弩是方程组

∇f弨x∗弩 弽 λ1∇g1弨x
∗弩 弫 · · ·弫 λm∇gm弨x∗弩,

g1弨x
∗弩 弽 弰,

弮弮弮

gm弨x∗弩 弽 弰

的解，当且仅当 弨x, λ1, . . . , λm弩是 彌彡彧彲彡彮彧彥扩充函数

F 弨x, λ1, . . . , λm弩 弽 f弨x弩− λ1g1弨x弩− · · · − λmgm弨x弩

的临界点。这就是 彌彡彧彲彡彮彧彥乘子法。
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vTHf 弨x
∗弩v 弫 〈∇f弨x∗弩,a〉 弽 vTHf 弨x

∗弩v 弫

m∑
j=1

λj〈∇gj弨x∗弩,a〉

弽 vTHf 弨x
∗弩v −

m∑
j=1

λjv
THgj 弨x

∗弩v

弽 vT

Hf 弨x
∗弩−

m∑
j=1

λjHgj 弨x
∗弩

v.

所以，当 Hf −
m∑
j=1

λjHgj 弨x
∗弩 在 Tx∗弆 上正定时，x∗ 是 f |Σ 的极小值点；当

Hf −
m∑
j=1

λjHgj 弨x
∗弩在 Tx∗弆上负定时，x∗ 是 f |Σ 的极大值点。

例 3.7.1. 求 f弨x, y, z弩 弽 xy 弫 yz 弫 zx在约束 xyz 弽 弱下的条件极值。

解： 令 F 弨x, y, z, λ弩 弽 xy 弫 yz 弫 zx− λ弨xyz − 弱弩。则

∂F
∂x 弽 y 弫 z − λyz,
∂F
∂y 弽 z 弫 x− λzx,
∂F
∂z 弽 x弫 y − λxy,
∂F
∂λ 弽 弱− xyz,

由 ∂F
∂λ 弽 弰即 xyz 弽 弱知 x, y, z 6弽 弰。从而 ∂F

∂x 弽 ∂F
∂y 弽 ∂F

∂z 弽 ∂F
∂λ 弽 弰解得

λ 弽
弱

y
弫

弱

z
弽

弱

z
弫

弱

x
弽

弱

x
弫

弱

y
,

从而 x∗ 弽 y∗ 弽 z∗ 弽 弱, λ∗ 弽 弲。在 弨x∗, y∗, z∗弩 弽 弨弱, 弱, 弱弩处，曲面 xyz 弽 弱的切

向量 v 弽 弨ξ, η, ζ弩T 满足方程

弰 弽 ∂弨xyz − 弱弩弨v弩 弽 y∗z∗彤x弨v弩 弫 z∗x∗∂y弨v弩 弫 x∗y∗∂z弨v弩 弽 ξ 弫 η 弫 ζ.

F 关于 弨x, y, z弩的 彈彥彳彳彥矩阵为

HF 弽


弰 弱− λz 弱− λy

弱− λz 弰 弱− λx
弱− λy 弱− λx 弰


(x∗,y∗,z∗,λ∗)

弽


弰 −弱 −弱
−弱 弰 −弱
−弱 −弱 弰

 .

于是对曲面 xyz 弽 弱的任意切向量 v，

vTHFv 弽 −弲ηζ − 弲ζξ − 弲ξη

弽 −弲η弨−ξ − η弩− 弲弨−ξ − η弩ξ − 弲ξη

弽 弲弨ξ2 弫 ξη 弫 η2弩 > 弰.

所以 弨x∗, y∗, z∗弩 弽 弨弱, 弱, 弱弩是 f 的条件极小值点，f弨弱, 弱, 弱弩 弽 弳是条件极小值。
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3.8 习题讨论课4

弱弮 考虑

弆 弽 {弨x, y, z弩|x弨弱 弫 yz弩 弫 彥x+y+z − 弱 弽 弰}.

弨弱弩 证明： 弆是一个 C∞曲面。

弨弲弩 求曲面 弆在点 弨弰, 弰, 弰弩处的切平面和法线方程。

弨弳弩 证明：曲面 弆在点 弨弰, 弰, 弰弩附近确定了一个 C∞的隐函数 z 弽 f弨x, y弩，

并把这个函数在 弨弰, 弰弩点 彔彡役彬彯彲展开到二阶。

弲弮 我们已经知道

f弨x1, x2弩 弽 弨x2
1 − x2

2, 弲x1x2弩

是 弨弰,弫∞弩× 弨弰,弫∞弩到 R× 弨弰,弫∞弩的微分同胚。设 g弨y1, y2弩是 f 的逆

映射。求 g在点 弨弰, 弲弩处的二阶 彔彡役彬彯彲展开式。

弳弮 弨弱弩 证明 γ 弽 {弨x, y弩|xy弫彥x+y 弽 弰, x > 弰}是一个 C∞函数 f 强 弨弰,弫∞弩→
R的图像，从而是一条 C∞曲线。

弨弲弩 求上述函数 f 的最大值。

弴弮 求直角坐标系中原点到曲面

x2y 弫 彥2x 弫 z 弽 弰

的最短距离。

張弮 证明矩阵方程

X弨t弩2 弫 tAX弨t弩 弽 I

有满足 X弨弰弩 弽 I 的 C∞解，并求 X弨t弩在 t 弽 弰处的二阶 彔彡役彬彯彲展开。

弶弮 设 弆是 R3中直角坐标系 弨x, y, z弩下由参数方程
x 弽 x弨u, v弩,

y 弽 y弨u, v弩,

z 弽 z弨u, v弩,

弨u, v弩 ∈ U ⊆ R2

给出的一个的二维曲面。求它的切平面和法向量。

一般地，如果 弆是 Rn中直角坐标系 弨x1, . . . , xn弩下由参数方程

x1 弽 x1弨u1, . . . , un−1弩,

x2 弽 x2弨u1, . . . , un−1弩,

弮弮弮

xn 弽 xn弨u1, . . . , un−1弩

弨u1, . . . , un−1弩 ∈ U ⊆ Rn−1

给出的一个的 n− 弱维曲面。求它的切平面和法向量。
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积分

4.1 含参数的积分关于参数的连续性、可积性、可微

性

微积分的研究对象是函数，而初等函数往往不能满足实际问题的需要。构

造新函数的基本手段是运算，这不仅包含加减乘除这样的算术运算，也包括函

数的复合运算，还会涉及跟求解方程相联系的隐函数、反函数。除此之外，还

有分析运算，也就是取极限，这包括连续变量的极限也包括离散变量的极限弨函

数列极限和级数弩，也包括积分这样的运算。在这一章我们集中考察由积分给出

的函数，即含有参数的积分或广义积分。

设函数 f 强 彛a, b彝×U → R 弨U ⊆ Rn 弩满足：对任意y ∈ U，f弨·,y弩 强 彛a, b彝→ R
归彩彥彭彡彮彮可积，此时称

∫ b
a
f弨x,y弩彤x为以 y为参数的含参数的定积分。

由含参数的积分
∫ b
a
f弨x,y弩彤x给出了关于 y的一个函数

F 弨y弩 弽

∫ b

a

f弨x,y弩彤x.

这提供了除初等函数以外，构造新函数的一个途径。我们这里要研究这个函数

F 的连续性、可微性和可积性，以及它的极限、导数和积分。

连续性

定理 4.1.1. 设函数 f 强 彛a, b彝× U → R ( U ⊆ Rn )满足：

1. 对任意 y ∈ U， Riemann积分 F 弨y弩 弽
∫ b
a
f弨x,y弩彤x存在，

2. f弨x,y弩关于 y在 y0 ∈ U 连续，且这连续性对积分变量 x ∈ 彛a, b彝一致：即

对任意 ε > 弰，存在 δ弨y0, ε弩 > 弰，使得对任意 y ∈ U，只要 ‖y − y0‖ <
δ弨y0, ε弩，就有对任意 x ∈ 彛a, b彝， |f弨x,y弩− f弨x,y0弩| < ε。

弹強
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则 F 在 y0 连续，即

彬彩彭
y→y0

∫ b

a

f弨x,y弩彤x 弽

∫ b

a

f弨x,y0弩彤x 弽

∫ b

a

彬彩彭
y→y0

f弨x,y弩彤x.

证明. 当 ‖y − y0‖ < δ弨y0, ε弩时，∣∣∣∣∣
∫ b

a

f弨x,y弩彤x−
∫ b

a

f弨x,y0弩彤x

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f弨x,y弩− f弨x,y0弩|彤x < ε弨b− a弩.

注 4.1.2. 考虑区间 彛a, b彝上的所有 归彩彥彭彡彮彮可积函数组成的线性空间 R彛a, b彝，

对 f ∈ R彛a, b彝定义
‖f‖ 弽 彳彵彰

x∈[a,b]

|f弨x弩|,

则 ‖ · ‖是 R彛a, b彝上的一个范数。

I弨f弩 弽

∫ b

a

f弨x弩彤x.

则 I 强 R彛a, b彝→ R是一个线性函数，满足

|I弨f弩| ≤ ‖f‖弨b− a弩, ∀f ∈ R彛a, b彝.

从而 I 是 R彛a, b彝上的连续函数。上述定理的条件表明 f弨x,y弩给出一个映射

g 强 U → R彛a, b彝, g弨y弩 弽 f弨·,y弩 ∈ R彛a, b彝,

并且 g在 y0连续，于是 F 弨y弩 弽 I弨g弨y弩弩在 y0连续。

推论 4.1.3. 若 U ⊂ Rn 是闭集或者开集，f 强 彛a, b彝 × U → R连续，则 F 在 U

上连续。

证明. 设 y0 ∈ U。若 U 是开集，则取 δ0 > 弰使得 彣彬彳B弨y0, δ0弩 ⊂ U；若 U 是闭

集，则任取 δ0 > 弰。

总有 K 弽 U ∩ 彣彬彳B弨y0, δ0弩是 U 的子集，且为有界闭集。于是连续函数 f

在 彛a, b彝×K 上一致连续。从而上述定理的条件成立，因此 F 在 y0连续。

推论 4.1.4. 设 U ⊆ Rn 是开集，函数 f 强 彛a, b彝× U → R满足：

1. 对任意 y ∈ U， Riemann积分 F 弨y弩 弽
∫ b
a
f弨x,y弩彤x存在，

2. 偏导函数 ∂f
∂y1

, . . . , ∂f∂yn 在 彛a, b彝× U 上有界，

则 F 在 U 上连续。
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证明. 设 y 弽 弨y1, . . . , yn弩，y0 弽 弨y0
1 , . . . , y

0
n弩。对 k 弽 弱, 弲, . . . , n，取 yk 弽

yk−1 弫 弨yk − y0
k弩ek，则

|f弨x,y弩−f弨x,y0弩| ≤
n∑
k=1

|f弨x,yk弩−f弨x,yk−1弩| ≤
n∑
k=1

M |yk−y0
k| 弽M‖y−y0‖1,

其中M > 弰是
∣∣∣ ∂f∂y1 ∣∣∣ , . . . , ∣∣∣ ∂f∂yn ∣∣∣的上界。

例 4.1.5. f弨x, y弩 弽 彣彯彳弨xy弩关于 弨x, y弩是连续函数。则当 y 6弽 弰时，∫ 1

0

彣彯彳弨xy弩彤x 弽

∫ y

0

彣彯彳u∂u

(
u

y

)
弽

彳彩彮 y

y
.

当 y 弽 弰时， ∫ 1

0

彣彯彳弨xy弩彤x 弽

∫ 1

0

彤x 弽 弱.

由上述定理知

彬彩彭
y→0

∫ 1

0

彣彯彳弨xy弩彤x 弽

∫ 1

0

彤x,

这结论与极限 彬彩彭
y→0

sin y
y 弽 弱是吻合的。

可微性

定理 4.1.6. 设 U ⊆ Rn 是开集，函数 f 强 彛a, b彝× U → R满足：

1. 对任意 y ∈ U，f弨x,y弩关于 x在区间 彛a, b彝上 Riemann可积；

2. 对任意 x ∈ 彛a, b彝，f弨x,y弩关于 y ∈ U 是可微的；

3. 对任意 k 弽 弱, 弲, . . . , n， ∂f
∂yk

弨x,y弩关于 弨x,y弩连续。

则 F 弨y弩 弽
∫ b
a
f弨x,y弩彤x关于 y是 C1 的，且

∂F

∂yk
弨y弩 弽

∂

∂yk

∫ b

a

f弨x,y弩彤x 弽

∫ b

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x.

证明. 任取 y ∈ U，取 δy > 弰使得 B弨y, 弲δy弩 ⊂ U，取 K 弽 彣彬彳B弨y, δy弩。则 K

是有界闭集，K ⊂ U。而 ∂f
∂yk
在 彛a, b彝 ×K 上一致连续弨 k 弽 弱, 弲, . . . , n 弩，所以

对任意 ε > 弰，存在 δ > 弰使得对任意 x1, x2 ∈ 彛a, b彝以及任意 y1,y2 ∈ K，只要
|x1 − x2|弫 ‖y1 − y2‖ < δ，就有∣∣∣∣ ∂f∂yk 弨x1,y1弩−

∂f

∂yk
弨x2,y2弩

∣∣∣∣ < ε, k 弽 弱, 弲, . . . , n.
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因此当 |t| < δ时，∣∣∣∣∣F 弨y 弫 tek弩− F 弨y弩− t
∫ b

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣
弽

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f弨x,y 弫 tek弩彤x−
∫ b

a

f弨x,y弩彤x− t
∫ b

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣
≤
∫ b

a

∣∣∣∣f弨x,y 弫 tek弩− f弨x,y弩− t
∂f

∂yk
弨x,y弩

∣∣∣∣彤x
弽|t|

∫ b

a

∣∣∣∣ ∂f∂yk 弨x,y 弫 θtek弩−
∂f

∂yk
弨x,y弩

∣∣∣∣ 彤x 弰 < θ 弽 θx,y,t,k < 弱

≤ε弨b− a弩|t|,

所以
∂F

∂yk
弨y弩 弽

∫ b

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x, k 弽 弱, 弲, . . . , n.

再由连续性定理知道 F 的所有一阶偏导数是连续的，从而 F 是 C1的。

推论 4.1.7. 如果上述定理中，f 对 y 的任何 k 阶偏导数关于 弨x,y弩是连续的，

则 F 是 Ck 的，并且所有不超过 k阶的偏导数运算与积分运算可交换。

可积性

定理 4.1.8 弨累次积分交换顺序). 设函数 f 强 彛a, b彝× 彛c, d彝→ R连续，则∫ b

a

(∫ d

c

f弨x, y弩∂y

)
彤x 弽

∫ d

c

(∫ b

a

f弨x, y弩彤x

)
彤y.

证明. 令

F 弨t弩 弽

∫ b

a

g弨x, t弩彤x−
∫ t

c

(∫ b

a

f弨x, y弩彤x

)
彤y,

其中 g弨x, t弩 弽
∫ t
c
f弨x, y弩∂y。因为 f 连续，所以

•
∫ b
a
f弨x, y弩彤x关于 y连续，从而

∫ t
c

(∫ b
a
f弨x, y弩彤x

)
彤y关于 t可导，且

∂

∂t

∫ t

c

(∫ b

a

f弨x, y弩彤x

)
彤y 弽

∫ b

a

f弨x, t弩彤x.

• g弨x, t弩关于x连续，关于 t可微，且 ∂g
∂t 弨x, t弩 弽 f弨x, t弩连续，从而

∫ b
a
g弨x, t弩彤x

关于 t可微，且

∂

∂t

∫ a

b

g弨x, t弩彤x 弽

∫ b

a

∂g

∂t
弨x, t弩彤x 弽

∫ b

a

f弨x, t弩彤x.

因此 F ′弨t弩 弽 弰，又 F 弨c弩 弽 弰，所以 F 弨d弩 弽 弰。
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上述定理结论中的积分称为累次积分，它是特定顺序把一个多元函数按其

自变量依次积分。

例 4.1.9. 设二元函数 f弨x, y弩满足：

弱弮 ∂2f
∂y∂x 弨x, y弩关于 弨x, y弩连续；

弲弮 ∂f
∂x 弨x, y弩关于 x连续，

弳弮 对某个 x0，
∂f
∂y 弨x0, y弩存在。

则 ∂2f
∂x∂y 弨x, y弩存在，且

∂2f
∂x∂y 弨x, y弩 弽

∂2f
∂y∂x 弨x, y弩。

证明. 因为 ∂2f
∂y∂x 弨x, y弩关于 弨x, y弩连续，所以∫ x

x0

[∫ y

y0

∂2f

∂y∂x
弨u, v弩彤v

]
彤u 弽

∫ y

y0

[∫ x

x0

∂2f

∂y∂x
弨u, v弩彤u

]
彤v,∫ y

y0

∂2f

∂y∂x
弨u, v弩彤v 弽

∂f

∂x
弨u, y弩− ∂f

∂x
弨u, y0弩.

因为 ∂f
∂x 弨x, y弩关于 x连续，所以

f弨x, y弩− f弨x0, y弩− f弨x, y0弩 弫 f弨x0, y0弩 弽

∫ x

x0

[
∂f

∂x
弨u, y弩− ∂f

∂x
弨u, y0弩

]
彤u

弽

∫ x

x0

[∫ y

y0

∂2f

∂y∂x
弨u, v弩∂v

]
彤u

弽

∫ y

y0

[∫ x

x0

∂2f

∂y∂x
弨u, v弩∂u

]
彤v.

因为 f弨x0, y弩关于 y可导，所以 f弨x, y弩关于 y可导，且

∂f

∂y
弨x, y弩− ∂f

∂y
弨x0, y弩 弽

∫ x

x0

∂2f

∂y∂x
弨u, y弩彤u.

从而 ∂2f
∂x∂y 弨x, y弩存在，且

∂2f
∂x∂y 弨x, y弩 弽

∂2f
∂y∂x 弨x, y弩。

例 4.1.10. 设 弰 < a < b，求
∫ 1

0
xb−xa

ln x 彤x的值。

解： 令 F 弨b弩 弽
∫ 1

0
xb−xa

ln x 彤x。

彬彩彭
x→0+

xb − xa

彬彮x
弽 弰, 彬彩彭

x→1−

xb − xa

彬彮x
弽 b− a,

所以

f弨x, b弩 弽


xb−xa

ln x , 弰 < x < 弱,

b− a, x 弽 弱,

弰, x 弽 弰
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关于 x在 彛弰, 弱彝上连续。

∂f

∂b
弨x, b弩 弽 xb, 弰 ≤ x ≤ 弱

关于 弨x, b弩连续。所以

F ′弨b弩 弽

∫ 1

0

∂

∂b

(
xb − xa

彬彮x

)
彤x 弽

∫ 1

0

xb彤x 弽
弱

b弫 弱
,

所以

F 弨b弩 弽 F 弨a弩 弫

∫ b

a

F ′弨t弩彤t 弽

∫ b

a

弱

t弫 弱
彤t 弽 彬彮弨b弫 弱弩− 彬彮弨a弫 弱弩 弽 彬彮

b弫 弱

a弫 弱
.

注 4.1.11. 当正数 a, b满足 a 6弽 b时，xb−xa
ln x 没有初等原函数，所以上述积分不

能用 彎彥彷彴彯彮弭彌彥彩形彮彩彺公式直接求得。通过对参数 b求导，我们得到了这一族积

分之间的联系，再借助 a 弽 b时的特殊情况，最终求得上述积分的结果。

例 4.1.12 弨变分法弩. 1 给定 Rm 中两点 a和 b，对连接 a和 b的 C∞ 曲线 x弨t弩

弨 弰 ≤ t ≤ 弱，x弨弰弩 弽 a，，x弨弱弩 弽 b弩，其长度为

L 弽

∫ 1

0

‖x′弨t弩‖彤t 弽
∫ 1

0

√
〈x′弨t弩,x′弨t弩〉彤t.

我们希望找到长度最短的 C∞曲线。

考虑 C∞映射

y 强 彛弰, 弱彝× 弨−δ, δ弩→ Rm,

满足 y弨t, 弰弩 弽 x弨t弩弨弰 ≤ t ≤ 弱弩，y弨弰, s弩 弽 a，y弨弱, s弩 弽 b。即对每个 s，y弨t, s弩

关于参数 t是一条连接接 a和 b的 C∞ 曲线。

于是

L弨s弩 弽

∫ 1

0

∥∥∥∥∂y∂t 弨t, s弩
∥∥∥∥彤t 弽 ∫ 1

0

√〈
∂y

∂t
弨t, s弩,

∂y

∂t
弨t, s弩

〉
彤t

如果 L弨s弩在 s 弽 弰时取最小值，则 L′弨弰弩 弽 弰。由

L′弨弰弩 弽
∂

∂s

∫ 1

0

√〈
∂y

∂t
弨t, s弩,

∂y

∂t
弨t, s弩

〉
彤t

∣∣∣∣∣
s=0

弽

∫ 1

0

∂

∂s

√〈
∂y

∂t
弨t, s弩,

∂y

∂t
弨t, s弩

〉
彤t

∣∣∣∣∣
s=0

弨含参积分对参数求导弩

弽

∫ 1

0

〈
∂y
∂t 弨t, 弰弩,

∂2y
∂t∂s 弨t, 弰弩

〉
√〈

∂y
∂t 弨t, 弰弩,

∂y
∂t 弨t, 弰弩

〉彤t
弽

∫ 1

0

〈
x′弨t弩

‖x′弨t弩‖
,
∂2y

∂t∂s
弨t, 弰弩

〉
彤t,

1关于变分法，初学的读者可以阅读 Peter Olver 写的一份讲义 The Calculus of Variations，

https://www-users.math.umn.edu/˜ olver/ln /cv.pdf
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知

L′弨弰弩 弽

∫ 1

0

〈
x′弨t弩

‖x′弨t弩‖
,
∂2y

∂t∂s
弨t, 弰弩

〉
彤t

弽

〈
x′弨t弩

‖x′弨t弩‖
,
∂y

∂s
弨t, 弰弩

〉∣∣∣∣t=1

t=0

−
∫ 1

0

〈
∂

∂t

x′弨t弩

‖x′弨t弩‖
,
∂y

∂s
弨t, 弰弩

〉
彤t 弨分部积分弩

弽 −
∫ 1

0

〈
∂

∂t

x′弨t弩

‖x′弨t弩‖
,
∂y

∂s
弨t, 弰弩

〉
彤t 弨因为

∂y

∂s
弨弰, 弰弩 弽

∂y

∂s
弨弱, 弰弩 弽 0弩.

任取 ε ∈ 弨弰, 弱弩，我们取

y弨t, s弩 弽 x弨t弩 弫 st弨弱− t弩∂
∂

x′弨t弩

‖x′弨t弩‖
,

则

弰 弽 L′弨弰弩 弽 −
∫ 1

0

t弨弱− t弩
∥∥∥∥ ∂∂t x′弨t弩

‖x′弨t弩‖

∥∥∥∥2

彤t,

所以对任意 t ∈ 彛弰, 弱彝都成立：

∂

∂t

x′弨t弩

‖x′弨t弩‖
弽 0,

因此存在常值单位向量 c使得 x′弨t弩 弽 ‖x′弨t弩‖c，因此

x弨t弩 弽 a弫 c

∫ t

0

‖x′弨s弩‖彤s

是直线段。

你觉得这个证明对吗？

习题4.1

弱弮 对函数序列 fn 强 彛a, b彝→ R，提出一个适当的条件使得

彬彩彭
n→+∞

∫ b

a

fn弨x弩彤x 弽

∫ b

a

彬彩彭
n→+∞

fn弨x弩彤x

成立，证明你的结论。

弲弮 考虑 f弨x, y弩 弽 2xy2

(x2+y2)2。

弨彡弩 求
∫ 1

0
f弨x, y弩彤x；

弨形弩 求 彬彩彭
y→0

f弨x, y弩并讨论这个收敛对 x的一致性；

弨彣弩 证明 彬彩彭
y→0

∫ 1

0
f弨x, y弩彤x 6弽

∫ 1

0
彬彩彭
y→0

f弨x, y弩彤x。

弳弮 证明球面上连接两点的最短曲线是一段大圆弧。
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弴弮 设 L 强 R× Rm × Rm → R是一个 C∞函数，L弨t, q, p弩。

弨弱弩 证明：在所有连接点 a和点 b的 C∞曲线中，使得以下积分∫ β

α

L弨t,x弨t弩, 彟x弨t弩弩彤t

取得最小值的曲线 x弨t弩 弨 α ≤ t ≤ β，x弨α弩 弽 a，x弨β弩 弽 b弩 必然满足

∂L

∂q
弨t,x弨t弩, 彟x弨t弩弩− ∂

∂t

∂L

∂p
弨t,x弨t弩, 彟x弨t弩弩 弽 弰.

最后这个等式称为上述变分问题的 彅彵彬彥彲弭彌彡彧彲彡彮彧彥方程。

弨弲弩 对 L弨t, q, p弩 弽
√
〈p, p〉，写出相应的 彅彵彬彥彲弭彌彡彧彲彡彮彧彥方程。

4.2 含参数的广义积分

对函数 f 强 彛a,弫∞弩× U → R 弨 U ⊆ Rn 弩，称
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x是一个以 y为

参数的含参数的广义积分。

收敛的含参广义积分定义了以 y为自变量的函数

F 弨y弩 弽

∫ +∞

a

f弨x,y弩彤x.

我们希望了解这个函数的连续性、可微性和可积性，为此我们需要引进“一致

收敛”的概念。

一致收敛的定义

定义 4.2.1. 称
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x关于 y在 U 上一致收敛，若存在 F 强 U → R使
得：对任意 ε > 弰，存在 A弨ε弩 > a使得：当 A > A弨ε弩时，对任意 y ∈ U，都有∣∣∣∣∣

∫ A

a

f弨x,y弩彤x− F 弨y弩

∣∣∣∣∣ < ε.

一致收敛的含参广义积分的性质

(1) 连续性，积分与函数极限交换次序

定理 4.2.2. 设函数 f 强 彛a,弫∞弩× U → R ( U ⊆ Rn )满足：

1. 广义积分 F 弨y弩 弽
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x在 U 上一致收敛，

2. 对于任何 x ≥ a，f弨x,y弩 关于 y 在 y0 ∈ U 连续，且这连续性对 x 在

任何有界闭区间 彛a, b彝 上一致：即对任意 ε > 弰，存在 δ弨y0, ε弩 > 弰，使

得对任意 y ∈ U，只要 ‖y − y0‖ < δ弨y0, ε弩，就有对任意 x ∈ 彛a, b彝，

|f弨x,y弩− f弨x,y0弩| < ε。
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则 F 在 y0 连续，即

彬彩彭
y→y0

∫ +∞

a

f弨x,y弩彤x 弽

∫ +∞

a

f弨x,y0弩彤x 弽

∫ +∞

a

彬彩彭
y→y0

f弨x,y弩彤x.

证明. 对任意 ε > 弰，取 A弨ε弩 > a使得：对任意 y ∈ U，都有∣∣∣∣∣
∫ A(ε)

a

f弨x,y弩彤x− F 弨y弩

∣∣∣∣∣ < ε.

对区间 彛a,A弨ε弩彝，存在 δ弨y0, ε弩 > 弰使得对任意 y ∈ U，只要 ‖y−y0‖ < δ弨y0, ε弩，

就有对任意 x ∈ 彛a,A弨ε弩彝，

|f弨x,y弩− f弨x,y0弩| <
ε

A弨ε弩− a
.

于是

|F 弨y弩− F 弨y0弩| ≤

∣∣∣∣∣F 弨y弩−
∫ A(ε)

a

f弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣弫
∣∣∣∣∣F 弨y0弩−

∫ A(ε)

a

f弨x,y0弩彤x

∣∣∣∣∣
弫

∣∣∣∣∣
∫ A(ε)

a

f弨x,y弩彤x−
∫ A(ε)

a

f弨x,y0弩彤x

∣∣∣∣∣
≤ 弲ε弫

∫ A(ε)

a

|f弨x,y弩− f弨x,y0弩|彤x

< 弲ε弫

∫ A(ε)

a

ε

A弨ε弩− a
彤x 弽 弳ε.

所以 F 在 y0连续。

(2) 可微性，积分与求导交换次序

定理 4.2.3. 设 U ⊆ Rn 是开集，y0 ∈ U，函数 f 强 彛a,弫∞弩× U → R满足：

1. 广义积分
∫ +∞
a

f弨x,y0弩彤x收敛，

2. 对每个 k 弽 弱, 弲, . . . , n， ∂f
∂yk

弨x,y弩连续，且广义积分
∫ +∞
a

∂f
∂yk

弨x,y弩彤x关

于 y在 U 中一致收敛。

则
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x在 役0 的一个邻域中一致收敛，关于 y是 C1 的，且

∂

∂yk

∫ +∞

a

f弨x,y弩彤x 弽

∫ +∞

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x, k 弽 弱, 弲, . . . , n.

证明. 记

FA弨y弩 弽

∫ A

a

f弨x,y弩彤x, F 弨y弩 弽

∫ +∞

a

f弨x,y弩彤x,

Gk,A弨y弩 弽

∫ A

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x, Gk弨y弩 弽

∫ +∞

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x.
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对任意 ε > 弰，存在 A1弨ε弩 > a使得对任意 k 弽 弱, 弲, . . . , n，

|Gk,A弨y弩−Gk弨y弩| < ε, ∀y ∈ U, ∀A > A1弨ε弩.

另外，对任意 y0 ∈ U，存在 A弨ε弩 > A1弨ε弩使得

|FA弨y0弩− F 弨y0弩| < ε, ∀A > A弨ε弩.

取 δ0 > 弰使得 B弨y0, δ0弩 ⊆ U，则对任意 k 弽 弱, 弲, . . . , n以及任意 |t| < δ0，∣∣∣∣FA弨y0 弫 tek弩− F 弨y0弩−
∫ t

0

Gk弨y0 弫 sek弩彤s

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣FA弨y0 弫 tek弩− FA弨y0弩−

∫ t

0

Gk弨y0 弫 sek弩彤s

∣∣∣∣弫 |FA弨y0弩− F 弨y0弩|

≤
∣∣∣∣∫ t

0

∂FA弨y0 弫 s彥k弩

∂s
−Gk弨y0 弫 sek弩彤s

∣∣∣∣弫 ε

≤
∫ t

0

|Gk,A弨役0 弫 s彥k弩−Gk弨y0 弫 s彥k弩|彤s弫 ε

≤ε弨t弫 弱弩 ≤ ε弨δ0 弫 弱弩,

所以 彬彩彭
A→+∞

FA弨y0 弫 tek弩存在，且关于 |t| ≤ δ0一致收敛，并且

F 弨y0 弫 tek弩 弽 F 弨y0弩 弫

∫ t

0

Gk弨y0 弫 sek弩彤s.

由此可知
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x 在 y0 的一个邻域中关于 y 一致收敛，且对任意

k，
∂

∂t

∫ +∞

a

f弨x,y0 弫 tek弩彤x 弽

∫ +∞

a

∂f

∂yk
弨x,y0 弫 tek弩彤x,

从而
∂

∂yk

∫ +∞

a

f弨x,y弩彤x 弽

∫ +∞

a

∂f

∂yk
弨x,y弩彤x.

因此 F 弨y弩的所有一阶偏导数都连续，从而 F 是 C1函数。

(3) 可积性，累次积分交换顺序

定理 4.2.4. 设 f 强 彛c,弫∞弩 × 彛a, b彝 → R连续，广义积分
∫ +∞
c

f弨x, y弩彤x关于 y

在 彛a, b彝上一致收敛。则广义积分
∫ +∞
c

∫ b
a
f弨x, y弩彤y彤x收敛，且∫ b

a

∫ +∞

c

f弨x, y弩彤x彤y 弽

∫ +∞

c

∫ b

a

f弨x, y弩彤y彤x.

证明. 对任意 ε > 弰，存在 N弨ε弩 > c 所得对任意 D > C > N弨ε弩 以及任意

y ∈ 彛a, b彝， ∣∣∣∣∣
∫ D

C

f弨x, y弩彤x

∣∣∣∣∣ < ε,
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从而 ∣∣∣∣∣
∫ D

C

∫ b

a

f弨x, y弩彤y彤x

∣∣∣∣∣ 弽
∣∣∣∣∣
∫ b

a

∫ D

C

f弨x, y弩彤x彤y

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

ε彤y 弽 弨b− a弩ε,

因此
∫ +∞
c

∫ b
a
f弨x, y弩彤y彤x收敛。

在等式 ∫ 1/t

c

∫ b

a

f弨x, y弩彤y彤x 弽

∫ b

a

∫ 1/t

c

f弨x, y弩彤x彤y

两边让 t→ 弰+，左边极限为
∫ +∞
c

∫ b
a
f弨x, y弩彤y彤x。

因为
∫ +∞
c

f弨x, y弩彤x关于 y在 彛a, b彝上一致收敛，所以函数

g弨y, t弩 弽


∫ 1/t

c
f弨x, y弩彤x, t > 弰弻∫ +∞

c
f弨x, y弩彤x, t 弽 弰

关于 y连续，且关于 t连续，且在 t 弽 弰处关于 t的连续性对 y ∈ 彛a, b彝一致。所

以

彬彩彭
t→0+

∫ b

a

∫ 1/t

c

f弨x, y弩彤x彤y 弽

∫ b

a

彬彩彭
t→0+

∫ 1/t

c

f弨x, y弩彤x彤y.

因此 ∫ +∞

c

∫ b

a

f弨x, y弩彤y彤x 弽

∫ b

a

∫ +∞

c

f弨x, y弩彤x彤y.

定理 4.2.5. 设 f 强 彛c,弫∞弩× 彛a,弫∞弩→ R连续，满足

1. 广义积分
∫ +∞
c

f弨x, y弩彤x关于 y在任何有界闭区间 彛a, b彝上一致收敛。

2. 广义积分
∫ +∞
a

f弨x, y弩彤y关于 x在任何有界闭区间 彛c, d彝上一致收敛。

3.
∫ +∞
a

∫ +∞
c

f弨x, y弩彤x彤y和
∫ +∞
c

∫ +∞
a

f弨x, y弩彤y彤x中至少有一个存在。

则 ∫ +∞

a

∫ +∞

c

f弨x, y弩彤x彤y 弽

∫ +∞

c

∫ +∞

a

f弨x, y弩彤y彤x.

证明. 设
∫ +∞
a

∫ +∞
c

f弨x, y弩彤x彤y存在，即极限

彬彩彭
b→+∞

∫ b

a

∫ +∞

c

f弨x, y弩彤x彤y

存在。

因为广义积分
∫ +∞
c

f弨x, y弩彤x 关于 y 在任何有界闭区间 彛a, b彝 上一致收敛，

所以 ∫ b

a

∫ +∞

c

f弨x, y弩彤x彤y 弽

∫ +∞

c

∫ b

a

f弨x, y弩彤y彤x.
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考虑

g弨t, x弩 弽


∫ 1
t

a
f弨x, y弩彤y, t > 弰,∫ +∞

a
f弨x, y弩彤y, t 弽 弰.

则由条件弲知 g弨t, x弩连续，且对 t在 t 弽 弰处连续，并且这连续性对 x ∈ 彛c, d彝上

一致。于是

彬彩彭
t→0+

∫ +∞

c

g弨t, x弩彤x 弽

∫ +∞

c

g弨弰, x弩彤x,

所以 ∫ +∞

c

∫ +∞

a

f弨x, y弩彤y彤x 弽 彬彩彭
t→0+

∫ +∞

c

∫ 1
t

a

f弨x, y弩彤y彤x

弽 彬彩彭
t→0+

∫ 1
t

a

∫ +∞

c

f弨x, y弩彤x彤y

弽

∫ +∞

a

∫ +∞

c

f弨x, y弩彤x彤y.

一致收敛的判别：一致 Cauchy准则

定理 4.2.6. 设函数 f弨x,y弩 关于 x 在任何有界区间 I ⊂ 彛a,弫∞弩 上 Riemann

可积。则广义积分
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x 关于 y ∈ U 一致收敛当且仅当它满足一致

Cauchy条件：对任意 ε > 弰，存在 A弨ε弩 > a使得∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣ < ε, ∀A2 > A1 ≥ A弨ε弩, ∀y ∈ U.

证明. 一致收敛⇒一致 彃彡彵彣彨役是显然的。下面证明：一致 彃彡彵彣彨役⇒一致收
敛。令 Fn弨y弩 弽

∫ a+n

a
f弨x,y弩彤x。则对任意 y ∈ U，{Fn弨y弩}∞n=1 是 彃彡彵彣彨役数

列。于是存在极限 彬彩彭
n→+∞

Fn弨y弩 弽 F 弨y弩。

对任意 ε > 弰，存在 A弨ε弩 > a使得∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣ < ε, ∀A2 > A1 ≥ A弨ε弩, ∀y ∈ U.

另外，存在 N 弽 N弨ε,y弩 > A1 − a使得

|FN 弨y弩− F 弨y弩| < ε.

于是 ∣∣∣∣∣F 弨y弩−
∫ A1

a

f弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣ ≤ |F 弨y弩− FN 弨y弩|弫

∣∣∣∣∣
∫ N+a

A1

f弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣ < 弲ε,

所以广义积分
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x关于 y ∈ U 一致收敛。
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定理 4.2.7. 设函数 f弨x,y弩, g弨x弩满足：

|f弨x,y弩| ≤ g弨x弩, ∀x ≥ a,∀y ∈ U,

且
∫ +∞
a

g弨x弩彤x收敛，则
∫ +∞
a

f弨x,y弩彤x关于 y ∈ U 一致(绝对)收敛。

证明. ∣∣∣∣∣
∫ B

A

f弨x,y弩彤x

∣∣∣∣∣ ≤
∫ B

A

|f弨x,y弩|彤x ≤
∫ B

A

g弨x弩彤x.

例 4.2.8 弨 开函数).

开弨α弩 弽

∫ +∞

0

xα−1彥−x彤x.

关于 α > 弰是 C∞函数。

证明. 任取正整数 k。

任取 弰 < δ < 弱，函数 xδ弨彬彮x弩k 在区间 弨弰, 弱弩上有界，取M1 > 弰使得对任

意 x ∈ 弨弰, 弱弩都有 |xδ弨彬彮x弩k| ≤M1。

对任意 弰 < x < 弱，对任意 α ∈ 彛弲δ,弫∞弩，∣∣∣∣∣∂k
(
xα−1彥−x

)
∂αk

∣∣∣∣∣ 弽 ∣∣xα−1弨彬彮x弩k彥−x
∣∣ ≤ xδ−1|xδ弨彬彮x弩k|彥−x ≤M1x

δ−1彥−x,

因为
∫ 1

0
xδ−1彥−x彤x收敛，所以

∫ 1

0

∂k弨xα−1e−x弩
∂αk

彤x关于 α在 彛弲δ,弫∞弩上一致收

敛。

函数 (ln x)k

x 在区间 弨弱,弫∞弩上有界，取M2 > 弰使得对任意 x ∈ 弨弱,弫∞弩都

有
∣∣∣ (ln x)k

x

∣∣∣ ≤M2。对任意 x > 弱，对任意 α ∈ 弨弰, 2
δ 彝，∣∣∣∣∣∂k

(
xα−1彥−x

)
∂αk

∣∣∣∣∣ 弽 ∣∣xα−1弨彬彮x弩k彥−x
∣∣ ≤M2x

α彥−x ≤M2x
2
δ 彥−x,

因为
∫ +∞

1
x

2
δ 彥−x彤x收敛，所以

∫ +∞
1

∂k弨xα−1e−x弩
∂αk

彤x关于 α在 弨弰, 2
δ 彝上一致收

敛。

因此
∫ +∞

0

∂k弨xα−1e−x弩
∂αk

彤x关于α在 彛弲δ, 2
δ 彝上一致收敛。所以开函数在 彛弲δ, 2

δ 彝

上是 Ck 函数，又因为 δ ∈ 弨弰, 弱弩是任意的，所以 开函数在 弨弰,弫∞弩上是 Ck 函

数。再由 k的任意性知 开函数在 弨弰,弫∞弩上是 C∞ 函数。

例 4.2.9 弨 Beta函数).

彂弨α, β弩 弽

∫ 1

0

xα−1弨弱− x弩β−1彤x, α > 弰, β > 弰.

是 C∞函数，满足

彂弨α, β弩 弽
开弨α弩开弨β弩

开弨α弫 β弩
.
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证明. 因为

xα−1弨弱− x弩β−1 弽 xα−1 弫 o弨xα−1弩, x→ 弰,

所以
∫ 1/2

0
xα−1弨弱 − x弩β−1彤x 收敛当且仅当

∫ 1/2

0
xα−1彤x 收敛，后者当且仅当

α > 弰。同理可证
∫ 1/2

0
xα−1弨弱 − x弩β−1彤x收敛当且仅当

∫ 1

1/2
xα−1弨弱 − x弩β−1彤x

收敛当且仅当 β > 弰。

取 x 弽 1
1+y 弨 y ∈ 弨弰,弫∞弩 弩，则

彂弨α, β弩 弽

∫ 0

+∞

(
弱

弱 弫 y

)α−1(
y

弱 弫 y

)β−1

彤
弱

弱 弫 y
弽

∫ +∞

0

yβ−1

弨弱 弫 y弩α+β
彤y.

注意到对 y > 弰，

开弨α弩 弽

∫ +∞

0

xα−1彥−x彤x 弽

∫ +∞

0

弨xy弩α−1彥−xy彤弨xy弩 弽 yα
∫ +∞

0

xα−1彥−xy彤x,

所以

开弨α弫 β弩 弽 弨弱 弫 y弩α+β

∫ +∞

0

xα+β−1彥−x(1+y)彤x,

从而

开弨α弫 β弩彂弨α, β弩 弽

∫ +∞

0

开弨α弫 β弩yβ−1

弨弱 弫 y弩α+β
彤y

弽

∫ +∞

0

∫ +∞

0

yβ−1xα+β−1彥−x(1+y)彤x彤y

弽

∫ +∞

0

∫ +∞

0

yβ−1xα+β−1彥−x(1+y)彤y彤x

弽

∫ +∞

0

xα−1彥−x
∫ +∞

0

弨xy弩β−1彥−xy彤弨xy弩彤x

弽 开弨α弩开弨β弩.

因此

彂弨α, β弩 弽
开弨α弩开弨β弩

开弨α弫 β弩
.

所以 彂弨α, β弩是 C∞函数。

例 4.2.10 弨彅彵彬彥彲弭彐彯彩彳彳彯彮积分弩. 求广义积分
∫ +∞

0
彥−x

2

彤x以及 开
(

1
2

)
的值。

解： 对 y > 弰，

I 弽

∫ +∞

0

彥−x
2

彤x 弽 y

∫ +∞

0

彥−(xy)2彤x,
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从而

I2 弽 I

∫ +∞

0

彥−y
2

彤y 弽

∫ +∞

0

彥−y
2

(
y

∫ +∞

0

彥−(xy)2彤x

)
彤y

弽

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

y彥−y
2

彥−(xy)2彤y

)
彤x

弽
弱

弲

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

彥−(1+x2)u彤u

)
彤x 弨u 弽 y2弩

弽
弱

弲

∫ +∞

0

弱

弱 弫 x2
彤x 弽

彡彲彣彴彡彮x|+∞0

弲
弽
π

弴
,

因此 I 弽
√
π

2 。

开

(
弱

弲

)
弽

∫ +∞

0

x−
1
2 彥−x彤x 弽

∫ +∞

0

弱

u
彥−u

2

彤u2 弽 弲

√
π

弲
弽
√
π.

例 4.2.11. 求 D弨α弩 弽
∫ +∞

0
sinαx
x 彤x。

解： 易见D弨−α弩 弽 −D弨α弩，另外对 α > 弰，

D弨α弩 弽

∫ +∞

0

彳彩彮αx

x
彤x 弽

∫ +∞

0

彳彩彮 t

t
彤t 弽 D弨弱弩, 弨t 弽 αx弩.

为求 D弨弱弩的值，我们考虑

g弨y弩 弽

∫ +∞

0

彥−yx
彳彩彮x

x
彤x, y ≥ 弰.

任取 δ > 弰。

当 y ≥ δ时，
∫ +∞

0
彥−δx彤x收敛且∣∣∣∣彥−yx 彳彩彮xx

∣∣∣∣ ≤ 彥−δx, ∀x > 弰,∣∣∣∣x彥−yx 彳彩彮xx
∣∣∣∣ ≤ 彥−yx ≤ 彥−δx, ∀x > 弰,

所以广义积分
∫ +∞

0
彥−yx sin x

x 彤x和
∫ +∞

0
x彥−yx sin x

x 彤x对 y ∈ 彛δ,弫∞弩一致收敛。

从而 g弨y弩在 弨弰,弫∞弩上连续、可微，且

g′弨y弩 弽 −
∫ +∞

0

彥−yx 彳彩彮x彤x 弽 −弱 弫 y2

∫ +∞

0

彥−yx 彳彩彮x彤x 弽 −弱− y2g′弨y弩.

解得 g弨y弩 弽 − 彡彲彣彴彡彮 y 弫 C。

因为

−π
弲
弫 C 弽 彬彩彭

y→+∞
g弨y弩 弽

∫ +∞

0

彬彩彭
y→+∞

彥−yx
彳彩彮x

x
彤x 弽 弰,
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所以 C 弽 π
2。最后我们证明 g弨y弩在 y 弽 弰连续，从而 g弨弰弩 弽 C 弽 π

2，即∫ +∞

0

彳彩彮x

x
彤x 弽

π

弲
, 弨彄彩彲彩彣彨彬彥彴积分弩

从而
∫ +∞

0
sinαx
x 彤x 弽 π

2 彳彧彮α。对任意 ε > 弰，对任意 B > A > 8
ε 以及任意

y ∈ 彛弰, 1
2 彝，∣∣∣∣∣
∫ B

A

彥−xy
彳彩彮x

x
彤x

∣∣∣∣∣ 弽
∣∣∣∣∣
∫ B

A

彥−xy
弱

x
彤 彣彯彳x

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣彥−xy 彣彯彳x

x
彣彯彳x

∣∣∣B
A
弫

∣∣∣∣∣
∫ B

A

彣彯彳x彤
彥−xy

x

∣∣∣∣∣
≤ 弱

A
弫

弱

B
弫

∣∣∣∣∣
∫ B

A

−xy彥−xy − 彥−xy

x2
彣彯彳x彤x

∣∣∣∣∣
≤ 弲

A
弫 y

∣∣∣∣∣
∫ B

A

彥−xy

x
彣彯彳x彤x

∣∣∣∣∣弫
∫ B

A

弱

x2
彤x

≤ 弳

A
弫 y

∣∣∣∣∣
∫ B

A

彥−xy

x
彣彯彳x彤x

∣∣∣∣∣
≤ 弳

A
弫

弳y

A
弫 y2

∣∣∣∣∣
∫ B

A

彥−xy
彳彩彮x

x
彤x

∣∣∣∣∣
≤ 弶

A
弫

弱

弴

∣∣∣∣∣
∫ B

A

彥−xy
彳彩彮x

x
彤x

∣∣∣∣∣ ,
所以 ∣∣∣∣∣

∫ B

A

彥−xy
彳彩彮x

x
彤x

∣∣∣∣∣ ≤ 弱

弱− 1
4

弶

A
弽

弸

A
< ε,

所以 g弨y弩在 彛弰, 1
2 彝上一致收敛，从而 g弨y弩在 彛弰, 1

2 彝上连续。因此从而 g弨弰弩 弽 π
2。

对于条件收敛的含参数广义积分的一致收敛性，有以下判别法。

定理 4.2.12. 含参数的广义积分
∫ +∞

0
f弨x, y弩g弨x, y弩彤x关于参数 y ∈ U 一致收

敛，如果 f, g满足如下两个条件中的一个：

1. (Dirichlet)

(a) F 弨t, y弩 弽
∫ t
a
f弨x, y弩彤x对所有 t ∈ 彛a,弫∞弩和 y ∈ U 一致有界；

(b) 对所有 y ∈ U，g弨x, y弩关于 x单调减；

(c) 彬彩彭
x→+∞

g弨x, y弩 弽 弰且关于 y ∈ U 一致。

2. (Abel)

(a) 广义积分
∫ +∞
a

f弨x, y弩彤x关于参数 y ∈ U 一致收敛；
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(b) 对所有 y ∈ U，g弨x, y弩关于 x单调减；

(c) g弨x, y弩有界，且关于 y ∈ U 一致。

4.3 应用：积分变换

我们说的积分变换，是指形如

T 强 f 7→ T 弨f弩 弽 g, g弨y弩 弽

∫ +∞

−∞
K弨x, y弩f弨x弩彤x

的变换，它把一个函数 f 变换为另一个函数 g，其中K弨x, y弩称为这个积分变换

的积分核。它对于的离散化形式为

bn 弽
∑
m

Kn,mam,

它把数列 {an}变成数列 {bn}。它们可以认为是由矩阵确定的线性变换 b 弽 Ka

的推广。

卷积

形如

弨K ∗ f弩弨y弩 弽
∫ +∞

−∞
K弨y − x弩f弨x弩彤x,

称K ∗ f 是K 与 f 的卷积。

如果K弨t弩是可微函数，则弨只要下述广义积分一致收敛，就有弩

弨K ∗ f弩′弨y弩 弽
∫ +∞

−∞
K ′弨y − x弩f弨x弩彤x 弽 弨K ′ ∗ f弩弨x弩,

例 4.3.1 弨Laplace方程的边值问题). 考虑 K弨x, y弩 弽 Ky弨x弩 弽
y

π(x2+y2)，不难

验证 ∫ +∞

−∞
K弨x, y弩彤x 弽 弱,

∂K

∂x
弨x, y弩 弽 −弲πK弨x, y弩K弨y, x弩 弽

∂K

∂x
弨y, x弩,

∂K

∂y
弨x, y弩 弽 π

[
K弨y, x弩2 −K弨x, y弩2

]
弽 −∂K

∂y
弨y, x弩,

∂2K

∂x2
弨x, y弩 弽 弲π

[
−K弨y, x弩

∂K

∂x
弨x, y弩−K弨x, y弩

∂K

∂y
弨y, x弩

]
,

∂2K

∂y2
弨x, y弩 弽 弲π

[
K弨y, x弩

∂K

∂x
弨y, x弩−K弨x, y弩

∂K

∂y
弨x, y弩

]
,

从而K, ∂K∂x ,
∂K
∂y 都是有界函数，并且

弁K 弽
∂2K

∂x2
弫
∂2K

∂y2
弽 弰,
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对有界函数 f，令

u弨x, y弩 弽 Ky ∗ f 弽
弱

π

∫ +∞

−∞

y

弨x− t弩2 弫 y2
f弨t弩彤t.

则

弁u 弽 弁弨Ky ∗ f弩 弽 弨弁K弩 ∗ f 弽 弰.

则

u弨x, y弩− f弨x弩 弽 弱

π

∫
|t−x|<δ

y

弨x− t弩2 弫 y2
弨f弨t弩− f弨x弩弩彤t

弫
弱

π

∫
|t−x|≥δ

y

弨x− t弩2 弫 y2
弨f弨t弩− f弨x弩弩彤t.

其中∣∣∣∣∣
∫
|t−x|≥δ

y

弨x− t弩2 弫 y2
弨f弨t弩− f弨x弩弩彤t

∣∣∣∣∣ ≤ 弲M

∫
|t−x|≥δ

y

弨x− t弩2 弫 y2
彤t

弽 弲M

∫
|s|≥ δy

弱

s2 弫 弱
彤s s 弽

t− x
y

弽 弲M

(
π − 弲 彡彲彣彴彡彮

δ

y

)
→ 弰, y → 弰+.∣∣∣∣∣

∫
|t−x|<δ

y

弨x− t弩2 弫 y2
弨f弨t弩− f弨x弩弩彤t

∣∣∣∣∣ ≤ ε
∫
|t−x|<δ

y

弨x− t弩2 弫 y2
彤t ≤ πε.

所以 彬彩彭
y→0+

u弨x, y弩 弽 f弨x弩。因此 u弨x, y弩 弽 Ky ∗ f 是弁u 弽 弰, y > 弰弻

u弨x, 弰弩 弽 f弨x弩

的解。

例 4.3.2 弨独立随机变量的和的概率分布). 独立抛掷两个骰子，得到的点数分

别是随机变量X,Y，则 X 弫 Y 的概率分布为

P 弨X 弫 Y 弽 n弩 弽

6∑
k=1

P 弨X 弽 k, Y 弽 n− k弩 弽
6∑
k=1

P 弨X 弽 k弩P 弨Y 弽 n− k弩,

这就是离散情形的卷积。对连续的随机变量，其概率分布由概率密度刻画，如

果 X 的概率密度是 f，Y 的概率密度是 g，那么当它们独立时，X 弫 Y 的概率

密度就是 f 和 g的卷积 ∫ +∞

−∞
g弨x− t弩f弨t弩彤t.

比如，正态分布N弨µ, σ2弩的概率密度为

弱√
弲πσ2

彥−
(x−µ)2

2σ2 .



弴弮弳弮 应用：积分变换 弱弱張

若 X ∼ N弨µ1, σ
2
1弩，Y ∼ N弨µ2, σ

2
2弩，且它们独立，则 X 弫 Y 的概率密度为

∫ +∞

−∞

弱√
弲πσ2

2

彥
− (x−t−µ2)2

2σ22
弱√
弲πσ2

1

彥
− (t−µ1)2

2σ21 彤t

弽

∫ +∞

−∞

弱√
弲πσ2

2

弱√
弲πσ2

1

彥
− (x−t−µ2)2

2σ22
− (t−µ1)2

2σ21 彤t

弽

∫ +∞

−∞

弱

弲πσ1σ2
彥
− (σ21+σ22)

2σ21σ
2
2

[(
t−σ

2
1(x−µ2)+σ22µ1

σ21+σ22

)2

+
σ21σ

2
2(x−µ1−µ2)2

(σ21+σ22)2

]
彤t

弽
弱√

弲π弨σ2
1 弫 σ2

2弩
彥
− (x−µ1−µ2)2

2(σ21+σ22)

∫ +∞

−∞

弱√
弲π

σ2
1σ

2
2

σ2
1+σ2

2

彥
− (σ21+σ22)

2σ21σ
2
2

(
t−σ

2
1(x−µ2)+σ22µ1

σ21+σ22

)2

彤t

弽
弱√

弲π弨σ2
1 弫 σ2

2弩
彥
− (x−µ1−µ2)2

2(σ21+σ22) .

所以 X 弫 Y 服从正态分布 N弨µ1 弫 µ2, σ
2
1 弫 σ2

2弩。

Laplace变换

L彛f 彝弨p弩 弽

∫ +∞

0

彥−pxf弨x弩彤x 弽 F 弨p弩,

称 F 是 f 的 Laplace变换。

如果 f 满足 |f弨x弩| ≤M彥αx，则对任意 δ > 弰，上述广义积分以及广义积分

∫ +∞

0

彥−pxxkf弨x弩彤x

对 p在区间 彛α弫 δ,弫∞弩上一致收敛，从而 F 在区间 弨α,弫∞弩上是 C∞函数。

除了线性以外，彌彡彰彬彡彣彥变换还满足

L彛f弨αx弩彝弨p弩 弽
弱

α
L彛f 彝弨

p

α
弩,

L彛彥αxf弨x弩彝弨p弩 弽 L彛f 彝弨p− α弩,

L彛f ′彝弨p弩 弽

∫ +∞

0

彥−pxf ′弨x弩彤x 弽 彥−pxf弨x弩
∣∣+∞
0

弫 p

∫ +∞

0

彥−pxf弨x弩彤x

弽 −f弨弰弩 弫 pL彛f 彝弨p弩,

∂k

∂pk
L

[
f弨x弩

xk

]
弨p弩 弽 弨−弱弩kL彛f 彝弨p弩
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例 4.3.3.

L彛xα彝 弽

∫ +∞

0

xα彥−px彤x 弽
弱

pα+1

∫ +∞

0

uα彥−u彤u 弽
开弨α弫 弱弩

pα+1
,

L彛彥αx彝 弽 L彛弱彝弨p− α弩 弽 弱

p− α
,

L彛彳彩彮ωx彝 弽

∫ +∞

0

彥−px 彳彩彮ωx彤x 弽 − 弱

ω

∫ +∞

0

彥−px彤 彣彯彳ωx

弽
弱

ω
− p

ω

∫ +∞

0

彥−px 彣彯彳ωx彤x 弽
弱

ω
− p2

ω2

∫ +∞

0

彥−px 彳彩彮ωx彤x

弽
弱

ω

弱

弱 弫 p2

ω2

弽
ω

p2 弫 ω2
,

L彛彣彯彳ωx彝 弽 L彛
弱

ω
彳彩彮′ ωx彝 弽 p · 弱

ω
· ω

p2 弫 ω2
弽

p

p2 弫 ω2
,

L彛彳彩彮彨 ax彝 弽 L彛
彥ax − 彥−ax

弲
彝 弽

弱

弲

(
弱

p− a
− 弱

p弫 a

)
弽

a

p2 − a2
,

L彛彣彯彳彨 ax彝 弽
p

p2 − a2
.

例 4.3.4. 求初值问题 
y′′ 弫 弴y 弽 弴x,

y弨弰弩 弽 弱,

y′弨弰弩 弽 張

的解。

解：

L彛y′′彝 弫 弴L彛y彝 弽 弴L彛x彝

故

−y′弨弰弩 弫 p 弨−y弨弰弩 弫 pL彛y彝弩 弫 弴L彛y彝 弽
弴

p2

所以

L彛y彝 弽
弱

p2 弫 弴

(
弴

p2
弫 張 弫 p

)
弽

p

p2 弫 弴
弫

弴

p2 弫 弴
弫

弱

p2
弽 L彛彣彯彳 弲x弫 弲 彳彩彮 弲x弫 x彝

所以

y 弽 彣彯彳 弲x弫 弲 彳彩彮 弲x弫 x

是初值问题的解。

关于 彌彡彰彬彡彣彥 变换的更多内容和有趣应用，建议读者阅读 彇彥彯彲彧彥 彆弮 当彩彭弭

彭彯彮彳的经典著作彄彩弋彥彲彥彮彴彩彡彬 彅影彵彡彴彩彯彮彳 彗彩彴彨 彁彰彰彬彩彣彡彴彩彯彮彳 彁彮彤 彈彩彳彴彯彲彩彣彡彬 彎彯彴彥彳，

那里还有一篇短小而有趣的关于 彌彡彰彬彡彣彥生平的介绍。

习题4.3
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弱弮 记Kt弨x弩 弽 K弨x, t弩 弽
弱

弲
√
πt

彥−
x2

4t。证明

∫ +∞

−∞
K弨x, t弩彤x 弽 弱.

并且对有界的连续函数 f 强 R→ R，

u弨x, t弩 弽 弨Kt ∗ f弩弨x弩 弽
∫ +∞

−∞

弱

弲
√
πt

彥−
(x−ξ)2

t2 f弨ξ弩彤ξ

是如下热传导方程的初值问题的解
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
弽 弰,

u弨x, 弰弩 弽 f弨x弩, 弨即 彬彩彭
t→0+

u弨x, t弩 弽 f弨x弩.弩
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4.4 习题讨论课5

弱弮 弨弱弩 利用换元 θ 弽 弲彡彲彣彴彡彮 t，证明∫ π

0

彤θ

弱 弫 p 彣彯彳 θ
弽

π√
弱− p2

, |p| < 弱.

弨弲弩 证明 ∫ π

0

彬彮弨弱 弫 x 彣彯彳 θ弩彤θ

彣彯彳 θ
弽 π 彡彲彣彳彩彮x, |x| < 弱.

弨弳弩 设 弰 < θ < 弱，f弨x, y弩 弽 1
1−θ2y2 sin2 x

弨 x ∈ 彛弰, π2 彝, y ∈ 彛弰, 弱彝 弩。证明∫ π
2

0

f弨x, y弩彤x 弽
π

弲
√

弱− θ2y2
,

∫ 1

0

f弨x, y弩彤y 弽
弱

弲θ 彳彩彮x
彬彮

弱 弫 θ 彳彩彮x

弱− θ 彳彩彮x
,

并且 ∫ π
2

0

弱

彳彩彮x
彬彮

弱 弫 θ 彳彩彮x

弱− θ 彳彩彮x
彤x 弽 π 彡彲彣彳彩彮 θ.

弲弮 计算
∫ π

2

−π2

∫ 2

1
彥y 彳彩彮

(
x
y

)
彤y彤x。

弳弮 计算
∫ +∞
−∞ x彥−

1
2x

2

彳彩彮弨tx弩彤x。

弴弮 已知
∫ +∞

0
sin x
x 彤x 弽 π

2。设 F 弨x弩 弽
∫ +∞
−∞

sin(xt)
t(1+t2)彤t。证明

弨弱弩 F 弨x弩− F ′′弨x弩 弽 π
2 弨x > 弰弩；

弨弲弩 F 弨x弩 弽 π
2 弨弱− 彥−x弩；

弨弳弩
∫ +∞
−∞

cos(xt)
1+t2 彤t 弽 π

2 彥
−x弨x > 弰弩。

張弮 证明对任意 x ≥ 弰，
∫ +∞
−∞

ln(1+x2t2)
1+t2 彤t 弽 π 彬彮弨弱 弫 x弩。

弶弮 记Kt弨x弩 弽 K弨x, t弩 弽
弱

弲
√
πt

彥−
x2

4t。证明

∫ +∞

−∞
K弨x, t弩彤x 弽 弱.

并且对有界的连续函数 f 强 R→ R，

u弨x, t弩 弽 弨Kt ∗ f弩弨x弩 弽
∫ +∞

−∞

弱

弲
√
πt

彥−
(x−ξ)2

4t f弨ξ弩彤ξ

是如下热传导方程的初值问题的解
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
弽 弰,

u弨x, 弰弩 弽 f弨x弩, 弨即 彬彩彭
t→0+

u弨x, t弩 弽 f弨x弩.弩



第 5章 重积分

5.1 重积分的概念

定义 5.1.1 弨矩形区域上的积分). 称 Rm 的形如

R 弽 {弨x1, x2, . . . , xm弩 ∈ Rm|ak ≤ xk ≤ bk, k 弽 弱, 弲, . . . ,m}

弽强 彛a1, b1彝× 彛a2, b2彝× · · · × 彛am, bm彝

的子集为 Rm中的一个 m维矩形，记

µm弨R弩 强弽 弨b1 − a1弩弨b2 − a2弩 · · · 弨bm − am弩

称为 R的体积。在不导致混淆时，我们也记 µ弨R弩 弽 µm弨R弩。

称 {Rk}pk=1 为矩形 R 的一个分割，如果每个 Rk 都是 Rm 中的一个矩形，
并且

⋃p
k=1Rk 弽 R，彩彮彴Ri ∩ 彩彮彴Rj 弽 ∅弨对任意 弱 ≤ i < j ≤ k弩。

给定函数 f 强 R→ R，对于矩形 R的一个分割 P 弽 {Rk}pk=1 以及相应于这

个分割的一组标志点 ξ 弽 {ξk}pk=1 弨对每个 k，ξk ∈ Rk 弩，记

S弨f,P, ξ弩 弽
p∑
k=1

f弨ξk弩µ弨Rk弩

称之为 f 在 R上关于分割 P 和标志点组 ξ的 归彩彥彭彡彮彮和。

我们称 f 在 R 上 Riemann 可积，如果存在 I ∈ R使得：对任意 ε > 弰，

存在 δ > 弰使得对 R的任意分割 P，只要 ‖P‖ 弽 彭彡彸
1≤k≤p

(
彳彵彰

x,y∈Rk
‖x− y‖

)
< δ，

就有对相对于 P 任意标志点组 ξ，都有 |S弨f,P, ξ弩− I| < ε。此时记

I 弽

∫
R

f弨x弩彤µ

称它为 f 在 R上 Riemann积分。

弱弱弹
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定义 5.1.2 弨矩形区域上的积分，Darboux的定义). 设 f 强 R→ R矩形 R的一

个有界函数， P 弽 {Rk}pk=1是 R的一个分割。记

S弨f,P弩 弽
p∑
k=1

彳彵彰
x∈Rk

f弨x弩µ弨Rk弩, s弨f,P弩 弽
p∑
k=1

彩彮彦
x∈Rk

f弨x弩µ弨Rk弩,

分别称它们为 f 在 R上关于分割 P 的 Darboux上和与 Darboux下和。

称 R的分割 Q 弽 { 彾Rj}qj=1 是 P 弽 {Rk}pk=1 的一个加细，如果 P 中每个矩
形 Rk 都是 Q中某些矩形的并集。

易见：对矩形 R 的任何两个分割 P1,P2，都存在它们的一个共同加细分

割P1 ∨ P2，且

s弨f,P1弩 ≤ s弨f,P1 ∨ P2弩 ≤ S弨f,P1 ∨ P2弩 ≤ S弨f,P2弩.

记 P为矩形 R的所有分割组成的集合。称

S弨f弩 弽 彩彮彦
P∈P

S弨f,P弩, s弨f弩 弽 彳彵彰
P∈P

s弨f,P弩

分别为 f 在 R上的 Darboux上积分和 Darboux下积分。

如果 S弨f弩 弽 s弨f弩，则称 f 在 R上 Darboux可积，它们共同的值记为

I 弽

∫
R

f弨x弩彤µ

称它为 f 在 R上 Darboux积分积分。

图 張弮弱强 矩形的分割 P （左）和它的一个加细分割 Q（右）

定理 5.1.3. 以下结论等价：

1. f 在矩形 R上 Riemann可积;

2. f 在矩形 R上有界且 Darboux可积;
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3. f 在矩形 R上有界且 f 在矩形 R中的间断点集是一个体积为零的集合。

4. 对任意 ε > 弰，存在为矩形 R的一个分割 P 使得 S弨f,P弩− s弨f,P弩 < ε。

注 5.1.4. 称一个集合 A ⊂ Rm 体积为零是指：对任意 ε > 弰，存在可数无穷多

个矩形R1, R2, . . . ,使得A ⊂ R1∪R2∪· · · 并且R1, R2, . . . ,的体积总和小于 ε。

推论 5.1.5. 连续函数在任何有界闭的矩形区域上都是 Riemann可积的。

例 5.1.6. 设 R是一个矩形区域，且存在 R的一个稠密子集 A使得 R\A也是
R的一个稠密子集，则

f弨x弩 弽

弱, x ∈ A弻

弰, x ∈ R\A,

在 R上不是 归彩彥彭彡彮彮可积函数。这是因为 f 在 R上到处都是间断的。

例 5.1.7. 设 R1, R2是两个矩形区域， R1 ⊂ R2。

如果 f 在 R2 上是 归彩彥彭彡彮彮可积函数，则 f 在 R1 上也是 归彩彥彭彡彮彮可积函

数。

如果 f 在 R1上是 归彩彥彭彡彮彮可积函数，则

彾f弨x弩 弽

f弨x弩, x ∈ R1弻

弰, x ∈ R2\R1

在 R2上也是 归彩彥彭彡彮彮可积函数，且
∫
R2

彾f弨x弩彤µ 弽
∫
R1
f弨x弩彤µ。

定理 5.1.8. 设 R ⊂ Rm是一个m维矩形，记R弨R弩为所有在 R上 Riemann可

积函数组成的集合， C弨R弩为所有在 R上连续函数组成的集合。则

1. (线性) R弨R弩是一个线性空间， C弨R弩是 R弨R弩的一个线性子空间，并且

对任意 f, g ∈ R弨R弩以及任意 α, β ∈ R，∫
R

弨αf弨x弩 弫 βg弨x弩弩彤µ 弽 α

∫
R

f弨x弩彤µ弫 β

∫
R

g弨x弩彤µ弻

2. (保序性) 若 f, g ∈ R弨R弩 满足 f弨x弩 ≤ g弨x弩 ( ∀x ∈ R )，则
∫
R
f弨x弩彤µ ≤∫

R
g弨x弩彤µ；

3. f ∈ R弨R弩当且仅当 f+, f− ∈ R弨R弩，其中

f+弨x弩 弽 彭彡彸{f弨x弩, 弰} 弽 |f弨x弩|弫 f弨x弩

弲
,

f−弨x弩 弽 彭彡彸{−f弨x弩, 弰} 弽 |f弨x弩| − f弨x弩
弲

,

从而 f 弽 f+ − f−, |f | 弽 f+ 弫 f−.

并且
∣∣∫
R
f弨x弩彤µ

∣∣ ≤ ∫
R
|f弨x弩|彤µ；
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4. (Cauchy-Schwarz不等式) 对任意 f, g ∈ R弨R弩，fg ∈ R弨R弩，且∣∣∣∣∫
R

f弨x弩g弨x弩彤µ

∣∣∣∣ ≤
√∫

R

|f弨x弩|2彤µ ·
∫
R

|g弨x弩|2彤µ弻

5. (积分平均值定理) 若 f ∈ C弨R弩, g ∈ R弨R弩且 g弨x弩 ≥ 弰 ( ∀x ∈ R )，则存在

η ∈ R使得 ∫
R

f弨x弩g弨x弩彤µ 弽 f弨η弩

∫
R

g弨x弩彤µ.

习题5.1

弱弮 设 {Rk}pk=1是矩形 R的一个分割，则 µ弨R弩 弽 µ弨R1弩 弫 · · ·弫 µ弨Rp弩。

弲弮 对任何矩形 R， µ弨R弩 弽
∫
R
弱彤µ。

弳弮 设 A 弽 {弨x, y弩 ∈ 彛弰, 弱彝× 彛弰, 弱彝|x, y ∈ Q}。证明 A在 R 弽 彛弰, 弱彝× 彛弰, 弱彝中稠

密，但 A是面积弨弲维体积弩为零的集合。

弴弮 证明 Rm的任何低维线性子空间都是m维体积为零的集合。

5.2 Jordan可测集和 Riemann积分

定义 5.2.1. 设 D ⊂ Rm 是非空的有界子集，对函数 f 强 D → R，我们取矩形
R ⊂ Rm覆盖 D，即 D ⊆ R，并定义

彾f弨x弩 弽

f弨x弩, x ∈ D弻

弰, x ∈ R\D,

如果 彾f 在 R上 归彩彥彭彡彮彮可积，则称 f 在 D上 归彩彥彭彡彮彮可积，并且记∫
D

f弨x弩彤µ 弽

∫
R

彾f弨x弩彤µ.

很明显这与覆盖 D的矩形 R的选取无关。

另外，我们希望在D上的所有连续函数应该是归彩彥彭彡彮彮可积函数。特别是

弱D弨x弩 弽

弱, x ∈ D弻

弰, x ∈ Rm\D

应该是 归彩彥彭彡彮彮函数。然而这并非对每个集合D ⊂ Rm都成立。 弱D 是有界函

数，它的间断点集是 D 的边界 ∂D。所以，弱D 是 归彩彥彭彡彮彮可积函数当且仅当

∂D是体积为零的集合。
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定义 5.2.2. 称D ⊂ Rm是一个 Jordan可测集，如果 ∂D是体积为零的集合。

如果 D是有界的 彊彯彲彤彡彮可测集，则记

µ弨D弩 弽

∫
D

弱D弨x弩彤µ,

称为 D的 m维体积。

例 5.2.3. 设 D1 ⊂ Rm 是一个有界闭的 彊彯彲彤彡彮可测集，a, b 强 D1 → R是连续
函数，则

D 弽
{
弨x, y弩 ∈ Rm+1 |x ∈ D1, a弨x弩 ≤ y ≤ b弨x弩

}
是 Rm+1中一个有界闭的 彊彯彲彤彡彮可测集。

证明. 因为 a, b在有界闭集 D1 上连续，所以 D是闭集，并且存在M > 弰使得

对任意 x ∈ D1， −M ≤ a弨x弩 ≤ b弨x弩 ≤ M。从而 D ⊆ D1 × 彛−M,M 彝，因此 D

是有界集合。

∂D 弽 {弨x, y弩|x ∈ ∂D1, a弨x弩 ≤ y ≤ b弨x弩}

∪ {弨x, y弩|x ∈ D1, y 弽 a弨x弩} ∪ {弨x, y弩|x ∈ D1, y 弽 b弨x弩}.

对任意 ε > 弰，取矩形 彾R1, 彾R2, . . . ⊂ Rm，使得 ∂D1 ⊂ 彾R1 ∪ 彾R2 ∪ · · ·，且∑
k≥1

µm弨 彾Rk弩 <
ε

弶M
.

取 Rk 弽 彾R × 彛−M,M 彝，则 Rk 是 Rm+1 中的矩形，且 ∂D1 × 彛−M,M 彝 ⊂
R1 ∪R2 ∪ · · ·，且 ∑

k≥1

µm+1弨Rk弩 弽
∑
k≥1

µm弨 彾Rk弩弲M <
ε

弳
.

另外，a, b在有界闭集 D1 上连续，从而一致连续。所以存在 δ > 弰使得：

当 x1,x2 ∈ D1满足 ‖x1 − x2‖ < δ时，

|a弨x1弩− a弨x2弩|弫 |b弨x1弩− b弨x2弩| <
ε

弶µm弨D1弩
.

存在有限多个矩形 彞R1, . . . , 彞RN 使得

弱弮 D1 ⊂ 彞R1 ∪ · · · ∪ 彞RN，且
∑
k≥1

µm弨 彞Rk弩 < 弲µm弨D1弩，

弲弮 对 k 弽 弱, . . . , N， D1 ∩ 彞Rk 6弽 ∅且对任意 x1,x2 ∈ Rk， ‖x1 − x2‖ < δ。
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因此 {弨x, y弩|x ∈ D1, y 弽 a弨x弩}和 {弨x, y弩|x ∈ D1, y 弽 b弨x弩}分别被 N 个 m 弫 弱

维矩形所覆盖，这些矩形的m弫 弱维体积总和小于 2ε
3 。因此 ∂D是 Rm+1 中一

个体积为零的集合，因此 D是 彊彯彲彤彡彮可测集。

例 5.2.4. 设A,B ⊂ Rm是 彊彯彲彤彡彮可测集，则A∪B，A∩B，A\B都是 彊彯彲彤彡彮

可测集。

定理 5.2.5. 设 D ⊂ Rm 是一个有界的 Jordan可测集。则

1. 函数 f 强 D → R是 Riemann可积函数当且仅当 f 有界，且 f 的间断点集

是一个零体积集合。

2. 如果 D还是闭集，则 D上的所有连续函数都是 Riemann可积函数。

定理 5.2.6. 若函数 f 在有界的 Jordan可测集 D1 和 D2 上都是 Riemann可积

的，且 D1 ∩ D2 ⊆ ∂D1 ∩ ∂D2，则 f 在 D1 ∪ D2 上也是 Riemann可积的，且∫
D1∪D2

f弨x弩彤µ 弽
∫
D1
f弨x弩彤µ弫

∫
D2
f弨x弩彤µ。

习题5.2

弱弮 记

D 弽 {弨x, y弩 ∈ 彛弰, 弱彝2|x, y ∈ Q}.

证明：D 不是 彊彯彲彤彡彮可测集，弱D 不是 归彩彥彭彡彮彮可积函数，R 强 D → R
是 归彩彥彭彡彮彮可积函数，其中

R 强 D → R, R弨x, y弩 弽
弱

p弫m
,若 x 弽

q

p
, y 弽

n

m
是既约分数.

弲弮 设 D 是有界矩形 R的一个闭子集。{Ri}i∈I 是有限多个矩形，满足 D ⊆⋃
i∈I

Ri。记 U 为 D的这种矩形覆盖的全体。定义 D的 彊彯彲彤彡彮外测度为

µ∗弨D弩 弽 彩彮彦
{Ri}i∈I∈U

∑
i∈I

µ弨Ri弩.

证明：函数 弱D 的 彄彡彲形彯彵彸上积分等于 µ∗弨D弩， 弱D 的 彄彡彲形彯彵彸下积分等

于 µ弨R弩− µ∗弨R\D弩。因此 D是 彊彯彲彤彡彮可测集当且仅当

µ∗弨D弩 弫 µ∗弨R\D弩 弽 µ弨R弩.

当 D是 彊彯彲彤彡彮可测集时，

µ∗弨D弩 弽

∫
D

弱彤µ.

弳弮 设 D1, D2 分别是 Rm 和 Rn 中的有界闭的 彊彯彲彤彡彮可测集，证明 D1 ×D2

是 Rm+n中的有界闭的 彊彯彲彤彡彮可测集。
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弴弮 设 D2 是 Rn 中的有界闭的 彊彯彲彤彡彮可测集，ϕ 强 彛a, b彝 ×D2 → R连续，且
对任意 y ∈ D2， ϕ弨x, y弩关于 x ∈ 彛a, b彝严格减，

h 强 彛a, b彝×D2 → R1+n, h弨x, y弩 弽 弨ϕ弨x, y弩, y弩,

证明 h弨彛a, b彝 × D2弩 是 R1+n 中的有界闭的 彊彯彲彤彡彮 可测集。当 ϕ弨x, y弩 关

于 x ∈ 彛a, b彝严格增时，此结论也成立。弨可以考虑 h1弨x, y弩 弽 弨−x, y弩以及
h2弨x, y弩 弽 弨ϕ弨−x, y弩, y弩弩

5.3 重积分的计算：累次积分

定理 5.3.1. 如果 R1, R2 分别是 Rm 和 Rn 中的矩形，f 强 R1 × R2 → R 是
Riemann 可积函数，则对任意 y ∈ R2，f弨x, y弩 关于 x 的 Darboux 上积分和

Darboux下积分 ∫
R1

f弨x, y弩彤µx,

∫
R1

f弨x, y弩彤µx

都是 Riemann可积函数，且

∫
R1×R2

f弨x, y弩彤弨µx×µy弩 弽
∫
R2

(∫
R1

f弨x, y弩彤µx

)
彤µy 弽

∫
R2

(∫
R1

f弨x, y弩彤µx

)
彤µy.

定理 5.3.2. 如果 D ⊂ Rm+n 是一个有界闭的 Jordan可测集，则

D2 弽 {y ∈ Rn|存在 x ∈ Rm 使得 弨x, y弩 ∈ D}

是 Rn 中的一个有界闭的 Jordan可测集，且对于任意 y ∈ D2，

Dy 弽 {x ∈ Rm|弨x, y弩 ∈ D}

是 Rm 中的一个有界闭的 Jordan可测集。

对任何连续函数 f 强 D → R，∫
D

f弨x, y弩彤弨µx × µy弩 弽
∫
D2

∫
Dy

f弨x, y弩彤µx彤µy.

例 5.3.3. 求
∫ 1

0

(∫ 1

x
彥−y

2

彤y
)
彤x。

解：

D 弽 {弨x, y弩|弰 ≤ x ≤ 弱, x ≤ y ≤ 弱}
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是有界闭的 彊彯彲彤彡彮可测集，彥−y
2

是 D上的连续函数。所以∫ 1

0

(∫ 1

x

彥−y
2

彤y

)
彤x 弽

∫
D

彥−y
2

彤x彤y

弽

∫
R2

彥−y
2

弱0≤x≤y≤1彤x彤y

弽

∫
R

(∫
R
彥−y

2

弱0≤x≤y≤1彤x

)
彤y

弽

∫
R

(∫ y

0

彥−y
2

弱0≤y≤1彤x

)
彤y 弽

∫ 1

0

彥−y
2

(∫ y

0

彤x

)
彤y

弽

∫ 1

0

y彥−y
2

彤y 弽 −弱

弲
彥−y

2

∣∣∣∣1
0

弽
弱− 彥−1

弲
.

例 5.3.4. 求由圆柱面 x2 弫 y2 弽 弱，y2 弫 z2 弽 弱和 z2 弫 x2 弽 弱围成的有界区域

的体积。

解：

D 弽 {弨x, y, z弩|x2 弫 y2 ≤ 弱, y2 弫 z2 ≤ 弱, z2 弫 x2 ≤ 弱}.

µ弨D弩 弽

∫
x2+y2≤1,y2+z2≤1,z2+x2≤1

彤µ

弽

∫
x2+y2≤1

(∫
|z|≤min{

√
1−y2,

√
1−x2}

彤z

)
彤x彤y

弽 弲

∫
x2+y2≤1

彭彩彮{
√

弱− y2,
√
弱− x2}彤x彤y

弽 弲

∫
x2+y2≤1,|x|≤|y|

√
弱− y2彤x彤y 弫 弲

∫
x2+y2≤1,|y|<|x|

√
弱− x2彤x彤y

其中∫
x2+y2≤1,|x|≤|y|

√
弱− y2彤x彤y

弽

∫
|x|≤|y|≤

√
1−x2

√
弱− y2彤x彤y 弽

∫
|x|≤
√

1−x2

(∫
|x|≤|y|≤

√
1−x2

√
弱− y2彤y

)
彤x

弽弴

∫ 1√
2

0

(∫ √1−x2

x

√
弱− y2彤y

)
彤x

弽

(
弴x

∫ √1−x2

x

√
弱− y2彤y

)∣∣∣∣∣
1√
2

0

− 弴

∫ 1√
2

0

x彤x

(∫ √1−x2

x

√
弱− y2彤y

)

弽弴

∫ 1√
2

0

x√
弱− x2

彤x, x 弽 彳彩彮 θ

弽弴

∫ π
4

0

彳彩彮 θ√
弱− 彳彩彮2 θ

彤 彳彩彮 θ 弽 弴− 弲
√
弲,

所以 µ弨D弩 弽 弱弶− 弸
√
弲。



張弮弳弮 重积分的计算：累次积分 弱弲強

例 5.3.5. 求m维欧氏空间中半径为 R的球的体积。

解：

D 弽 {弨x1, . . . , xm弩 ∈ Rm|x2
1 弫 · · ·弫 x2

m ≤ R2}

是有界闭的 彊彯彲彤彡彮可测集。

Vm弨R弩 弽 µm弨D弩 弽

∫
D

彤µm

弽

∫ R

−R

∫
x2
1+···+x2

m−1≤R2−x2
m

彤µm−1彤xm

弽

∫ R

−R
Vm−1弨

√
R2 − x2

m弩彤xm

利用这个递推关系以及 V1弨R弩 弽 弲R，可以猜测并用数学归纳法证明对任意正整

数m，Vm弨R弩 弽 AmR
m，从而

Am 弽 Vm弨弱弩 弽

∫ 1

−1

Am−1弨
√
弱− t2弩m−1彤t 弽 Am−1

∫ 1

0

s−
1
2 弨弱− s弩

m−1
2 彤s

弽 Am−1B

(
弱

弲
,
m弫 弱

弲

)
弽 Am−1

开
(

1
2

)
开
(
m+1

2

)
开
(
m+2

2

)
弽

(
开

(
弱

弲

))m−1 开
(

3
2

)
开
(
m+2

2

)A1 弽
π
m
2

开
(
m+2

2

) ,
因此 Vm弨R弩 弽 π

m
2

Γ弨m+2
2 弩

Rm。

总结：把积分区域 D 用不等式弨组弩的形式表达，固定其中一些变量 x，解

出另一些变量 y的范围 D弨x弩，再取 D1 弽 {x|D弨x弩 6弽 ∅}。于是∫
D

f弨x, y弩彤弨µx × µy弩 弽
∫
D1

(∫
D(x)

f弨x, y弩彤µy

)
彤µx.

习题5.3

弱弮 设 R是 Rm 中的矩形，L是对角元素全是 弱的 m阶下三角矩阵，U 是对

角元素全是 弱的m阶上三角矩阵，P 是m阶排列矩阵，

弃 弽


λ1 弰 · · · 弰

弰 λ2 · · · 弰
弮弮弮

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮

弰 弰 · · · λm

 .

弨彡弩 证明 L弨R弩, U弨R弩, P 弨R弩,弃弨R弩 都是 Rm 中的有界闭的 彊彯彲彤彡彮 可测

集；

弨形弩 求 µ弨L弨R弩弩, µ弨U弨R弩弩, µ弨P 弨R弩弩, µ弨弃弨R弩弩的值；

弨彣弩 证明对任何 m阶可逆矩阵 A，A弨R弩是 Rm 中的有界闭的 彊彯彲彤彡彮可

测集，并且 µ弨A弨R弩弩 弽 |彤彥彴A|µ弨R弩。

弲弮 在长度为 弱的线段上随机取两点，求它们的距离的平均值。



弱弲弸 彃彈彁彐彔彅归 張弮 重积分

5.4 重积分的计算：换元公式

定理 5.4.1. 设 D ⊂ Rm是一个有界闭的 Jordan可测集，ϕ 强 D → 弊 弽 ϕ弨D弩 ⊆
Rm 是一个 C1微分同胚。则对任意 f ∈ R弨弊弩，∫

Ω

f弨u弩彤µΩ 弽

∫
D

f弨ϕ弨x弩弩 |彤彥彴Dϕ弨x弩|彤µD.

用传统符号表达，上式为∫
Ω

f弨u弩彤u1 · · · 彤um 弽

∫
D

f弨ϕ弨x弩弩

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨u1, . . . , um弩

∂弨x1, . . . , xm弩

∣∣∣∣彤x1 · · · 彤xm.

注 5.4.2. 弨弱弩 积分换元的目的是为了把积分区域或者被积函数变得简单，使积

分计算得到简化。

弨弲弩微分同胚 ϕ相当于一个非线性的坐标变换，它把D中的 彊彯彲彤彡彮可测集R变

成 弊中的 彊彯彲彤彡彮可测集 ϕ弨R弩。在点 x附近，ϕ可以近似看成线性映射 ∂ϕ弨x弩，

它把 x附近的小矩形 R变成 ϕ弨R弩，后者近似为一个平行多面体 ∂ϕ弨x弩弨R弩，从

而

µΩ弨ϕ弨R弩弩 ≈ µΩ弨∂ϕ弨x弩弨R弩弩 弽 |彤彥彴 ∂ϕ弨x弩|µD弨R弩.

弨弳弩当积分区域或被积函数具有某种对称性时，通常会采用适合这种对称性的坐

标变换。例如对平面上的极坐标系 x 弽 r 彣彯彳 θ, y 弽 r 彳彩彮 θ，

彤x彤y 弽

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x, y弩∂弨r, θ弩

∣∣∣∣彤r彤θ 弽 r彤r彤θ.

在三维空间中绕 z轴旋转的柱面坐标 x 弽 r 彣彯彳 θ, y 弽 r 彳彩彮 θ, z 弽 z，

彤x彤y彤z 弽

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x, y, z弩∂弨r, θ, z弩

∣∣∣∣彤r彤θ彤z 弽 r彤r彤θ彤z.

在三维空间中以原点为中心的球面坐标 x 弽 R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ, y 弽 R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ, z 弽

R 彣彯彳 θ，

彤x彤y彤z 弽

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x, y, z弩∂弨R, θ, ϕ弩

∣∣∣∣彤r彤θ彤z 弽 R2 彳彩彮 θ彤R彤θ彤ϕ.

例 5.4.3. 设 D 弽 {弨x1, x2弩 ∈ R2|弱 ≤ x2
1 − x2

2 ≤ 弳, 弲 ≤ 弲x1x2 ≤ 弴}。求∫
D
弨x2

1 弫 x2
2弩彤x1彤x2 弮



張弮弴弮 重积分的计算：换元公式 弱弲弹

解： 令 弨y1, y2弩 弽 ϕ弨x1, x2弩 弽 弨x2
1 − x2

2, 弲x1x2弩。则 ϕ是 弨弰,弫∞弩 × 弨弰,弫∞弩到

弨弰,弫∞弩× R的微分同胚，且 ϕ弨D弩 弽 {弨y1, y2弩 ∈ R2|弱 ≤ y1 ≤ 弳, 弲 ≤ y2 ≤ 弴}，

彤彥彴
∂弨y1, y2弩

∂弨x1, x2弩
弽

∣∣∣∣∣弲x1 −弲x2

弲x2 弲x1

∣∣∣∣∣ 弽 弴弨x2
1 弫 x2

2弩 > 弰, ∀弨x1, x2弩 6弽 弨弰, 弰弩,

y2
1 弫 y2

2 弽 弨x2
1 弫 x2

2弩
2 弨 y 弽 ϕ弨x弩 弩。∫

D

弨x2
1 弫 x2

2弩彤x1彤x2 弽

∫
ϕ(D)

√
y2

1 弫 y2
2

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x1, x2弩

∂弨y1, y2弩

∣∣∣∣彤y1彤y2, x 弽 ϕ−1弨y弩

弽

∫
[1,3]×[2,4]

√
y2

1 弫 y2
2

∣∣∣∣∣ 弱

弴
√
y2

1 弫 y2
2

∣∣∣∣∣彤y1彤y2

弽 弱.

例 5.4.4. 求
∫
D

x+y
x2+y2 彤x彤y，其中

D 弽 {弨x, y弩|x2 弫 y2 ≤ x弫 y}.

解： 对 弰 < t < 弱，弲t2 < 弲t，所以 弨t, t弩 ∈ D，

彬彩彭
t→0+

t弫 t

t2 弫 t2
弽 弫∞,

被积函数无界，所以上述积分不是 归彩彥彭彡彮彮积分。

对 ε > 弰，记

Dε 弽 {弨x, y弩|ε2 ≤ x2 弫 y2 ≤ x弫 y}.

则 f弨x, y弩 弽 x+y
x2+y2 在 Dε 上是连续函数，从而 归彩彥彭彡彮彮可积。

令 x 弽 r 彣彯彳
(
θ − π

4

)
, x 弽 r 彳彩彮

(
θ − π

4

)
，则

x2 弫 y2 弽 r2, x弫 y 弽
√
弲r 彳彩彮 θ,

x弫 y

x2 弫 y2
弽

√
弲 彳彩彮 θ

r
,



弱弳弰 彃彈彁彐彔彅归 張弮 重积分

于是 弨x, y弩 ∈ Dε ⇔ ε ≤ r ≤
√
弲 彳彩彮 θ，在 弨r, θ弩坐标系下，积分区域对应的不等

式以及被积函数都是变量分离的。∫
Dε

x弫 y

x2 弫 y2
彤x彤y 弽

∫
ε≤r≤

√
2 sin θ

r
√
弲 彳彩彮 θ

r2
r彤r彤θ

弽

∫
ε≤
√

2 sin θ

(∫ √2 sin θ

ε

√
弲 彳彩彮 θ彤r

)
彤θ

弽

∫ π−arcsin ε√
2

arcsin ε√
2

弱− 彣彯彳 弲θ −
√
弲ε 彳彩彮 θ彤θ

弽 π − 弲 彡彲彣彳彩彮
ε√
弲
弫 彳彩彮

(
弲 彡彲彣彳彩彮

ε√
弲

)
− 弲
√
弲ε 彣彯彳 彡彲彣彳彩彮

ε√
弲

→ π, ε→ 弰+.

所以 ∫
D

x弫 y

x2 弫 y2
彤x彤y 弽 π.

例 5.4.5. 求
∫
D
f弨x1 弫 x2 弫 · · ·弫 xm弩彤x1彤x2 · · · 彤xm，其中

D 弽 {弨x1, . . . , xm弩|x1, . . . , xm ≥ 弰, x1 弫 x2 弫 · · ·弫 xm ≤ a}.

解： 令 

y1 弽 x1,

y2 弽 x1 弫 x2,

弮弮弮

ym 弽 x1 弫 x2 弫 · · ·弫 xm.

则 ϕ弨x弩 弽 y满足 ϕ弨D弩 弽 弊 弽 {弨y1, y2, . . . , ym弩|弰 ≤ y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ ym ≤ a}，



張弮弴弮 重积分的计算：换元公式 弱弳弱

彤彥彴 ∂ϕ弨x弩 弽 弱。于是∫
D

f弨x1 弫 x2 弫 · · ·弫 xm弩彤x1彤x2 · · · 彤xm

弽

∫
Ω

f弨ym弩

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x1, x2, . . . , xm弩

∂弨y1, y2, . . . , ym弩

∣∣∣∣彤y1彤y2 · · · 彤ym

弽

∫ a

0

f弨t弩

(∫
0≤y1≤y2≤···≤ym−1≤t

彤y1彤y2 · · · 彤ym−1

)
彤t

弽

∫ a

0

f弨t弩
tm−1

弨m− 弱弩弡
彤t

例 5.4.6. 设 弆是m阶对称正定矩阵，µ ∈ Rm，证明∫
Rm

弱√
弨弲π弩m 彤彥彴弆

彥−
1
2 (x−µ)TΣ−1(x−µ)彤x1 · · · 彤xm 弽 弱.

解： 取可逆矩阵 A使得 弆 弽 AAT。令 y 弽 A−1弨x− µ弩。则

彤彥彴弆 弽 彤彥彴A 彤彥彴AT 弽 弨彤彥彴A弩2, AT弆−1A 弽 I,

于是 ∫
Rm

弱√
弨弲π弩m 彤彥彴弆

彥−
1
2 (x−µ)TΣ−1(x−µ)彤x1 · · · 彤xm

弽

∫
Rm

弱√
弨弲π弩m 彤彥彴弆

彥−
1
2 (Ay)TΣ−1(Ay)

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x1, . . . , xm弩

∂弨y1, . . . , ym弩

∣∣∣∣ 彤y1 · · · 彤ym

弽

∫
Rm

弱√
弨弲π弩m 彤彥彴弆

彥−
1
2y

TATΣ−1Ay |彤彥彴A|彤y1 · · · 彤ym

弽

∫
Rm

弱√
弨弲π弩m

彥−
1
2y

Ty彤y1 · · · 彤ym 弽

m∏
k=1

∫
R

弱√
弲π

彥−
1
2y

2
k彤yk.

当m 弽 弲时，∫
R2

弱

弲π
彥−

y21+y22
2 彤y1彤y2 弽

∫
r>0,0≤θ≤2π

弱

弲π
彥−

r2

2 r彤r彤θ 弽 − 彥−
r2

2

∣∣∣+∞
0

弽 弱.

所以
∫
R

1√
2π

彥−
1
2 t

2

彤t 弽 弱，从而∫
Rm

弱√
弨弲π弩m 彤彥彴弆

彥−
1
2 (x−µ)TΣ−1(x−µ)彤x1 · · · 彤xm 弽 弱.

需要说明的是，这里的积分不是 归彩彥彭彡彮彮积分，是收敛的广义重积分。

应用中弨例如物理和概率统计中弩常常遇到广义重积分，想深入了解广义重

积分的数学理论的读者可以阅读数学分析教材。

习题5.4



弱弳弲 彃彈彁彐彔彅归 張弮 重积分

弱弮 求
∫
D

∣∣ y
x

∣∣彤x彤y，其中 D 弽 {弨x, y弩|弱 ≤ x2 弫 y2 ≤ 弲x}。

弲弮 求
∫
x2
1+x2

2+···+x2
m≤R2 f弨

√
x2

1 弫 x2
2 弫 · · ·弫 x2

m弩彤x1彤x2 · · · 彤xm。

弳弮 证明一元微积分中给出的旋转体体积公式。

弴弮 在边长为 弱的正方形区域中随机取两个点，求它们之间距离的平均值。

張弮 求 n维锥体的体积公式。

5.5 重积分应用的几个例子

例 5.5.1. 求质量均匀分布的m维实心半球的质心，其中半径为 R。

解： 设密度为 ρ > 弰。则质量为

M 弽

∫
x2
1+...+x2

m≤R2,xm≥0

ρ彤x1 . . . 彤xm.

质心为

弖x 弽
弱

M

∫
x2
1+...+x2

m≤R2,xm≥0

xρ彤x1 . . . 彤xm 弽

∫
x2
1+...+x2

m≤R2,xm≥0
x彤x1 . . . 彤xm∫

x2
1+...+x2

m≤R2,xm≥0
彤x1 . . . 彤xm

.

由对称性知 弖x1 弽 · · · 弽 弖xm−1 弽 弰。我们已经知道∫
x2
1+...+x2

m≤R2,xm≥0

彤x1 . . . 彤xm 弽
π
m
2

弲开
(
m+2

2

)Rm.
∫
x2
1+...+x2

m≤R2,xm≥0

xm彤x1 . . . 彤xm

弽

∫ R

0

xm

(∫
x2
1+...+x2

m−1≤R2−x2
m

彤x1 . . . 彤xm−1

)
彤xm

弽

∫ R

0

t
π
m−1

2

开
(
m+1

2

) 弨R2 − t2弩
m−1

2 彤t

弽
π
m−1

2

弲开
(
m+1

2

)Rm+1

∫ 1

0

s
m−1

2 彤s, s 弽 弱− t2

弽
π
m−1

2

开
(
m+1

2

)Rm+1 弱

m弫 弱
弽

π
m−1

2

弲开
(
m+3

2

)Rm+1,

因此

弖xm 弽

π
m−1

2

2Γ弨m+3
2 弩

Rm+1

π
m
2

2Γ弨m+2
2 弩

Rm
弽

开
(
m+2

2

)
√
π开
(
m+3

2

)R.



張弮張弮 重积分应用的几个例子 弱弳弳

例 5.5.2. 在区间 彛弰, 弱彝中独立地随机抽取 n个数，求其中的最小值的平均值弨概

率里称为“期望”或“数学期望”弩。

解： 区间 彛弰, 弱彝上均匀分布的密度为 f弨x弩 弽 弱0≤x≤1，独立地随机抽取 n个数，

概率密度为

f弨x1弩f弨x2弩 · · · f弨xn弩 弽 弱(x1,...,xn)∈[0,1]n .

最小值的平均值为∫
[0,1]n

彭彩彮
1≤k≤n

xk · f弨x1弩f弨x2弩 · · · f弨xn弩彤x1 · · · 彤xn

弽

∫
[0,1]n

∑
σ

弱xσ(1)<xσ(2)<···<xσ(n)
彭彩彮

1≤k≤n
xk彤x1 · · · 彤xn

弨σ取遍 弱, 弲, . . . , n的所有排列弩

弽
∑
σ

∫
0<xσ(1)<···<xσ(n)<1

xσ(1) ·
∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x1, . . . , xn弩

∂弨xσ(1), . . . , xσ(n)弩

∣∣∣∣ 彤xσ(1) · · · 彤xσ(n)

弽
∑
σ

∫
0<y1<···<yn<1

y1彤y1 · · · 彤yn

弽n弡

∫ 1

0

y1

(∫
y1<y2<···<yn<1

彤y2 · · · 彤yn
)
彤y1

弽n

∫ 1

0

y1

(∫
(y2,...,yn)∈(y1,1)n−1

彤y2 · · · 彤yn

)
彤y1

弽n

∫ 1

0

y1弨弱− y1弩
n−1彤y1 弽 nB 弨弲, n弩 弽 n

开弨弲弩开弨n弩

开弨n弫 弲弩
弽

弱

n弫 弱
.

物理中的质心、概率中的期望都是计算加权平均。计算质心时，被平均的

对象是点的位置，相应的权重是各点处的密度，它刻画了质量在空间中的分布

情况。计算期望时，被平均的对象是随机变量的取值，相应的权重是各个取值

对应的概率密度，它刻画了概率在随机变量取值空间中的分布。

一般地，如果 f弨x弩是被平均的对象，权重为 g弨x弩 > 弰，则 f弨x弩的加权平

均值为

弖f 弽

∫
D

f弨x弩g弨x弩彤µ∫
D

g弨x弩彤µ
.

例 5.5.3. 求密度为 ρ半径为 R的三维球体对球外质点m的万有引力。

解： 取直角坐标系使球心位于原点，而质点m位于 x3轴坐标为 a处。

D 弽 {弨x1, x2, x3弩 ∈ R3|x2
1 弫 x2

2 弫 x2
3 ≤ R2}.

彤F弨x弩 弽
Gmρ彤µ

‖x− ae3‖2
x− ae3

‖x− ae3‖
,
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由对称性，球对质点m的引力位于 x3轴上，从m指向球心，

F 弽 e3

∫
D

Gmρ弨x3 − a弩
‖x− ae3‖3

彤µ

弽 e3

∫ R

−R

(∫
x2
1+x2

2≤R2−x2
3

Gmρ弨x3 − a弩
弨x2

1 弫 x2
2 弫 弨a− x3弩2弩3/2

彤x1彤x2

)
彤x3

弽 e3

∫ R

−R

(∫
0≤r≤

√
R2−x2

3,0≤θ≤2π

Gmρ弨x3 − a弩
弨r2 弫 弨a− x3弩2弩3/2

r彤r彤θ

)
彤x3

弨x1x2坐标平面中用极坐标 x1 弽 r 彣彯彳 θ, x2 弽 r 彳彩彮 θ，彤彥彴
∂弨x1, x2弩

∂弨r, θ弩
弽 r弩

弽 e3

∫ R

−R
− 弲πGmρ弨x3 − a弩√

r2 弫 弨a− x3弩2

∣∣∣∣∣
√
R2−x2

3

0

彤x3

弽 弲πGmρe3

∫ R

−R
−弱− 弨x3 − a弩√

R2 弫 a2 − 弲ax3

彤x3

弽 −
Gmρ 4πR3

3

a2
e3.

结论：球体对质点m的引力相当于把球体的全部质量集中于球心时对质点m的

引力。

例 5.5.4 弨Kepler第二定律与有心力场). 设 u 强 J → R2 是一个平面运动，其

中 J ⊆ R 是一个区间。记 弊J 为连接原点和 u弨t弩 线段在时段 J 内扫过的区

域。则 弊J 中的点可以用弨s, t弩 ∈ 彛弰, 弱彝 × J来表示：弨x1弨s, t弩, x2弨s, t弩弩 弽 su弨t弩 弽

弨su1弨t弩, su2弨t弩弩。于是

µ弨弊J弩 弽

∫
ΩJ

彤x1彤x2 弽

∫
[0,1]×J

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨x1, x2弩

∂弨s, t弩

∣∣∣∣彤s彤t
弽

∫
[0,1]×J

|彤彥彴弨u弨t弩, su′弨t弩弩|彤s彤t

弽

∫ 1

0

s彤s

∫
J

|彤彥彴弨u弨t弩,u′弨t弩弩|彤t

弽
弱

弲

∫
J

|彤彥彴弨u弨t弩,u′弨t弩弩|彤t.

彋彥彰彬彥彲第二定律断言行星运动满足： µ(ΩJ )
|J| 是常值。这等价于 |彤彥彴弨u弨t弩,u

′弨t弩弩|
是常数。又因为 彤彥彴弨u弨t弩,u′弨t弩弩关于 t连续，所以上述结论等价于 彤彥彴弨u弨t弩,u′弨t弩弩

是常数，即
彤

彤t
彤彥彴弨u弨t弩,u′弨t弩弩 弽 弰.

而

彤

彤t
彤彥彴弨u弨t弩,u′弨t弩弩 弽 彤彥彴弨u′弨t弩,u′弨t弩弩 弫 彤彥彴弨u弨t弩,u′′弨t弩弩 弽 彤彥彴弨u弨t弩,u′′弨t弩弩,

所以彋彥彰彬彥彲第二定律等价于 彤彥彴弨u弨t弩,u′′弨t弩弩 弽 弰，即 u′′弨t弩总是与 u弨t弩在同一条

直线上，也就是当且仅当质点受到的力总是沿位置向径的。
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习题5.5

弱弮 关于球体对球外质点的万有引力的结论是否与空间维数有关？

弲弮 设 γ 为平面曲线，它在极坐标系下的方程为 r 弽 a弨弱 弫 彣彯彳 θ弩 弨 a > 弰 弩。

弨彡弩 求 γ 所围成的平面有界区域 D的面积和形心坐标。

弨形弩 求平面区域 D绕 x轴旋转所得有界区域的体积和形心坐标。
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5.6 习题讨论课6

弱弮 设 γ 是平面中一条轴对称的简单封闭曲线，D 是 γ 所围成的平面有界区

域，弆是 γ 绕旋转轴旋转一周形成的曲面， 弊是 弆所围成的空间有界区

域。试讨论曲线 γ、区域 D、曲面 弆、区域 弊的形心坐标的关系。



第 6章 曲线与曲面上函数的

积分

6.1 第一型曲线积分

曲线的弧长

称 x 强 彛a, b彝 → Rm 是一个正则的 C1 参数曲线，如果它是单射并且对任何

t ∈ 彛a, b彝，‖x′弨t弩‖ > 弰。称∫
[a,b]

‖x′弨t弩‖彤t 弽
∫ b

a

‖x′弨t弩‖彤t

为正则的 C1参数曲线 x 强 彛a, b彝→ Rm的弧长。我们把 t想象成时间，把 x弨t弩理

解为空间 Rm 中一个运动着的点在时刻 t时所处的位置，于是 ‖x′弨t弩‖就是这个
动点在时刻 t时的速率，所以弧长就是这个动点在时间段 彛a, b彝中的运动路程。

如果 t 弽 t弨s弩是 C1函数，满足 t′弨s弩 6弽 弰 弨 ∀s 弩，t彛α, β彝 弽 彛a, b彝，则∫
[α,β]

∥∥∥∥ 彤

彤s
x弨t弨s弩弩

∥∥∥∥ 彤s 弽 ∫
[α,β]

‖x′弨t弨s弩弩t′弨s弩‖ 彤s 弽
∫

[α,β]

‖x′弨t弨s弩弩‖ |t′弨s弩|彤s

弽

∫
[a,b]

‖x′弨t弩‖彤t,

最后这个等号是利用了弨无向弩积分换元。因此曲线的弧长与曲线的 C1参数化形

式的选择无关。也就是说一个动点沿曲线运动产生的路程与它的运动速度和运

动方向都没有关系，这是曲线本身的一个几何属性。

记 γ 弽 {x弨t弩|t ∈ 彛a, b彝}，称

L弨γ弩 弽

∫
[a,b]

‖x′弨t弩‖彤t

为曲线 γ 的弧长，称

l 弽 l弨t弩 弽

∫
[a,t]

‖x′弨s弩‖彤s,

弱弳強
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为曲线 γ 的弧长参数。于是

彤l弨t弩 弽 ‖x′弨t弩‖彤t.

由一阶微分的形式不变性弨即链索法则弩，彤l 与曲线 γ 的参数化形式无关。如果

x弨l弩是 γ 的以弧长参数 l为自变量的参数表示，则 ‖x′弨l弩‖ 弽 弱。

函数沿曲线的积分

设 f 强 γ → R为连续函数，x弨t弩为曲线 γ 的任何一个 C1参数化表示，记∫
γ

f彤l 弽

∫
[a,b]

f弨x弨t弩弩‖x′弨t弩‖彤t,

称为 f 沿 γ 的积分。由积分的换元公式知，上述积分的值与曲线 γ 的参数化形

式的选择无关。

例 6.1.1. 证明 Rm 中连接两点的 C2曲线中以直线段长度最短。

证明. 设 γ 是连接 P,Q 两点的 C2 曲线，参数方程为 x 强 彛弰, l彝 → Rm，满足
x弨弰弩 弽 P，x弨l弩 弽 Q，其中 l是 γ 的弧长。则

L弨γ弩 弽

∫
γ

彤l 弽

∫
[0,l]

‖x′弨t弩‖彤t.

任取 C2 映射 y 强 彛弰, l彝→ Rm 满足 y弨弰弩 弽 y弨l弩 弽 弰。记 γs 为曲线 x弨t弩 弫 sy弨t弩，

于是

L弨γs弩 弽

∫
[0,l]

‖x′弨t弩 弫 sy′弨t弩‖彤t 弽
∫

[0,l]

√
〈x′弨t弩 弫 sy′弨t弩,x′弨t弩 弫 sy′弨t弩〉彤t.

从而

彤

彤s
L弨γs弩

∣∣∣∣
s=0

弽
彤

彤s

∫
[0,l]

√
〈x′弨t弩 弫 sy′弨t弩,x′弨t弩 弫 sy′弨t弩〉彤t

∣∣∣∣∣
s=0

弽

∫
[0,l]

∂

∂s

√
〈x′弨t弩 弫 sy′弨t弩,x′弨t弩 弫 sy′弨t弩〉

∣∣∣∣
s=0

彤t

弽

∫
[0,l]

〈x′弨t弩,y′弨t弩〉√
〈x′弨t弩,x′弨t弩〉

彤t 弽

∫
[0,l]

〈x′弨t弩,y′弨t弩〉彤t,

最后一个等式利用了弧长参数下 ‖x′弨t弩‖ 弽 弱。从而

彤

彤s
L弨γs弩

∣∣∣∣
s=0

弽

∫
[0,l]

〈x′弨t弩,y′弨t弩〉彤t

弽

∫
[0,l]

彤〈x′弨t弩,y弨t弩〉 −
∫

[0,l]

〈x′′弨t弩,y弨t弩〉彤t

弽 〈x′弨t弩,y弨t弩〉|t=lt=0 −
∫

[0,l]

〈x′′弨t弩,y弨t弩〉彤t

弽 −
∫

[0,l]

〈x′′弨t弩,y弨t弩〉彤t.
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曲线 γ 使 L弨γ弩 取最小值，当且仅当对满足 y弨弰弩 弽 y弨l弩 弽 弰 的任意 C2 映射

y 强 彛弰, l彝 → Rm，
∫

[0,l]
〈x′′弨t弩,y弨t弩〉彤t 弽 弰，因此对任意 t，x′′弨t弩 弽 弰，所以 γ 是

直线段。

读者可以考虑下面这个问题：在一个曲面上，连接两点且长度最短的曲线

是什么？

例 6.1.2. 设平面曲线 γ在极坐标系下的方程为 r 弽 a弨弱 弫 彣彯彳 θ弩 弨 a > 弰 弩。求 γ

的弧长和它的形心坐标。

解： 曲线 γ 在直角坐标系下的参数方程为x弨θ弩 弽 r 彣彯彳 θ 弽 a弨弱 弫 彣彯彳 θ弩 彣彯彳 θ 弽 a 彣彯彳 θ 弫 a
2 弨彣彯彳 弲θ 弫 弱弩,

y弨θ弩 弽 r 彳彩彮 θ 弽 a弨弱 弫 彣彯彳 θ弩 彳彩彮 θ 弽 a 彳彩彮 θ 弫 a
2 彳彩彮 弲θ.

于是 √
x′弨θ弩2 弫 y′弨θ弩2 弽 a

√
弲
√
弱 弫 彣彯彳 θ 弽 弲a

∣∣∣∣彣彯彳 θ弲
∣∣∣∣ .

于是

L 弽

∫ 2π

0

√
x′弨θ弩2 弫 y′弨θ弩2彤θ 弽 弲a

∫ 2π

0

∣∣∣∣彣彯彳 θ弲
∣∣∣∣彤θ 弽 弸a.

形心位于 弨弖x, 弖y弩，则易见 弖y 弽 弰，且

弖x 弽

∫ 2π

0
x弨θ弩

√
x′弨θ弩2 弫 y′弨θ弩2彤θ

L
弽
a2
∫ 2π

0
弨弲 彣彯彳 θ 弫 彣彯彳 弲θ 弫 弱弩

∣∣彣彯彳 θ2 ∣∣彤θ
L

弽
弴a

張
.

所以 γ 形心位于 弨 4a
5 , 弰弩。

不同坐标系下的弧长

在欧氏空间直角坐标系下，

彤l 弽 ‖x′弨t弩‖彤t 弽
√
〈x′弨t弩,x′弨t弩〉彤t 弽

√√√√ m∑
k=1

x′k弨t弩
2彤t 弽

√√√√ m∑
k=1

弨彤xk弩2.
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如果考虑坐标变换 x 弽 ϕ弨u弩，则

彤l 弽 ‖x′弨t弩‖彤t 弽
√
〈x′弨t弩,x′弨t弩〉彤t

弽
√
〈∂ϕ弨u弨t弩弩u′弨t弩, ∂ϕ弨u弨t弩弩u′弨t弩〉彤t

弽

√√√√〈 m∑
i=1

∂x

∂ui
弨u弨t弩弩u′i弨t弩,

m∑
j=1

∂x

∂uj
弨u弨t弩弩u′j弨t弩

〉
彤t

弽

√√√√ m∑
i,j=1

〈
∂x

∂ui
弨u弨t弩弩,

∂x

∂uj
弨u弨t弩弩

〉
彤ui彤uj

弽

√√√√√√√弨彤u1, · · · ,彤um弩

(〈
∂x

∂ui
弨u弨t弩弩,

∂x

∂uj
弨u弨t弩弩

〉)
m×m


彤u1

弮弮弮

彤um


这是一个只与度量弨即内积弩有关而与坐标无关的形式，它适用于各种坐标系

弨u1, . . . , um弩，矩阵 (〈
∂x

∂ui
弨u弩,

∂x

∂uj
弨u弩

〉)
m×m

称为度量矩阵也称为Gram矩阵。特别是当 ∂ϕ弨u弩是正交变换时，度量矩阵为

单位矩阵，从而坐标系 弨u1, . . . , um弩中的微弧长与坐标系 弨x1, . . . , xm弩中的微弧

长相等。

例如对平面极坐标 弨r, θ弩，

∂x

∂r
弽

(
彣彯彳 θ

彳彩彮 θ

)
,

∂x

∂θ
弽

(
−r 彳彩彮 θ
r 彣彯彳 θ

)
,

度量矩阵为 (
弱 弰

弰 r2

)

所以

彤l 弽
√

弨彤r弩2 弫 弨r彤θ弩2.

请对最后这个结果给出直接的几何解释。

习题6.1

弱弮 分别求柱面坐标系和球坐标系下曲线的弧长公式。

弲弮 球面上连接两点的最短曲线是什么？

弳弮 求曲线

z 弽
√
弴− x2 − y2,

弨x− 弱弩2 弫 y2 弽 弱
的长度和形心。
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6.2 二维曲面上的第一型曲面积分

曲面的面积微元

Rm 弨m ≥ 弳弩中的二维曲面 弆的 C1正则参数表示是一个 C1单射

x 强 D → Rm, x弨u1, u2弩 弽


x1弨u1, u2弩

x2弨u1, u2弩
弮弮弮

xm弨u1, u2弩

 , 弨u1, u2弩 ∈ D ⊆ R2

满足 ∂(x1,x2,...,xm)
∂(u1,u2) 是满秩矩阵，也即向量 ∂x

∂u1
和 ∂x

∂u2
是 弆线性无关，它们张成

了曲面 弆在 x处的切空间。

视 ∂x
∂u1

彤u1 和
∂x
∂u2

彤u2 是一对无穷小的切向量，记它们的夹角为 θ，则它们

形成的无穷小平行四边形的面积为

彤σ 弽

∥∥∥∥ ∂x∂u1
彤u1

∥∥∥∥∥∥∥∥ ∂x∂u2
彤u2

∥∥∥∥ 彳彩彮 θ 弽 ∥∥∥∥ ∂x∂u1
彤u1

∥∥∥∥∥∥∥∥ ∂x∂u2
彤u2

∥∥∥∥√弱− 彣彯彳2 θ

弽

√∥∥∥∥ ∂x∂u1
彤u1

∥∥∥∥2 ∥∥∥∥ ∂x∂u2
彤u2

∥∥∥∥2

−
〈
∂x

∂u1
彤u1,

∂x

∂u2
彤u2

〉2

弽

√
彤彥彴

(〈
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

〉)
2×2

彤u1彤u2

弽
√
EG− F 2彤u1彤u2,

其中

E 弽

〈
∂x

∂u1
,
∂x

∂u1

〉
弽

∥∥∥∥ ∂x∂u1

∥∥∥∥ , F 弽

〈
∂x

∂u1
,
∂x

∂u2

〉
, G 弽

〈
∂x

∂u2
,
∂x

∂u2

〉
弽

∥∥∥∥ ∂x∂u2

∥∥∥∥ .
我们称 彤σ 弽

√
EG− F 2彤u1彤u2为曲面 弆的面积微元，定义曲面 弆的面积为

σ弨弆弩 弽

∫
Σ

彤σ 弽

∫
D

√
彤彥彴

(〈
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

〉)
2×2

彤u1彤u2.
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参数变换下的曲面面积微元

如果 u1 弽 u1弨t1, t2弩, u2 弽 u2弨t1, t2弩 弨 弨t1, t2弩 ∈ 弊 弩是正则的参数变换，即它

是 弊到 D的微分同胚，则 彾x弨t1, t2弩 弽 x弨u1弨t1, t2弩, u2弨t1, t2弩弩满足√
彤彥彴

(〈
∂彾x

∂ti
,
∂彾x

∂tj

〉)
2×2

彤t1彤t2

弽

√
彤彥彴

(〈
2∑
k=1

∂x

∂uk

∂uk
∂ti

,
2∑
l=1

∂x

∂ul

∂ul
∂tj

〉)
2×2

彤t1彤t2

弽

√
彤彥彴

(
2∑
k=1

2∑
l=1

∂uk
∂ti

〈
∂x

∂uk
,
∂x

∂ul

〉
∂ul
∂tj

)
2×2

彤t1彤t2

弽

√√√√彤彥彴

(
∂弨u1, u2弩

∂弨t1, t2弩

T (〈
∂x

∂uk
,
∂x

∂ul

〉)
2×2

∂弨u1, u2弩

∂弨t1, t2弩

)
彤t1彤t2

弽

√
彤彥彴

(〈
∂x

∂uk
,
∂x

∂ul

〉)
2×2

∣∣∣∣彤彥彴 ∂弨u1, u2弩

∂弨t1, t2弩

∣∣∣∣ 彤t1彤t2
弽

√
彤彥彴

(〈
∂x

∂uk
,
∂x

∂ul

〉)
2×2

彤u1彤u2,

所以 彤σ与曲面 弆的 C1正则表示选择无关。

例 6.2.1. 设 D ⊂ R2 是一个有界闭区域，f 强 D → R是 C1 函数，求 f 的图像

弆 弽 {弨x, y, f弨x, y弩弩|弨x, y弩 ∈ D}的面积。

解： 曲面 弆的两个切向量

v1 弽


弱

弰

fx弨x, y弩

 , v2 弽


弰

弱

fy弨x, y弩

 ,

因此

E 弽 〈v1,v1〉 弽 弱 弫 弨fx弩
2
, F 弽 〈v1,v2〉 弽 fxfy, G 弽 〈v2,v2〉 弽 弱 弫 弨fy弩

2
,

面积微元

彤σ 弽
√
EG− F 2彤x彤y 弽

√
弱 弫 弨fx弨x, y弩弩

2
弫 弨fy弨x, y弩弩

2
彤x彤y

弽
√
弱 弫 ‖∇f弨x, y弩‖2彤x彤y,

曲面面积为 σ弨弆弩 弽
∫
D

√
弱 弫 ‖∇f弨x, y弩‖2彤x彤y。

根据梯度的定义我们不难知道，‖∇f弨x, y弩‖的大小是曲面 z 弽 f弨x, y弩的切

平面与 xy坐标平面的夹角正切值。

例 6.2.2. 求直角坐标系中函数 y 弽 f弨x弩 弨 a ≤ x ≤ b，f弨x弩 > 弰弩的图像绕 x轴

旋转形成的旋转体的侧面积。



弶弮弲弮 二维曲面上的第一型曲面积分 弱弴弳

解： 曲面参数方程为
x 弽 x,

y 弽 f弨x弩 彣彯彳 θ,

z 弽 f弨x弩 彳彩彮 θ,

a ≤ x ≤ b, 弰 ≤ θ ≤ 弲π.

它的两个切向量

v1 弽


弱

f ′弨x弩 彣彯彳 θ

f ′弨x弩 彳彩彮 θ

 , v2 弽


弰

−f弨x弩 彳彩彮 θ
f弨x弩 彣彯彳 θ

 ,

因此

E 弽 〈v1,v1〉 弽 弱 弫 f ′弨x弩2, F 弽 〈v1,v2〉 弽 弰, G 弽 〈v2,v2〉 弽 f弨x弩2,

面积微元

彤σ 弽
√
EG− F 2彤x彤θ 弽 f弨x弩

√
弱 弫 f ′弨x弩2彤x彤θ,

曲面面积为 σ弨弆弩 弽 弲π
∫

[a,b]
f弨x弩

√
弱 弫 f ′弨x弩2彤x 弽

∫
γ
弲πy彤l。

例 6.2.3. 设 弆为球面 x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2 上纬度 θ介于 θ1, θ2 之间，经度 ϕ介

于 ϕ1, ϕ2之间的部分。求 弆的面积。

解： 曲面参数方程为
x 弽 R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ,

y 弽 R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ,

z 弽 R 彣彯彳 θ,

弰 ≤ θ ≤ θ0, 弰 ≤ ϕ ≤ 弲π.

它的两个切向量

xϕ 弽


−R 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ

R 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ

弰

 , xθ 弽


R 彣彯彳 θ 彣彯彳ϕ

R 彣彯彳 θ 彳彩彮ϕ

−R 彳彩彮 θ

 ,

因此

E 弽 〈xϕ,xϕ〉 弽 R2 彳彩彮2 θ, F 弽 〈xϕ,xθ〉 弽 弰, G 弽 〈xθ,xθ〉 弽 R2,

面积微元

彤σ 弽
√
EG− F 2彤ϕ彤θ 弽 R2 彳彩彮 θ彤ϕ彤θ,

弨你能给这个面积微元的结果一个直接的几何解释吗？弩 于是，曲面面积为

σ弨弆弩 弽

∫ ϕ2

ϕ1

(∫ θ2

θ1

R2 彳彩彮 θ彤ϕ

)
彤θ 弽 R2弨彣彯彳 θ1 − 彣彯彳 θ2弩弨ϕ2 − ϕ1弩.



弱弴弴 彃彈彁彐彔彅归 弶弮 曲线与曲面上函数的积分

曲面上函数的积分

设 弆是一个 C1 正则曲面，x 强 D → Rm 是它的正则参数表示。f 强 弆 → R
是一个连续函数，则记∫

Σ

f彤σ 弽

∫
D

f弨x弩

√
彤彥彴

(〈
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

〉)
2×2

彤u1彤u2

称它为 f 在曲面 弆上的积分。不难证明这个积分的值与曲面 弆的正则参数表示

的选择无关。

利用这个概念我们可以计算给定质量分布弨面密度弩的曲面的质量和质心等

物理问题。

习题6.2

弱弮 设 弆为球面 x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2 上纬度 θ 小于 θ0 的部分。求 弆的形心坐

标。

弲弮 设 γ 为平面曲线，它在极坐标系下的方程为 r 弽 a弨弱 弫 彣彯彳 θ弩 弨 a > 弰 弩。求

γ 绕 x轴旋转所得曲面的面积和形心坐标。

弳弮 求轮胎的表面积和体积。

弴弮 求由圆柱面 x2 弫 y2 弽 弱，y2 弫 z2 弽 弱和 z2 弫 x2 弽 弱围成的有界区域的表

面积。

張弮 求区域 弊 弽 {弨x, y, z弩|弰 ≤ z ≤
√
弴− x2 − y2, 弨x − 弱弩2 弫 y2 ≤ 弱} 的表面

积。

弶弮 求质量均匀分布的球壳 x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2 对不在球壳上的质点m的万有

引力。

強弮 设 γ 是平面上的有界 C1曲线，f 强 γ → R是连续函数。记

弆 弽 {弨x, y, f弨x, y弩弩|弨x, y弩 ∈ γ}.

求 弆的面积。

6.3 Rm 中任意维数曲面上的函数的积分

设 弆是一个 k维的 C1正则曲面，x 强 D → Rm是它的正则参数表示，其中
D ⊆ Rk 是一个区域， ∂x

∂u1
, . . . , ∂x∂uk 是线性无关的切向量。则 弆的弨 k维弩体积微

元为

彤σ 弽

√
彤彥彴

(〈
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

〉)
k×k

彤u1彤u2 · · · 彤uk.



弶弮弳弮 RM 中任意维数曲面上的函数的积分 弱弴張

这个结果在 k 弽 弱和 k 弽 弲时我们都曾经得到过，一般结论留给读者验证。

设 f 强 弆→ R是一个连续函数，则记∫
Σ

f彤σ 弽

∫
D

f弨x弩

√
彤彥彴

(〈
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

〉)
k×k

彤u1彤u2 · · · 彤uk

称它为 f 在曲面 弆上的积分。当 f 弽 弱时，得到曲面 弆的面积
∫

Σ
彤σ。

不难证明上述积分的值与曲面 弆的正则参数表示的选择无关。

例 6.3.1. 设弆为m元函数 f的图像 {弨x1, . . . , xm, f弨x1, . . . , xm弩弩|弨x1, . . . , xm弩 ∈
D}，则

彤σ 弽
√
弱 弫 ‖∇f弨x弩‖2彤x1 · · · 彤xm.

证明. 曲面 弆的m个线性无关切向量分别为

vk 弽 ek 弫
∂f

∂xk
弨x弩em+1, k 弽 弱, 弲, . . . ,m.

其中 e1, e2, . . . , em, em+1是 Rm的标准基。于是

〈vi,vj〉 弽 δi,j 弫
∂f

∂xi
弨x弩

∂f

∂xj
弨x弩, i, j 弽 弱, 弲, . . . ,m.

因此矩阵 弨〈vi,vj〉弩m×m 弽 Im 弫∇f弨x弩∇f弨x弩T。
任取 Rm中与 ∇f弨x弩垂直的向量 v，则(

I 弫∇f弨x弩∇f弨x弩T
)
v 弽 v 弫∇f弨x弩∇f弨x弩Tv 弽 v.

取 ∇f弨x弩的单位向量 u，则(
I 弫∇f弨x弩∇f弨x弩T

)
u 弽 u弫 ‖∇f弨x弩‖2uuTu 弽

(
弱 弫 ‖∇f弨x弩‖2

)
u.

这样就得到矩阵弨〈vi,vj〉弩m×m 的全部特征值： 弱 弨 m − 弱重弩和 弱 弫 ‖∇f弨x弩‖2。
所以

彤σ 弽
√

彤彥彴 弨〈vi,vj〉弩彤x1 · · · 彤xm 弽
√
弱 弫 ‖∇f弨x弩‖2彤x1 · · · 彤xm.

下面我们用这个结果来解决一个具体问题。

例 6.3.2. 求 Rm+1中m维球面 弆 强 x2
1 弫 · · ·弫 x2

m 弫 x2
m+1 弽 R2的表面积。

解： 记 彞x 弽 弨x1, . . . , xm弩T， 弆± 强 xm+1 弽 ±
√
R2 − ‖彞x‖2 弨 ‖彞x‖ ≤ R 弩。则

弆 弽 弆+ ∪ 弆−。

记 f弨彞x弩 弽
√
R2 − ‖彞x‖2，由上面的例子知

彤σ 弽
√
弱 弫 ‖∇f弨彞x弩‖2彤x1彤x2 · · · 彤xm 弽

R√
R2 − ‖彞x‖2

彤x1彤x2 · · · 彤xm.



弱弴弶 彃彈彁彐彔彅归 弶弮 曲线与曲面上函数的积分

所以 ∫
Σ+

彤σ 弽

∫
‖x̂‖≤R

R√
R2 − ‖彞x‖2

彤x1彤x2 · · · 彤xm.

因此

Am弨R弩 弽

∫
Σ+

彤σ 弫

∫
Σ−

彤σ 弽 弲

∫
‖x̂‖≤R

R√
R2 − ‖彞x‖2

彤x1彤x2 · · · 彤xm

弽 弲

∫ R

−R

(∫
‖û‖≤
√
R2−x2

m

R√
R2 − x2

m − ‖彞u‖2
彤x1彤x2 · · · 彤xm−1

)
彤xm

弽 弲

∫ R

0

R√
R2 − x2

m

Am−1弨
√
R2 − x2

m弩彤xm.

已知m维球体的体积

Vm弨R弩 弽 弲

∫ R

0

Vm−1弨
√
R2 − x2

m弩彤xm.

对 R求导得到

V ′m弨R弩 弽 弲

∫ R

0

R√
R2 − x2

m

V ′m−1弨
√
R2 − x2

m弩彤xm.

所以 Am弨R弩与 V ′m弨R弩满足相同的递推关系。

而 V2弨R弩 弽 πR2，V ′2弨R弩 弽 弲πR 弽 A1弨R弩，所以

Am弨R弩 弽 V ′m+1弨R弩 弽
弨m弫 弱弩π

m+1
2

开
(
m+3

2

) Rm.

例 6.3.3. 设 x 弽 ϕ弨u弩是m维有界区域 弊到m维有界区域 弊的微分同胚。则√
彤彥彴

(〈
∂x

∂ui
,
∂x

∂uj

〉)
弽
√
彤彥彴 弨Dϕ弨u弩TDϕ弨u弩弩 弽 |彤彥彴Dϕ弨u弩| ,

因此 彤σ 弽 |彤彥彴Dϕ弨u弩|彤u1 · · · 彤um，这就是重积分时的积分换元公式。所以曲
线曲面上函数的积分是线性空间上 归彩彥彭彡彮彮积分的推广。

习题6.3

弱弮 证明内积空间中 k个向量 v1, . . . ,vk 所生成的平行多面体的体积为√
彤彥彴 弨〈vi,vj〉弩k×k.

弲弮 求质量均匀分布的半径为 R的m维半球壳的质心坐标。



弶弮弴弮 附：行列式与体积 弱弴強

弳弮 设 f 强 Rm → R是 C1函数，满足对某个 t0 ∈ R，

弊弨t0弩 弽 {x ∈ Rm|f弨x弩 ≤ t0}

是一个有界闭区域，且对任意 x ∈ ∂弊弨t0弩，∇f弨x弩 6弽 0。证明

弨彡弩 对 t0 的某个邻域里的任意 t，弊弨t弩 都是有界闭区域，且对任意 x ∈
∂弊弨t弩，∇f弨x弩 6弽 0。

弨形弩 记 V 弨t弩为 弊弨t弩的体积，则

彤V 弨t弩

彤t
弽

∫
∂Ω(t)

弱

‖∇f弨x弩‖
彤σ.

弨彣弩 考虑 f弨x, y, z弩 弽 弨
√
x2 弫 y2−R弩2 弫 z2。求 弊弨r2弩的体积以及 ∂弊弨r2弩

的表面积，其中 弰 < r < R。

6.4 附：行列式与体积

对 Rm 中的 k个向量 v1, . . . ,vk，记

开弨v1, . . . ,vk弩 弽 弨〈vi,vj〉弩k×k 弽


〈v1,v1〉 〈v1,v2〉 · · · 〈v1,vk〉
〈v2,v1〉 〈v2,v2〉 · · · 〈v2,vk〉

弮弮弮
弮弮弮

弮 弮 弮
弮弮弮

〈vk,v1〉 〈vk,v2〉 · · · 〈vk,vk〉


为 v1, . . . ,vk 的度量矩阵或者 Gram矩阵，称它的行列式为 Gram行列式。

定理 6.4.1.
√
彤彥彴 开弨v1, . . . ,vk弩是由 v1, . . . ,vk张成的平行多面体的 k维体积。

证明. 对 k做数学归纳法。

当 k 弽 弱时，
√
开弨v1弩 弽

√
〈v1,v1〉 弽 ‖v1‖，结论成立。

假设 k时结论成立。

设

vk+1 弽 λ1v1 弫 · · ·弫 λkvk 弫 v⊥k+1,

其中 v⊥k+1与 v1, . . . ,vk 中每个向量都正交。取

C 弽

(
I −a
弰 弱

)
, a 弽


λ1

弮弮弮

λk

 ,



弱弴弸 彃彈彁彐彔彅归 弶弮 曲线与曲面上函数的积分

则

CT


〈v1,v1〉 · · · 〈v1,vk〉 〈v1,vk+1〉

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮
弮弮弮

〈vk,v1〉 · · · 〈vk,vk〉 〈vk,vk+1〉
〈vk+1,v1〉 · · · 〈vk+1,vk〉 〈vk+1,vk+1〉

C

弽


〈v1,v1〉 · · · 〈v1,vk〉 弰

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮
弮弮弮

〈vk,v1〉 · · · 〈vk,vk〉 弰

弰 · · · 弰 〈v⊥k+1,v
⊥
k+1〉


所以 √

彤彥彴 开弨v1, . . . ,vk+1弩 弽
√
彤彥彴 开弨v1, . . . ,vk弩‖v⊥k+1‖.

根据归纳假设，
√
彤彥彴 开弨v1, . . . ,vk弩 是由 v1, . . . ,vk 张成的平行多面体 Pk 的 k

维体积，而 ‖v⊥k+1‖是以 Pk 为底面时的平行多面体Pk+1的高，所以√
彤彥彴 开弨v1, . . . ,vk+1弩

是由 v1, . . . ,vk+1张成的平行多面体 Pk+1的 k 弫 弱维体积。

推论 6.4.2. 设 A是可逆方阵。则 |彤彥彴A|是 A的所有列向量 v1, . . . ,vm张成的

平行多面体的m维体积。

证明. 因为

ATA 弽 开弨v1, . . . ,vm弩,

所以

|彤彥彴A| 弽
√
弨彤彥彴A弩2 弽

√
彤彥彴弨AT 弩 彤彥彴A 弽

√
彤彥彴弨ATA弩 弽

√
彤彥彴 开弨v1, . . . ,vm弩.

定义 6.4.3. 称 Rm 的一组基底向量 v1, . . . ,vm 是正向的弨相应地，负向的弩，如

果依次以 v1, . . . ,vm 为列向量的矩阵 A 满足 彤彥彴A > 弰 弨相应地，彤彥彴A < 弰弩。

称 彤彥彴A为依次以 v1, . . . ,vm为棱的平行多面体的有向体积。



弶弮張弮 习题讨论课7 弱弴弹

6.5 习题讨论课7

弱弮 设 γ 是平面中一条轴对称的简单封闭曲线，D 是 γ 所围成的平面有界区

域，弆是 γ 绕旋转轴旋转一周形成的曲面， 弊是 弆所围成的空间有界区

域。试讨论曲线 γ、区域 D、曲面 弆、区域 弊的形心坐标的关系。



弱張弰 彃彈彁彐彔彅归 弶弮 曲线与曲面上函数的积分



第 7章 向量场的微积分

7.1 第二型曲线积分

例 7.1.1 弨变力做功). 考虑一个力对一个运动质点所做的功，质点的运动由一

个路径 x 强 彛a, b彝 → Rm 来刻画，这时 t ∈ 彛a, b彝是时间，x弨t弩是质点在时刻 t所

在的位置。

F 强 Rm → Rm是一个力场，它在空间Rm的每个点 x处给出一个力F弨x弩 ∈
Rm。力是向量，所以我们也称 F是一个向量场。为了区别位置和向量，我们

分别使用了 Rm 和Rm。

力场 F对质点做的功为

W 弽

∫ b

a

〈F弨x弩,x′弨t弩〉彤t.

这称为向量场 F沿路径 x弨t弩的积分。

例 7.1.2 弨流速场环量). 如果 γ 是 Rm 中一条 C1 曲线，T 强 γ → Rm 是 γ 的一

个连续单位切向量场，则称 ∫
γ

〈F弨x弩,T弨x弩〉彤l

为向量场 F沿曲线 γ 的单位切向量场 T的环量。

弱張弱
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当 x 强 彛a, b彝→ Rm是 γ的一个C1正则参数表示，且 T弨x弨t弩弩 弽 x′(t)
‖x′(t)‖ 时，∫

γ

〈F弨x弩,T弨x弩〉彤l 弽
∫

[a,b]

〈F弨x弨t弩弩,T弨x弨t弩弩〉‖x′弨t弩‖彤t 弽
∫ b

a

〈F弨x弩,x′弨t弩〉彤t.

如果取 F弨x弩 弽 f弨x弩T弨x弩，则∫
γ

〈F弨x弩,T弨x弩〉彤l 弽
∫
γ

f弨x弩彤l,

所以函数 f弨x弩 沿曲线 γ 的第一型曲线积分可以转化为向量场 f弨x弩T 沿曲线 γ

的第二型曲线积分。

例 7.1.3 弨平面流速场通量). 如果 γ是平面上一条C1的简单封闭曲线，n 强 γ →
R2是 γ 的单位法向量场，我们称∫

γ

〈F,n〉彤l 弽
∫
γ

〈F弨x弩,n弨x弩〉彤l

为向量场 F沿曲线 γ 的法方向 n的通量。

当 x 强 彛a, b彝 → R2 是 γ 的一个 C1 正则参数表示，且 T弨x弨t弩弩 弽 x′(t)
‖x′(t)‖ 满

足 k× n 弽 T 弨这里 k是平面的单位法向量场，k× n 弽 T意味着 n逆时针旋转

弹弰◦得到 T 弩时，∫
γ

〈F,n〉彤l 弽
∫ b

a

〈F弨x弨t弩弩,T弨x弨t弩弩× k〉‖x′弨t弩‖彤t 弽
∫ b

a

〈k× F弨x弨t弩弩,x′弨t弩〉彤t.

定义 7.1.4. 向量场 F 强 Rm → Rm 沿分段C1 的连续路径 x 强 彛a, b彝 → Rm 的积
分为 ∫ b

a

〈F弨x弨t弩弩,x′弨t弩〉彤t.
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与路径定向的关系

上述积分与曲线的同向正则参数表示的选择无关。设可微函数 t 强 彛α, β彝 →
彛a, b彝满足 t弨α弩 弽 a，t弨β弩 弽 b，彾x弨s弩 弽 x弨t弨s弩弩，则∫ β

α

〈F弨彾x弨s弩弩, 彾x′弨s弩〉彤s 弽
∫ β

α

〈F弨x弨t弨s弩弩弩,x′弨t弨s弩弩t′弨s弩〉彤s 弽
∫ b

a

〈F弨x弨t弩弩,x′弨t弩〉彤t.

另外，易见对曲线的反向参数参数表示，即可微函数 t 强 彛α, β彝 → 彛a, b彝 满足

t弨α弩 弽 b，t弨β弩 弽 a，彾x弨s弩 弽 x弨t弨s弩弩，则积分结果为相反数，∫ β

α

〈F弨彾x弨s弩弩, 彾x′弨s弩〉彤s 弽 −
∫ b

a

〈F弨x弨t弩弩,x′弨t弩〉彤t.

另外，需要特别指出的是这里并未要求 t弨s弩是单调函数。这也是沿路径积分与

沿曲线积分的不同。

一阶微分形式

在直角坐标系中， F 弽 弨F1, . . . , Fm弩T，x 弽 弨x1, . . . , xm弩T，则∫ b

a

〈F弨x弨t弩弩,x′弨t弩〉彤t 弽
∫ b

a

F1弨x弨t弩弩彤x1弨t弩 弫 · · ·弫 Fm弨x弨t弩弩彤xm弨t弩.

称

ω 弽 F1弨x弩彤x1 弫 · · ·弫 Fm弨x弩彤xm

为一个一阶微分形式。

一个一阶微分形式 ω是空间中的一个线性函数场，对空间中的切向量场G，

设其坐标为 弨G1弨x弩, . . . , Gm弨x弩弩T，则 彤xk弨G弩 弽 Gk弨x弩，因此

ω弨G弩弨x弩 弽 F1弨x弩G1弨x弩 弫 · · ·弫 Fm弨x弩Gm弨x弩.

对一条 C1曲线 γ 强 x弨t弩 弽 弨x1弨t弩, . . . , xm弨t弩弩T，其速度向量场

x′弨t弩 弽 弨x′1弨t弩, . . . , x
′
m弨t弩弩T

是曲线的一个切向量场，

ω弨γ弩 弽 F1弨x弨t弩弩x
′
1弨t弩 弫 · · ·弫 Fm弨x弨t弩弩x′m弨t弩.

从而∫
γ

ω 弽

∫
γ

F1彤x1 弫 · · ·弫 Fm彤xm 弽

∫ b

a

F1弨x弨t弩弩x
′
1弨t弩 弫 · · ·弫 Fm弨x弨t弩弩x′m弨t弩彤t.

定理 7.1.5. 1.
∫
γ
〈F,T〉彤l和

∫
γ
ω关于向量场 F和一阶微分形式 ω都是线性

的。 ∫
γ

〈αF1 弫 βF2,T〉彤l 弽 α

∫
γ

〈F1,T〉彤l 弫 β

∫
γ

〈F2,T〉彤l,∫
γ

αω1 弫 βω2 弽 α

∫
γ

ω1 弫 β

∫
γ

ω2.
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2. 如果 γ1 和 γ2 是收尾相连的两个分段C1 的连续路径(即 γ1 的终点就是 γ2

的起点)，则 ∫
γ1+γ2

〈F,T〉彤l 弽
∫
γ1

〈F,T〉彤l 弫
∫
γ2

〈F,T〉彤l,∫
γ1+γ2

ω 弽

∫
γ1

ω 弫

∫
γ2

ω,

其中 γ1 弫 γ2 是连接 γ1 和 γ2 而成的分段 C1 的连续路径。

例 7.1.6. 设平面简单封闭曲线 γ在极坐标系下的方程为 r 弽 r弨θ弩 弨弰 ≤ θ ≤ 弲π弩，

r弨弲π弩 弽 r弨弰弩。证明 ∫
γ

x彤y 弽 −
∫
γ

y彤x 弽
弱

弲

∫
γ

−y彤x弫 x彤y

且积分值为 γ 所围的有界区域 D的面积。

证明. ∫
γ

y彤x弫 x彤y 弽

∫ 2π

0

彤弨x弨θ弩y弨θ弩弩 弽 x弨弲π弩y弨弲π弩− x弨弰弩y弨弰弩 弽 弰.

所以
∫
γ
x彤y 弽 −

∫
γ
y彤x。另一方面，

弱

弲

∫
γ

−y彤x弫 x彤y 弽
弱

弲

∫ 2π

0

−r弨θ弩 彳彩彮 θ彤弨r弨θ弩 彣彯彳 θ弩 弫 r弨θ弩 彣彯彳 θ彤弨r弨θ弩 彳彩彮 θ弩

弽
弱

弲

∫ 2π

0

r弨θ弩2彤θ 弽

∫ 2π

0

∫ r(θ)

0

ρ彤ρ彤θ

弽

∫
D

ρ彤ρ彤θ 弽

∫
D

彤x彤y,

所以
∫
γ
x彤y 弽 −

∫
γ
y彤x 弽 1

2

∫
γ
−y彤x弫 x彤y且为由曲线 γ 区域 D的面积。

例 7.1.7. 求
∫
γ
z彤x弫 x彤y 弫 y彤z，其中 γ 为曲线x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2,

x弫 y 弫 z 弽 弰

按右手法则绕 z轴正半轴旋转一周。

解： 把 z 弽 −弨x弫 y弩代入 x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2后，配方整理得到(
x弫

y

弲

)2

弫
弳y2

弴
弽
R2

弲
.

所以 γ 在坐标平面 z 弽 弰中的投影是一个绕原点逆时针旋转的椭圆。因为积分

与路径参数表达无关，所以令 y 弽 R sin θ√
2

√
4
3，x弫 y

2 弽 R cos θ√
2
，弰 ≤ θ ≤ 弲π，得
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到参数方程 
x 弽 R√

2
彣彯彳 θ − R√

6
彳彩彮 θ,

y 弽 2R√
6
彳彩彮 θ,

z 弽 − R√
2
彣彯彳 θ − R√

6
彳彩彮 θ,

, 弰 ≤ θ ≤ 弲π,

参数 θ增加的方向与 γ 绕 z轴旋转的方向一致。于是

z彤x弫 x彤y 弫 y彤z

弽弨−x− y弩彤x弫 x彤y 弫 y彤弨−x− y弩 弽 弨−x− 弲y弩彤x弫 弨x− y弩彤y

弽

(
− R√

弲
彣彯彳 θ − 弳R√

弶
彳彩彮 θ

)
彤

(
R√
弲
彣彯彳 θ − R√

弶
彳彩彮 θ

)
弫

(
R√
弲
彣彯彳 θ − 弳R√

弶
彳彩彮 θ

)
彤
弲R√
弶
彳彩彮 θ

弽

√
弳R2

弲
彤θ

所以 ∫
γ

z彤x弫 x彤y 弫 y彤z 弽

∫ 2π

0

√
弳R2

弲
彤θ 弽

√
弳πR2.

另解： 曲线 γ 可以表示为

z 弽 −x− y,x2 弫 y2 弫 弨−x− y弩2 弽 弲x2 弫 弲xy 弫 弲y2 弽 R2.

沿 γ，

z彤x弫 x彤y 弫 y彤z 弽 弨−x− y弩彤x弫 x彤y 弫 y彤弨−x− y弩

弽 彤

(
−x

2

弲
− y2

弲
弫 xy

)
− 弳y彤x,

因为 γ 是闭曲线，所以
∫
γ
彤
(
−x

2

2 −
y2

2 弫 xy
)
弽 弰，因此∫

γ

z彤x弫 x彤y 弫 y彤z 弽

∫
γ

−弳y彤x 弽

∫
Γ

−弳y彤x,

这里 开是 γ 在 xy坐标平面中的投影曲线 x2 弫 xy 弫 y2 弽 R2

2 。

根据上一例题的结论，
∫

Γ
−y彤x是平面曲线开所围有界区域D 弽 {弨x, y弩|x2弫

xy 弫 y2 ≤ R2

2 }的面积，所以

弳

∫
Γ

−y彤x 弽 弳

∫∫
x2+xy+y2≤R2

2

彤x彤y 弽

∫ √ 2
3R

√
− 2

3R

∫ −x+
√

2R2−3x2

2

−x−
√

2R2−3x2

2

彤y彤x 弽
√
弳πR2.

习题7.1
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弱弮 在 C1坐标变换 y 弽 弈弨x弩下，路径 γ 变为

彾γ 强 y弨t弩 弽 弈弨x弨t弩弩,

向量场 F弨x弩变为

∂弈弨x弩F弨x弩 弽 ∂弈弨弈−1弨y弩弩F弨弈−1弨y弩弩 弽 彾F弨y弩,

试讨论
∫
γ̃
〈彾F, 彾T〉y彤l与

∫
γ
〈F,T〉x彤l的关系。

7.2 有势场、保守场和无旋向量场

函数 f 的微分

彤f 弽
∂f

∂x1
弨x弩彤x1 弫 · · ·弫

∂f

∂xm
弨x弩彤xm

是一个一阶微分形式，它沿任何路径 γ 的积分∫
γ

彤f 弽

∫ b

a

∂f

∂x1
弨x弨t弩弩x′1弨t弩 弫 · · ·弫

∂f

∂xm
弨x弨t弩弩x′m弨t弩彤t 弽

∫ b

a

彤

彤t
f弨x弨t弩弩彤t

弽 f弨x弨b弩弩− f弨x弨a弩弩.

此时，积分结果只与路径的起点和终点有关，与路径选择无关。

定义 7.2.1. 称一阶微分形式 ω 是一个全微分，如果存在 C1 函数 f 使得 ω 弽

彤f，此时称 f 为 ω的一个原函数。

称一个向量场 F为有势场，如果存在 C1 函数 f 使得 F 弽 ∇f，此时称 f

为 F的一个势函数。

称一个向量场 F为保守场，如果对任何路径 γ，积分
∫
γ
〈F,T〉彤l的值都只

与 γ 的起点和终点有关，而与 γ 无关。

定理 7.2.2 弨微积分基本定理). 对任何 C1 函数 f 强 U → R 以及任意 C1 路径

γ ⊂ U， ∫
γ

彤f 弽

∫
γ

〈∇f,T〉彤l 弽 f弨B弩− f弨A弩,

其中 A,B分别是路径 γ的起点和终点，T是 γ的单位切向量场。所以梯度向量

场(也就是有势场)都是保守场。

如果 γ 是一条封闭曲线，则
∫
γ
彤f 弽

∫
γ
〈∇f,T〉彤l 弽 弰。

例 7.2.3. 力场 F弨x弩 弽
−x
‖x‖3

是 Rm\{0}中的一个有势场。求它的一个势函数，

以及 F对沿路径 γ 运动的单位质量的质点所做的功。
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解：

F1弨x弩彤x1 弫 · · ·弫 Fm弨x弩彤xm 弽 −
m∑
k=1

xk彤xk
‖x‖3

弽 −
彤
(
‖x‖2

)
弲‖x‖3

弽 彤
弱√
‖x‖2

,

所以

F弨x弩 弽 ∇
(

弱

‖x‖

)
.

所以 1
‖x‖ 是 F的一个势函数。于是∫

γ

〈F,T〉彤l 弽 弱

‖B‖
− 弱

‖A‖
,

其中 A,B分别是 γ的起点和终点。有势力场对运动质点做的功等于质点势能的

该变量。

例 7.2.4. 求
∫
γ
弨彥y弫彳彩彮x弩彤x弫弨x彥y−彣彯彳 y弩彤y，其中 γ是沿圆弧 弨x−π弩2弫y2 弽 π2

从 弨弰, 弰弩逆时针到 弨π, π弩。

解： 采用分组凑微分的办法，

弨彥y 弫 彳彩彮x弩彤x弫 弨x彥y − 彣彯彳 y弩彤y 弽 彥y彤x弫 x彤彥y − 彤 彣彯彳x− 彤 彳彩彮 y

弽 彤弨x彥y − 彣彯彳x− 彳彩彮 y弩,

这是全微分，所以积分与路径无关，因此利用原函数 x彥y − 彣彯彳x− 彳彩彮 y直接求

得 ∫
γ

弨彥y 弫 彳彩彮x弩彤x弫 弨x彥y − 彣彯彳 y弩彤y 弽
(
x彥y − 彣彯彳x− 彳彩彮 y

)∣∣(π,π)

(0,0)

弽 π彥π 弫 弱− 弨−弱弩 弽 弲 弫 π彥π.

例 7.2.5. 求
∫
γ
弨x2 − yz弩彤x 弫 弨y2 − zx弩彤y 弫 弨z2 − xy弩彤z，其中 γ 是螺旋线

x 弽 a 彣彯彳 t, y 弽 a 彳彩彮 t, z 弽 bt 弨 弰 ≤ t ≤ 弲π 弩。

解： 观察知 x3+y3+z3

3 − xyz是原函数，∫
γ

弨x2 − yz弩彤x弫 弨y2 − zx弩彤y 弫 弨z2 − xy弩彤z

弽

(
x3 弫 y3 弫 z3

弳
− xyz

)∣∣∣∣(a,0,2πb)
(a,0,0)

弽
弸π3b3

弳
.

例 7.2.6. 求
∫
γ

xdx+ydy√
x2+y2−1

，其中 γ是连接 弨弲, 弰弩到 弨弰, 弳弩一条 C1路径，且中途

不与 x2 弫 y2 弽 弱相交。
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解： 观察知
√
x2 弫 y2 − 弱是原函数，∫

γ

x彤x弫 y彤y√
x2 弫 y2 − 弱

弽
√
弰3 弫 弳2 − 弱−

√
弲2 弫 弰2 − 弱 弽 弲

√
弲−
√
弳.

定理 7.2.7. 开区域中的连续的保守场都是有势场。

证明. 设向量场 F 强 U → Rm 是开区域 U ⊆ Rm 中的一个连续的保守场。因为
开区域是道路连通集，所以任取 A0, A ∈ U，存在 C1 曲线 γ 使得 x 强 彛a, b彝→ U

使得 x弨弰弩 弽 A0，x弨b弩 弽 A，令

f弨A弩 弽

∫
γ

〈F,T〉彤l 弽
∫ b

a

〈F弨x弨t弩弩,x′弨t弩〉彤t.

因为 F是保守场，所以 f弨A弩完全由 A0, A ∈ U 确定，与 γ 的选择无关。

取 δ0 > 弰使得以 A为中心 δ0为半径的开球 B弨A, δ0弩 ⊂ U。考虑分段 C1的

连续曲线 彾γ ：

y弨t弩 弽

x弨t弩, a ≤ t ≤ b弻

A弫 弨t− b弩ek. b ≤ t ≤ b弫 δ0.

由上述唯一性知

f弨A弫 弨s− b弩ek弩 弽
∫
γ̃

〈F,T〉彤l

弽 f弨A弩 弫

∫ s

b

〈F弨y弨t弩弩,y′弨t弩〉彤t

弽 f弨A弩 弫

∫ s

b

〈F弨A弫 弨t− b弩ek弩, ek〉彤t

弽 f弨A弩 弫

∫ s

b

Fk弨A弫 弨t− b弩ek弩彤t.

从而
∂f

∂xk
弨A弩 弽

彤

彤s
f弨A弫 弨s− b弩ek弩

∣∣∣∣
s=b

弽 Fk弨x弨b弩弩 弽 Fk弨A弩,

所以 f 强 U → R是 C1函数，且∇f 弽 F。从而 F是有势场。

推论 7.2.8. 若 C1 向量场 F 强 U → Rm 是一个有势场，则

∂Fi
∂xj

弽
∂Fj
∂xi

, 弱 ≤ i < j ≤ m.

满足后面这个条件的向量场称为无旋向量场。所以有势场都是无旋向量场。

证明. 设 f 是 F的势函数，则 f 是 C2 函数，且 ∂f
∂xi

弽 Fi，从而

∂Fi
∂xj

弽
∂2f

∂xj∂xi
弽

∂2f

∂xi∂xj
弽
∂Fj
∂xi

, 弱 ≤ i < j ≤ m.

因此 F是无旋向量场。
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但无旋向量场未必都是有势场，请看：

例 7.2.9. 考虑向量场

F弨x, y弩 弽

(
−y

x2 弫 y2
,

x

x2 弫 y2

)
,

以及路径

γk 强 弨x弨θ弩, y弨θ弩弩 弽 弨彣彯彳 θ, 彳彩彮 θ弩, 弰 ≤ θ ≤ 弲kπ.

则 γk 是闭路径，而∫
γk

〈F,T〉彤l 弽
∫ 2kπ

0

−y弨θ弩
x2弨θ弩 弫 y2弨θ弩

x′弨θ弩 弫
x弨θ弩

x2弨θ弩 弫 y2弨θ弩
y′弨θ弩彤θ 弽 弲kπ 6弽 弰,

所以 F不是保守场，因而也不是有势场。

另一方面，

∂

∂y

(
−y

x2 弫 y2

)
弽

y2 − x2

弨x2 弫 y2弩2
弽

∂

∂x

(
x

x2 弫 y2

)
,

所以 F是无旋向量场。

虽然

∇
(
彡彲彣彴彡彮

y

x

)
弽

(
−y

x2 弫 y2
,

x

x2 弫 y2

)
弽 ∇

(
− 彡彲彣彴彡彮

x

y

)
,

但是 彡彲彣彴彡彮 y
x 只在 x 6弽 弰时有定义， − 彡彲彣彴彡彮 x

y 只在 y 6弽 弰时有定义。所以 F

在 x > 弰的半平面和 x < 弰的半平面以及 y > 弰的半平面和 y < 弰的半平面中有

势函数，甚至

f弨x, y弩 弽


彡彲彣彴彡彮 y

x , x > 弰弻

π
2 , x 弽 弰, y > 弰弻

π 弫 彡彲彣彴彡彮 y
x , x < 弰

是 F在 R2\{弨弰, y弩|y ≤ 弰}中的势函数，但 F在 R2\{弨弰, 弰弩}中没有势函数。
另外，我们也可以考虑极坐标。如果 γ 的极坐标形式为 r 弽 r弨t弩, θ 弽 θ弨t弩，

则

−y
x2 弫 y2

彤x弫
x

x2 弫 y2
彤y 弽

− 彳彩彮 θ弨t弩

r弨t弩
彤弨r弨t弩 彣彯彳 θ弨t弩弩 弫

彣彯彳 θ弨t弩

r弨t弩
彤弨r弨t弩 彳彩彮 θ弨t弩弩

弽 dθ弨t弩,

所以 ∫
γ

−y
x2 弫 y2

彤x弫
x

x2 弫 y2
彤y 弽 θ弨b弩− θ弨a弩,

即曲线 γ 绕原点旋转的角度弨以逆时针方向为正弩。

注 7.2.10. 在复平面 C中，z 弽 x弫 彩y，于是

彤z

z
弽

彤x弫 彩彤y

x弫 彩y
弽

弨x− 彩y弩弨彤x弫 彩彤y弩

x2 弫 y2
弽 彤 彬彮

√
x2 弫 y2 弫 彩

−y彤x弫 x彤y

x2 弫 y2
.
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例 7.2.11. 上例中向量场 F对应的一阶微分形式

ω 弽
−y

x2 弫 y2
彤x弫

x

x2 弫 y2
彤y,

也可以看成是 R3中关于 x, y, z的一个一阶微分形式。这时只要 γ是一条不经过

z轴的曲线 γ，则 ∫
γ

−y
x2 弫 y2

彤x弫
x

x2 弫 y2
彤y

就是曲线绕z轴旋转的角度弨以 xy平面逆时针旋转方向为正弩。

R3中的向量场

F弨x, y, z弩 弽

(
−y

x2 弫 y2
弫

z

z2 弫 x2
,

x

x2 弫 y2
弫

−z
y2 弫 z2

,
−x

z2 弫 x2
弫

y

y2 弫 z2

)
是一个无旋向量场。

例 7.2.12. 沿上半椭圆 x2

a2 弫 y2

b2 弽 弱 弨 y ≥ 弰 弩从 A弨a, 弰弩到 B弨−a, 弰弩计算∫
γ

弨弱 弫 y彥x弩彤x弫 弨x弫 彥x弩彤y.

解：

弨弱 弫 y彥x弩彤x弫 弨x弫 彥x弩彤y 弽 x彤y 弫 彤弨x弫 y彥x弩,∫
γ

彤弨x弫 y彥x弩 弽 弨x弫 y彥x弩|BA 弽 −弲a,

取 x 弽 a 彣彯彳 θ, y 弽 b 彳彩彮 θ弨弰 ≤ θ ≤ π弩，所以∫
γ

x彤y 弽

∫ π

0

a 彣彯彳 θ彤b 彳彩彮 θ 弽 ab

∫ π

0

彣彯彳2 θ彤θ 弽
π

弲
ab,

因此 ∫
γ

弨弱 弫 y彥x弩彤x弫 弨x弫 彥x弩彤y 弽
π

弲
ab− 弲a.

7.3 平面向量场的旋度与散度，Green公式

定义 7.3.1. 对平面 C1向量场

F弨x, y弩 弽

(
X弨x, y弩

Y 弨x, y弩

)
,



強弮弳弮 平面向量场的旋度与散度，彇归彅彅彎公式 弱弶弱

记

彲彯彴 F 弽
∂Y

∂x
− ∂X

∂y
,

彤彩彶 F 弽
∂X

∂x
弫
∂Y

∂y
弽 彴彲

∂弨X,Y 弩

∂弨x, y弩
,

分别称它们为 彆的旋度和散度。

旋度为零的向量场称为无旋向量场，散度为零的向量场称为无源向量场。

例 7.3.2. 设

FA弨x, y弩 弽 A

(
x

y

)
弽

(
a11x弫 a12y

a21x弫 a22y

)
.

则

彲彯彴 FA 弽 a21 − a12,

彤彩彶 FA 弽 彴彲A 弽 a11 弫 a22.

因此，FA是无旋向量场当且仅当A是对称阵，FA是无源向量场当且仅当A的

迹为零。

对任何二阶矩阵A，

A 弽 As 弫Aa, As 弽
A弫AT

弲
, Aa 弽

A−AT

弲
.

As 是对称阵对应无旋向量场 FAs，As 有一对彼此正交的特征方向，它们限制

了向量场FAs 的积分曲线绕原点旋转；Aa是反对称阵，对角线为零，是无源向

量场 FAa，FAa 的积分曲线是以原点为中心的圆周，这些圆周使向量场的积分

曲线无法穿进或穿出。

FA 弽 FAs 弫 FAa，并且

彲彯彴 FA 弽 彲彯彴 FAa , 彤彩彶 FA 弽 彤彩彶 FAs .

定理 7.3.3 弨Green公式). 对平面 C1 向量场

F弨x, y弩 弽

(
X弨x, y弩

Y 弨x, y弩

)
,

和平面区域 弊，∫
∂Ω

X弨x, y弩彤x弫 Y 弨x, y弩彤y 弽

∫
Ω

(
∂Y 弨x, y弩

∂x
− ∂X弨x, y弩

∂y

)
彤x彤y,
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写成向量场形式∫
∂Ω

〈F,T〉彤l 弽
∫

Ω

彲彯彴 F 彤x彤y, 沿区域边界的环量等于区域内部旋度的积分∫
∂Ω

〈F,n〉彤l 弽
∫

Ω

彤彩彶 F 彤x彤y, 沿区域边界的通量等于区域内部散度的积分.

其中 ∂弊 为区域 弊 的边界，其定向为按区域外法向的左手法则，即当你沿 ∂弊

前进时区域总位于你的左侧。

证明. 我们先证明 ∫
∂Ω

X弨x, y弩彤x 弽

∫
Ω

(
−∂X弨x, y弩

∂y

)
彤x彤y.

考虑形如

D 弽 {弨x, y弩|a ≤ x ≤ b, f弨x弩 ≤ y ≤ g弨x弩}

的平面区域。∫
∂D

X弨x, y弩彤x 弽

∫
a≤x≤b,y=f(x)

X弨x, y弩彤x弫

∫
x=b,f(b)≤y≤g(b)

X弨x, y弩彤x

−
∫
a≤x≤b,y=g(x)

X弨x, y弩彤x−
∫
x=a,f(a)≤y≤g(a)

X弨x, y弩彤x

弽

∫ b

a

X弨x, f弨x弩弩彤x−
∫ b

a

X弨x, g弨x弩弩彤x

弽 −
∫ b

a

X弨x, g弨x弩弩−X弨x, f弨x弩弩彤x

弽 −
∫ b

a

∫ g(x)

f(x)

∂X弨x, y弩

∂y
彤y彤x

弽 −
∫
D

∂X弨x, y弩

∂y
彤x彤y.

把 弊分解为有限多个形如D的区域的并，于是∫
∂Ω

X弨x, y弩彤x 弽

∫
Ω

(
−∂X弨x, y弩

∂y

)
彤x彤y.

类似可证 ∫
∂Ω

Y 弨x, y弩彤y 弽

∫
Ω

∂Y 弨x, y弩

∂x
彤x彤y.

因此 ∫
∂Ω

X弨x, y弩彤x弫 Y 弨x, y弩彤y 弽

∫
Ω

(
∂Y 弨x, y弩

∂x
− ∂X弨x, y弩

∂y

)
彤x彤y.

于是 ∫
∂Ω

−Y 弨x, y弩彤x弫X弨x, y弩彤y 弽

∫
Ω

(
∂X弨x, y弩

∂x
弫
∂Y 弨x, y弩

∂y

)
彤x彤y.

上述两式的向量场形式即为旋度公式和散度公式。
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对一阶微分形式

ω 弽 X弨x, y弩彤x弫 Y 弨x, y弩彤y,

记

彤ω 弽

(
∂Y 弨x, y弩

∂x
− ∂X弨x, y弩

∂y

)
彤x ∧ 彤y.

因此 彇彲彥彥彮公式可以写成 ∫
∂Ω

ω 弽

∫
Ω

彤ω.

定义 7.3.4. 称集合 A ⊂ Rm 是单连通的，如果 A中任何闭曲线都可以在 A中

连续变形为一个点。

例 7.3.5. 平面上的圆盘是单连通的，圆环、圆周不是单连通的；球面是单连通

的，地幔是单连通的，圆柱面不是单连通的，轮胎面不是单连通的。

推论 7.3.6. 如果 弊是平面上的单连通区域，则 弊上的任何无旋的 C1向量场都

是保守场。

证明. 设 弨X,Y 弩T 是 弊上的一个无旋的 C1向量场。为证它是保守场，只需证明

它沿任何闭曲线 γ 积分为零。不妨设 γ 是简单闭曲线。

取 D为由 γ 围城的区域，则 D ⊂ 弊。因为 弊单连通，所以 ∂D 弽 γ，从而∫
γ

X彤x弫 Y 彤y 弽

∫
D

彲彯彴弨X,Y 弩T彤σ 弽 弰.

所以 弨X,Y 弩T 是 弊上保守向量场。

例 7.3.7. 求由曲线 |x|p 弫 |y|p 弽 弱 弨 p > 弰 弩围成的有界区域 弊的面积弮

解： 记 γ1 强 xp 弫 yp 弽 弱弨x, y ≥ 弰弩，γ1 强 弨−x弩p 弫 yp 弽 弱弨x ≤ 弰 ≤ y弩，γ3 强

弨−x弩p 弫 弨−y弩p 弽 弱弨x, y < 弰弩，γ4 强 xp 弫 弨−y弩p 弽 弱弨y ≤ 弰 ≤ x弩。于是 ∂弊 弽

γ1 弫 γ2 弫 γ3 弫 γ4。

对 γ1，设 x 弽 弨彣彯彳 θ弩
2
p，y 弽 弨彳彩彮 θ弩

2
p。则

弱

弲

∫
γ1

−y彤x弫 x彤y 弽
弱

p

∫ π
2

0

弨彳彩彮 θ弩
2
p−1弨彣彯彳 θ弩

2
p−1彤θ

弽
弱

弲p

∫ π
2

0

弨彳彩彮 θ弩
2
p−2弨彣彯彳 θ弩

2
p−2彤 彳彩彮2 θ

弽
弱

弲p

∫ 1

0

t
1
p−1弨弱− t弩

1
p−1彤t

弽
弱

弲p
B

(
弱

p
,
弱

p

)
弽

弱

弲p

开
(

1
p

)2

开
(

2
p

) .
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对 γ2，考虑 弈弨u, v弩 弽 弨−v, u弩 弽 弨x, y弩，则 弈弨γ1弩 弽 γ2，

弱

弲

∫
γ2

−y彤x弫 x彤y 弽
弱

弲

∫
γ1

−u彤弨−v弩 弫 弨−v弩彤u 弽
弱

弲

∫
γ1

−v彤u弫 u彤v,

同理可证

弱

弲

∫
γk

−y彤x弫 x彤y 弽
弱

弲

∫
γ1

−y彤x弫 x彤y, k 弽 弲, 弳, 弴.

于是

µ弨弊弩 弽

∫
Ω

彤x彤y 弽
弱

弲

∫
γ

−y彤x弫 x彤y 弽
弲

p

开
(

1
p

)2

开
(

2
p

) .

例 7.3.8. 沿上半椭圆 x2

a2 弫 y2

b2 弽 弱 弨 y ≥ 弰 弩从 A弨a, 弰弩到 B弨−a, 弰弩计算∫
γ

弨弱 弫 y彥x弩彤x弫 弨x弫 彥x弩彤y.

解： 取 弊 弽 {弨x, y弩|x
2

a2 弫 y2

b2 ≤ 弱, y ≥ 弰}。则 ∂弊 弽 γ 弫 彾γ，其中 彾γ是沿 x轴从 B

到 A。所以∫
∂Ω

弨弱 弫 y彥x弩彤x弫 弨x弫 彥x弩彤y 弽

∫
Ω

−彥x 弫 弱 弫 彥x彤x彤y 弽

∫
Ω

彤x彤y 弽
abπ

弲
.

于是 ∫
γ

弨弱 弫 y彥x弩彤x弫 弨x弫 彥x弩彤y 弽
abπ

弲
−
∫
γ̃

弨弱 弫 y彥x弩彤x弫 弨x弫 彥x弩彤y

弽
abπ

弲
−
∫ a

−a
彤x 弽

abπ

弲
− 弲a.

7.4 第二型曲面积分的概念

定向曲面

称二维曲面 弆 ⊂ R3 是一个可定向曲面，如果存在连续的单位法向量场

n 强 弆→ R3，即对任意 x ∈ 弆，‖n弨x弩‖ 弽 弱且 n弨x弩 ⊥ 彔x弆。称指定了一个连续

的单位法向量场的曲面为定向曲面。

例 7.4.1. 球面 S2 弽 {弨x, y, z弩 ∈ R3|x2 弫 y2 弫 z2 弽 R2}是一个可定向曲面，

n弨x, y, z弩 弽
弨x, y, z弩T

R

是一个连续的单位法向量场。
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例 7.4.2. 如果曲面 弆有一个 C1正则的参数表示
x 弽 x弨u, v弩,

y 弽 y弨u, v弩,

z 弽 z弨u, v弩,

弨u, v弩 ∈ D ⊆ R2,

是一个单射，且其中

u 弽


∂x
∂u
∂y
∂u
∂z
∂u

 , v 弽


∂x
∂v
∂y
∂v
∂z
∂v


线性无关。则 u×v

‖u×v‖ 是 弆的一个连续的单位法向量场。

第二型曲面积分：向量场在定向曲面上的积分

定义 7.4.3. 设 弨弆,n弩是一个定向曲面，对连续向量场 F 强 弆→ R3，称∫
Σ

〈F,n〉彤σ

为向量场 F 沿曲面 弆 的法向量场 n 的积分，称为向量场 F关于有向曲面 弆的

通量。



弱弶弶 彃彈彁彐彔彅归 強弮 向量场的微积分

定理 7.4.4. 对 C1 正则的参数曲面 弆：
x 弽 x弨u1, u2弩,

y 弽 y弨u1, u2弩,

z 弽 z弨u1, u2弩,

弨u1, u2弩 ∈ D ⊆ R2,

满足 ∂x
∂u1
× ∂x

∂u2
与法向量场 n的方向一致。则对任何连续向量场 F 强 弆→ R3，∫

Σ

〈F,n〉彤σ 弽

∫
D

彤彥彴

(
F,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2

)
彤u1彤u2,

其中 彤σ为曲面 弆的(无向)面积微元。

证明. 由弶弮弴节的结论知

彤彥彴

(
F,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2

)
彤u1彤u2

是向量 F以及曲面上两个无穷小切向量 ∂x
∂u1

彤u1 和
∂x
∂u2

彤u2 张成的平行多面体

的三维体积，所以它等于 〈F,n〉彤σ。于是这就完成了这个定理的证明。

另一个证明. 记

uk 弽
∂x

∂uk
弽


∂x
∂uk
∂y
∂uk
∂z
∂uk

 , k 弽 弱, 弲弻 v 弽


彤彥彴 ∂(y,z)

∂(u1,u2)

彤彥彴 ∂(z,x)
∂(u1,u2)

彤彥彴 ∂(x,y)
∂(u1,u2)

 ,

则 u1,u2是 弆的两个线性无关的切向量，且对 k 弽 弱, 弲，

〈uk,v〉 弽
(
∂x

∂uk
,
∂y

∂uk
,
∂z

∂uk

)
彤彥彴 ∂(y,z)

∂(u1,u2)

彤彥彴 ∂(z,x)
∂(u1,u2)

彤彥彴 ∂(x,y)
∂(u1,u2)

 弽 彤彥彴


∂x
∂u1

∂x
∂u2

∂x
∂uk

∂y
∂u1

∂y
∂u2

∂y
∂uk

∂z
∂u1

∂z
∂u2

∂z
∂uk

 弽 弰,

从而 v是 弆的法向量，且

‖v‖ 弽 ‖v‖
2

‖v‖
弽

弱

‖v‖

[(
彤彥彴

∂弨y, z弩

∂弨u1, u2弩

)2

弫

(
彤彥彴

∂弨z, x弩

∂弨u1, u2弩

)2

弫

(
彤彥彴

∂弨x, y弩

∂弨u1, u2弩

)2
]

弽
弱

‖v‖
彤彥彴弨u1,u2,v弩

弽
弱

‖v‖

√
彤彥彴弨u1,u2,v弩T 彤彥彴弨u1,u2,v弩

弽
弱

‖v‖

√√√√√√√彤彥彴


〈u1,u1〉 〈u1,u2〉 〈u1,v〉
〈u2,u1〉 〈u2,u2〉 〈u1,v〉
〈v,u1〉 〈v,u2〉 〈v,v〉



弽
弱

‖v‖

√√√√√√√彤彥彴


〈u1,u1〉 〈u1,u2〉 弰

〈u2,u1〉 〈u2,u2〉 弰

弰 弰 〈v,v〉

 弽

√√√√彤彥彴

(
〈u1,u1〉 〈u1,u2〉
〈u2,u1〉 〈u2,u2〉

)
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所以

n 弽
v√√√√彤彥彴

(
〈u1,u1〉 〈u1,u2〉
〈u2,u1〉 〈u2,u2〉

)

是 弆的单位法向量。

注意到

彤σ 弽

√√√√彤彥彴

(
〈u1,u1〉 〈u1,u2〉
〈u2,u1〉 〈u2,u2〉

)
彤u1彤u2,

因此 ∫
Σ

〈F,n〉彤σ 弽

∫
D

〈F,v〉彤u1彤u2 弽

∫
D

彤彥彴

(
F,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2

)
彤u1彤u2.

推论 7.4.5. 对m维 C1 正则的参数曲面 弆 ⊂ Rm+1：

x 弽 x弨u1, u2, . . . , um弩, 弨u1, u2, . . . , um弩 ∈ D ⊆ Rm,

以及连续向量场 F 强 弆→ Rm+1，∫
Σ

〈F,n〉彤σ 弽

∫
D

彤彥彴

(
F,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)
彤u1彤u2 · · · 彤um,

其中 彤σ为曲面 弆的m维(无向)体积微元。

特别当m 弽 弱时，∫
γ

〈F,n〉彤l 弽
∫ b

a

彤彥彴

(
F弨x弨t弩弩,

∂x

彤t

)
彤t 弽

∫ b

a

∣∣∣∣∣X弨x弨t弩, y弨t弩弩 x′弨t弩

Y 弨x弨t弩, y弨t弩弩 y′弨t弩

∣∣∣∣∣彤t
弽

∫
γ

−Y 弨x, y弩彤x弫X弨x, y弩彤y,

其中 F弨x, y弩 弽 弨X弨x, y弩, Y 弨x, y弩弩T。

注 7.4.6. 上述定理结论的几何含义。由行列式的性质知，如果按曲面 弆 的切

方向和法方向把 F分解为直和 F 弽 Ft 弫 F⊥，则

彤彥彴

(
F,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)
弽彤彥彴

(
Ft,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)
弫 彤彥彴

(
F⊥,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)
弽彤彥彴

(
F⊥,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)
.
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于是 ∣∣∣∣彤彥彴(F, ∂x∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)∣∣∣∣
弽

√
彤彥彴

(
F⊥,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)T
彤彥彴

(
F⊥,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2
, . . . ,

∂x

∂um

)
弽‖F⊥‖

√
彤彥彴 弨〈ui,uj〉弩.

这是一个以 F⊥ 为高的 m 弫 弱维平行多面体的体积，其底面由曲面 弆的切向量
∂x
∂u1

, ∂x∂u2
, . . . , ∂x

∂um
张成。所以 彤彥彴

(
F, ∂x∂u1

, ∂x∂u2
, . . . , ∂x

∂um

)
彤u1 · · · 彤um 是由曲面

面积微元沿 F形成的无穷小柱体的有向体积。物理上它是单位时间中沿流速向

量 F穿过曲面上一个无穷小区域的通量。

线性函数的楔积与二阶微分形式

对两个线性函数 L1, L2和两个向量 u,v，记

弨L1 ∧ L2弩 弨u,v弩 弽 彤彥彴

(
L1弨u弩 L1弨v弩

L2弨u弩 L2弨v弩

)
.

因此 L1 ∧ L2满足

弱弮 L1 ∧ L2关于 弨u,v弩是一个双线性函数：对 u和 v分别是线性的。

弲弮 L1 ∧ L2关于 弨u,v弩是反对称的：

弨L1 ∧ L2弩 弨u,v弩 弽 − 弨L1 ∧ L2弩 弨v,u弩.

弳弮 L1 ∧L2关于 L1和 L2分别是线性的，对 弨L1, L2弩是反对称的：L1 ∧L2 弽

−L2 ∧ L1。

由反对称性知 L1 ∧ L1 弽 弰。

对于 C1函数 x 弽 x弨u, v弩, y 弽 y弨u, v弩，

彤x ∧ 彤y 弽

(
∂x

∂u
彤u弫

∂x

∂v
彤v

)
∧
(
∂y

∂u
彤u弫

∂y

∂v
彤v

)
弽
∂x

∂u

∂y

∂u
彤u ∧ 彤u弫

∂x

∂u

∂y

∂v
彤u ∧ 彤v 弫

∂x

∂v

∂y

∂u
彤v ∧ 彤u弫

∂x

∂v

∂y

∂v
彤v ∧ 彤v

弽

(
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)
彤u ∧ 彤v

弽 彤彥彴
∂弨x, y弩

∂弨u, v弩
彤u ∧ 彤v.

对 C1正则的参数曲面 弆：
x 弽 x弨u1, u2弩,

y 弽 y弨u1, u2弩,

z 弽 z弨u1, u2弩,

弨u1, u2弩 ∈ D ⊆ R2,
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以及连续向量场 F 强 弆→ R3，F弨x, y, z弩 弽 弨X弨x, y, z弩, Y 弨x, y, z弩, Z弨x, y, z弩弩T，

彤彥彴

(
F,

∂x

∂u1
,
∂x

∂u2

)
彤u1 ∧ 彤u2

弽X弨x, y, z弩 彤彥彴
∂弨y, z弩

∂弨u1, u2弩
彤u1 ∧ 彤u2 弫 Y 弨x, y, z弩 彤彥彴

∂弨z, x弩

∂弨u1, u2弩
彤u1 ∧ 彤u2

弫 Z弨x, y, z弩 彤彥彴
∂弨x, y弩

∂弨u1, u2弩
彤u1 ∧ 彤u2

弽X弨x, y, z弩彤y ∧ 彤z 弫 Y 弨x, y, z弩彤z ∧ 彤x弫 Z弨x, y, z弩彤x ∧ 彤y.

记

ω 弽 X弨x, y, z弩彤y ∧ 彤z 弫 Y 弨x, y, z弩彤z ∧ 彤x弫 Z弨x, y, z弩彤x ∧ 彤y,

称它为一个二阶微分形式。

对 弨x, y, z弩处的两个向量 u 弽 弨ξ1, ξ2, ξ3弩和 v 弽 弨η1, η2, η3弩，

ω弨u,v弩 弽 彤彥彴


X ξ1 η1

Y ξ2 η2

Z ξ3 η3


是一个反对称的双线性函数。

彤x ∧ 彤y弨u,v弩 弽 彤彥彴


弰 ξ1 η1

弰 ξ2 η2

弱 ξ3 η3

 弽 彤彥彴

(
ξ1 η1

ξ2 η2

)

是 u,v 在 xy 坐标平面中的投影向量所张成的平行四边形的有向面积，也就是

由 u,v在 R3 中张成的有向平行四边形在 xy坐标平面上的投影面积。所以在有

向曲面 弆上，彤x ∧ 彤y,彤y ∧ 彤z,彤z ∧ 彤x的作用是把 弆的面积微元在相应的二维

坐标平面上的有向投影面积，面积的正负号取决于曲面 弆的指定法向量在各坐

标平面的法向上投影的正负。

定理 7.4.7. 1.
∫

Σ
〈F,n〉彤σ 和

∫
Σ
ω 关于连续向量场 F和二阶微分形式 ω 是

线性的。

2.
∫
−Σ
〈F,n〉彤σ 弽 −

∫
Σ
〈F,n〉彤σ，

∫
−Σ

ω 弽 −
∫

Σ
ω。

3. 若两个有向曲面 弆1 和 弆2 满足 弆1 ∩ 弆2 ⊂ ∂弆1 ∩ ∂弆2，且它们可以拼接为

一个有向曲面 弆1 弫弆2，则∫
Σ1+Σ2

〈F,n〉彤σ 弽

∫
Σ1

〈F,n〉彤σ 弫

∫
Σ2

〈F,n〉彤σ,∫
Σ1+Σ2

ω 弽

∫
Σ1

ω 弫

∫
Σ2

ω.
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例 7.4.8. 设有向曲面 弆为函数 z 弽 x2 弫 y2图像在 x2 弫 y2 ≤ 弱的部分，方向朝

z轴负半轴。求 ∫
Σ

x彤y ∧ 彤z.

解：因为 x彤y∧彤z 弽 x彤y∧彤z弫弰彤z∧彤x弫弰彤x∧彤y，所以向量场F 弽 弨x, 弰, 弰弩T。

曲面参数可取 x, y。由于曲面正向朝向z轴负方向，所以参数顺序为 弨y, x弩，

即 彤y ∧ 彤x 弽 彤x彤y。曲面相应的切向量依次为
弰

弱

弲y

 ,


弱

弰

弲x

 , 即曲面参数方程


x

y

x2 弫 y2

依次对 y, x求导得到弮
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所以

∫
Σ

x彤y ∧ 彤z 弽

∫
x2+y2≤1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 弰 弱

弰 弱 弰

弰 弲y 弲x

∣∣∣∣∣∣∣∣彤x彤y 弽 弲

∫
x2+y2≤1

x2彤x彤y

由重积分换元 弨x, y弩→ 弨y, x弩知∫
x2+y2≤1

x2彤x彤y 弽

∫
x2+y2≤1

y2彤x彤y,

因此 ∫
Σ

x彤y ∧ 彤z 弽

∫
x2+y2≤1

弨x2 弫 y2弩彤x彤y 弽 弲π

∫ 1

0

r3彤r 弽
π

弲
.

另解： 以 弨θ, r弩为曲面参数，曲面参数方程为
x 弽 r 彣彯彳 θ,

y 弽 r 彳彩彮 θ,

z 弽 r2,

弰 ≤ θ ≤ 弲π, 弰 ≤ r ≤ 弱.

则 ∫
Σ

x彤y ∧ 彤z 弽

∫
D

r 彣彯彳 θ彤弨r 彳彩彮 θ弩 ∧ 彤弨r2弩 弽

∫
D

弲r3 彣彯彳2 θ彤θ ∧ 彤r

弽

∫
D

弲r3 彣彯彳2 θ彤r彤θ 弨曲面 弆的定向使 彤θ ∧ 彤r 弽 彤r彤θ 弩

弽
π

弲
.

例 7.4.9. 设 弆为椭球面
x2

a2
弫
y2

b2
弫
z2

c2
弽 弱的外侧，求∫

Σ

x彤y ∧ 彤z 弫 y彤z ∧ 彤x弫 z彤x ∧ 彤y.

解： 椭球坐标

x 弽 a 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ, y 弽 b 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ, z 弽 c 彣彯彳 θ, 弨D 强 弰 ≤ ϕ ≤ 弲π, 弰 ≤ θ ≤ π

弲
弩.

椭球面上弨θ, ϕ弩坐标系与外法向一致，于是∫
Σ

x彤y ∧ 彤z 弫 y彤z ∧ 彤x弫 z彤x ∧ 彤y

弽

∫
D

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ a 彣彯彳 θ 彣彯彳ϕ −a 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ
b 彳彩彮 θ 彳彩彮ϕ b 彣彯彳 θ 彳彩彮ϕ b 彳彩彮 θ 彣彯彳ϕ

c 彣彯彳 θ −c 彳彩彮 θ 弰

∣∣∣∣∣∣∣∣彤θ彤ϕ
弽abc

∫
[0,π2 ]×[0,2π]

彳彩彮 θ彤θ彤ϕ

弽弴πabc.
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另解： 球坐标 弨X,Y, Z弩 强 X2 弫 Y 2 弫 Z2 弽 弱，

x 弽 aX, y 弽 bY, z 弽 cZ, 弨S2 强 X2 弫 Y 2 弫 Z2 弽 弱弩.

于是 ∫
Σ

x彤y ∧ 彤z 弫 y彤z ∧ 彤x弫 z彤x ∧ 彤y

弽

∫
S2

aX彤弨bY 弩 ∧ 彤弨cZ弩 弫 bY 彤弨cZ弩 ∧ 彤弨aX弩 弫 cZ彤弨aX弩 ∧ 彤弨bY 弩

弽abc

∫
S2

X彤Y ∧ 彤Z 弫 Y 彤Z ∧ 彤X 弫 Z彤X ∧ 彤Y

弽abc

∫
S2

〈n,n〉彤σ, 弨 弨X,Y, Z弩T 是 S2的单位外法向量 n 弩

弽abc · 弴π

例 7.4.10. 设 弆为曲面 z 弽 弱− x2 − y2 弨 x2 弫 y2 ≤ 弱 弩，方向向上。求∫
Σ

弨x2 − z弩彤x ∧ 彤y 弫 弨z2 − y弩彤z ∧ 彤x.

解： 由曲面定向知 彤x ∧ 彤y 弽 彤x彤y。

I 弽

∫
Σ

弨x2 − z弩彤x ∧ 彤y 弫 弨z2 − y弩彤z ∧ 彤x

弽

∫
Σ

彛x2 − 弨弱− x2 − y2弩彝彤x ∧ 彤y 弫 彛弨弱− x2 − y2弩2 − y彝彤弨弱− x2 − y2弩 ∧ 彤x

弽

∫
Σ

弨弲x2 弫 y2 − 弱弩彤x ∧ 彤y 弫 彛弨弱− x2 − y2弩2 − y彝弨−弲y弩彤y ∧ 彤x

弽

∫
Σ

弨弲x2 − y2 − 弱弩彤x ∧ 彤y 弨彤y ∧ 彤x 弽 −彤x ∧ 彤y,且删除关于 y的奇次项弩

弽

∫
x2+y2≤1

弨弲x2 − y2 − 弱弩彤x彤y 弽 −弳π

弴
.

习题7.4

弱弮 设 k是正整数，L1, . . . , Lk 是 k个线性函数，v1, . . . ,vk 是 k个向量，记

弨L1 ∧ · · · ∧ Lk弩弨v1, . . . ,vk弩 弽

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L1弨v1弩 L1弨v2弩 · · · L1弨vk弩

L2弨v1弩 L2弨v2弩 · · · L2弨vk弩
弮弮弮

弮弮弮
弮 弮 弮

弮弮弮

Lk弨v1弩 Lk弨v2弩 · · · Lk弨vk弩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明 弨L1 ∧ · · · ∧Lk弩弨v1, . . . ,vk弩关于 弨v1, . . . ,vk弩是反对称 k重线性函数，

L1 ∧ · · · ∧ Lk 关于 弨L1, . . . , Lk弩是也是反对称 k重线性的。
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弲弮 试给出 k阶微分形式

∑
σ是 1, 2, . . . ,m的排列

Xσ弨x1, x2, . . . , xm弩彤xσ(1) ∧ 彤xσ(2) ∧ · · · ∧ 彤xσ(k)

的一个定义。

7.5 空间向量场的旋度与散度，Gauss公式与 Stokes公

式

定义 7.5.1. 对 R3中（直角坐标系下）的向量场 F 弽 弨X,Y, Z弩T，记

彲彯彴 F 弽 ∇× F 弽

(
∂Z

∂y
− ∂Y

∂z
,

∂X

∂z
− ∂Z

∂x
,

∂Y

∂x
− ∂X

∂y

)T
,

彤彩彶 F 弽 ∇ · F 弽
∂X

∂x
弫
∂Y

∂y
弫
∂Z

∂z
弽 彴彲

∂弨X,Y, Z弩

∂弨x, y, z弩
,

分别称它们为 彆的旋度和散度。

旋度为零的向量场称为无旋向量场，散度为零的向量场称为无源向量场。

例 7.5.2. 向量场 F弨x弩 弽 弨X1弨x1, x2, x3弩, X2弨x1, x2, x3弩, X3弨x1, x2, x3弩弩
T 在以

O为中心的小球 B弨O, r弩的表面 ∂B弨O, r弩上产生的向外的通量按球体积的平均

值为

彬彩彭
r→0+

弱
4
3πr

3

∫
∂B(O,r)

〈F弨x弩,n弨x弩〉彤σ

弽 彬彩彭
r→0+

弱
4
3πr

3

∫
∂B(O,r)

3∑
i=1

xi
r
Xi彤σ

弽 彬彩彭
r→0+

弱
4
3πr

3

∫
∂B(O,r)

3∑
i=1

xi
r

Xi弨O弩 弫

3∑
j=1

xj
∂Xi

∂xj
Xi弨O弩 弫 o弨r弩

彤σ

弽 彬彩彭
r→0+

弱
4
3πr

4

3∑
i=1

∂Xi

∂xi
弨O弩

∫
∂B(O,r)

x2
i彤σ 弨关于 xi 的奇数次项积分为零弩

弽 彬彩彭
r→0+

弱
4
3πr

4

3∑
i=1

∂Xi

∂xi
弨O弩

∫
∂B(O,r)

x2
1 弫 x2

2 弫 x2
3

弳
彤σ

弽
弱

4
3πr

4

3∑
i=1

∂Xi

∂xi
弨O弩

∫
∂B(O,r)

r2

弳
彤σ 弽

3∑
i=1

∂Xi

∂xi
弨O弩 弽 彤彩彶 F弨O弩.
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例 7.5.3. 对线性向量场

A弨x, y, z弩 弽 A


x

y

z

 弽


a11x弫 a12y 弫 a13z

a21x弫 a22y 弫 a23z

a31x弫 a32y 弫 a33z

 .

则

彲彯彴 A 弽 弨a32 − a23, a13 − a31, a21 − a12弩
T

彤彩彶 A 弽 彴彲A 弽 a11 弫 a22 弫 a33.

因此，A是无旋向量场当且仅当矩阵 A是对称的，A是无源向量场当且仅当矩

阵 A的迹为零。

对任何三阶矩阵 A，

A 弽 As 弫Aa, As 弽
A弫AT

弲
, Aa 弽

A−AT

弲
.

As 是对称阵对应无旋向量场As，As 有三个彼此正交的特征方向，它们限制了

向量场 As 的积分曲线绕原点旋转；Aa 是反对称阵，对角线为零，是无源向量

场 Aa，Aa 的积分曲线是以原点为中心的圆周，这些圆周使向量场的积分曲线

无法穿进或穿出。

A 弽 As 弫Aa，并且

彲彯彴 A 弽 彲彯彴 Aa, 彤彩彶 A 弽 彤彩彶 As.

对二阶微分形式

ω 弽 X弨x, y, z弩彤y ∧ 彤z 弫 Y 弨x, y, z弩彤z ∧ 彤x弫 Z弨x, y, z弩彤x ∧ 彤y,

定义 彤ω是如下三阶微分形式

彤ω 弽 彤X弨x, y, z弩 ∧ 彤y ∧ 彤z 弫 彤Y 弨x, y, z弩 ∧ 彤z ∧ 彤x弫 彤Z弨x, y, z弩 ∧ 彤x ∧ 彤y.

于是

彤ω 弽 彤X弨x, y, z弩 ∧ 彤y ∧ 彤z 弫 彤Y 弨x, y, z弩 ∧ 彤z ∧ 彤x弫 彤Z弨x, y, z弩 ∧ 彤x ∧ 彤y

弽

(
∂X

∂x
彤x弫

∂X

∂y
彤y 弫

∂X

∂z
彤z

)
∧ 彤y ∧ 彤z

弫

(
∂Y

∂x
彤x弫

∂Y

∂y
彤y 弫

∂Y

∂z
∂z

)
∧ 彤z ∧ 彤x

弫

(
∂Z

∂x
彤x弫

∂Z

∂y
彤y 弫

∂Z

∂z
彤z

)
∧ 彤x ∧ 彤y

弽
∂X

∂x
彤x ∧ 彤y ∧ 彤z 弫

∂Y

∂y
彤y ∧ 彤z ∧ 彤x弫

∂Z

∂z
彤z ∧ 彤x ∧ 彤y

弽

(
∂X

∂x
弫
∂Y

∂y
弫
∂Z

∂z

)
彤x ∧ 彤y ∧ 彤z.
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定理 7.5.4 弨Gauss公式). 设 弊 ⊂ R3 是有界区域，弊的边界 ∂弊是分片 C1 曲

面，方向指向 弊外侧。则

1. 对任何 C1 向量场 F 强 弊→ R3，∫
∂Ω

〈F,n〉彤σ 弽

∫
Ω

彤彩彶 F彤µ,

即向量场沿区域边界的向外的净通量等于在区域内部的散度的积分。这里

µ是三维体积。

2. 对任何 C1 二阶微分形式 ω，∫
∂Ω

ω 弽

∫
Ω

彤ω.

证明. 把 弊分解成有限多个形如

D 弽 {弨x, y, z弩|弨x, y弩 ∈ U, f弨x, y弩 ≤ z ≤ g弨x, y弩}

的区域的并，每个都取外法向，于是对相邻两个区域，它们的共同边界具有相

反的方向，积分相互抵消。∫
∂D

Z弨x, y, z弩彤x ∧ 彤y 弽

∫
U

Z弨x, y, g弨x, y弩弩彤x彤y −
∫
U

Z弨x, y, f弨x, y弩弩彤x彤y

弽

∫
U

∫ g(x,y)

f(x,y)

∂Z

∂z
弨x, y, z弩彤x彤y彤z

弽

∫
D

∂Z

∂z
弨x, y, z弩彤x彤y彤z.

因此 ∫
∂Ω

Z弨x, y, z弩彤x ∧ 彤y 弽

∫
Ω

∂Z

∂z
弨x, y, z弩彤x彤y彤z.

同理可证 ∫
∂Ω

X弨x, y, z弩彤y ∧ 彤z 弽

∫
Ω

∂X

∂x
弨x, y, z弩彤x彤y彤z,∫

∂Ω

Y 弨x, y, z弩彤z ∧ 彤x 弽

∫
Ω

∂Y

∂y
弨x, y, z弩彤x彤y彤z.

上述三式相加得到 ∫
∂Ω

ω 弽

∫
Ω

彤ω.

推论 7.5.5. 设 弊 ⊂ Rm+1 是有界区域，弊的边界 ∂弊是分片 C1 m维曲面，方

向指向 弊外侧。则
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1. 对任何 C1 向量场 F 强 弊→ Rm+1，∫
∂Ω

〈F,n〉彤σ 弽

∫
Ω

彤彩彶 F彤µ,

即向量场沿区域边界的向外的净通量等于在区域内部的散度的积分。这里

µ是m弫 弱维体积。

2. 对任何 C1 的m阶微分形式

ω 弽

m+1∑
k=1

弨−弱弩#σ(k)Xk彤x1 ∧ · · · ∧ 彤xk−1 ∧ 彤xk+1 ∧ · · · ∧ 彤xm+1,

（其中弣σ弨k弩是 k, 弱, 弲, . . . , k− 弱, k弫弱, . . . , im+1作为 弱, 弲, . . . ,m弫弱的一

个排列的奇偶性），都成立 ∫
∂Ω

ω 弽

∫
Ω

彤ω,

其中

彤ω 弽 彴彲
∂弨X1, X2, . . . , Xm+1弩

∂弨x1, x2, . . . , xm+1弩
彤x1 ∧ 彤x2 ∧ · · · ∧ 彤xm+1.

例 7.5.6. 设 弆为曲面 z 弽 弱− x2 − y2 弨 x2 弫 y2 ≤ 弱 弩，方向向上。求∫
Σ

弨x2 − z弩彤x ∧ 彤y 弫 弨z2 − y弩彤z ∧ 彤x.

解： 记 ω 弽 弨x2 − z弩彤x ∧ 彤y 弫 弨z2 − y弩彤z ∧ 彤x。

取 弊 弽 {弨x, y, z弩|弰 ≤ z ≤ 弱− x2 − y2}，∂弊方向朝外。则由彇彡彵彳彳公式∫
∂Ω

ω 弽

∫
Ω

彤ω 弽

∫
Ω

−弲彤x彤y彤z 弽 −弲
∫
x2+y2≤1

弨弱− x2 − y2弩彤x彤y.

另一方面 ∫
∂Ω

ω 弽

∫
Σ

ω 弫

∫
x2+y2≤1,z=0下侧

ω

弽

∫
Σ

ω 弫

∫
x2+y2≤1,z=0下侧

x2彤x ∧ 彤y

弽

∫
Σ

ω −
∫
x2+y2≤1

x2彤x彤y,

所以 ∫
Σ

ω 弽

∫
∂Ω

ω 弫

∫
x2+y2≤1

x2彤x彤y

弽 −弲
∫
x2+y2≤1

弨弱− x2 − y2弩彤x彤y 弫

∫
x2+y2≤1

x2彤x彤y

弽

∫
x2+y2≤1

弨弳x2 弫 弲y2 − 弲弩彤x彤y 弽 I,
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弲I 弽

∫
x2+y2≤1

弨張x2 弫 張y2 − 弴弩彤x彤y 弽 −弳π

弲
,

因此
∫

Σ
ω 弽 I 弽 − 3π

4 。

对一阶微分形式

ω 弽 X弨x, y, z弩彤x弫 Y 弨x, y, z弩彤y 弫 Z弨x, y, z弩彤z,

令

彤ω 弽 彤X弨x, y, z弩 ∧ 彤x弫 彤Y 弨x, y, z弩 ∧ 彤y 弫 彤Z弨x, y, z弩 ∧ 彤z.

于是利用 ∧的双线性和反对称性，得到

彤ω 弽 彤X ∧ 彤x弫 彤Y ∧ 彤y 弫 彤Z ∧ 彤z

弽

(
∂X

∂x
彤x弫

∂X

∂y
彤y 弫

∂X

∂z
彤z

)
∧ 彤x弫

(
∂Y

∂x
彤x弫

∂Y

∂y
彤y 弫

∂Y

∂z
彤z

)
∧ 彤y

弫

(
∂Z

∂x
彤x弫

∂Z

∂y
彤y 弫

∂Z

∂z
彤z

)
∧ 彤z

弽

(
∂Z

∂y
− ∂Y

∂z

)
彤y ∧ 彤z 弫

(
∂X

∂z
− ∂Z

∂x

)
彤z ∧ 彤x弫

(
∂Y

∂x
− ∂X

∂y

)
彤x ∧ 彤y.

定理 7.5.7 弨Stokes公式). 设 弆 ⊂ R3 是有界的分片 C1 有向曲面，弆 的边界

∂弆是分段 C1 有向曲线，使得按曲面指定法向站立并沿 ∂弆前进时，曲面总在

左手一侧。则

1. 对任何 C1 向量场 F 强 弆→ R3，∫
∂Σ

〈F,T〉彤l 弽
∫

Σ

〈彲彯彴 F,n〉彤σ,

即向量场沿曲面边界的环量等于在曲面上旋度的积分。

2. 对任何 C1 一阶微分形式 ω，∫
∂Σ

ω 弽

∫
Σ

彤ω.

证明. 我们考察
∫
∂Σ
X彤x1。

设 x弨u1, u2弩 弽 弨x1弨u1, u2弩, x2弨u1, u2弩, x3弨u1, u2弩弩 弨 弨u1, u2弩 ∈ D ⊂ R2 弩是曲

面的 C1 参数化。u弨t弩 弽 弨u1弨t弩, u2弨t弩弩是 ∂D 的参数方程。x弨u弨t弩弩是 ∂弆的参
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数方程。

∫
∂Σ

X彤x1 弽

∫ b

a

X弨x弨u弨t弩弩弩彤x1弨u弨t弩弩

弽

∫ b

a

(
X弨x弨u弨t弩弩弩

∂x1

∂u1
弨u弨t弩弩u′1弨t弩 弫X弨x弨u弨t弩弩弩

∂x1

∂u2
弨u弨t弩弩u′2弨t弩

)
彤t

弽

∫
∂D

X弨x弨u1, u2弩弩
∂x1

∂u1
弨u1, u2弩彤u1 弫X弨x弨u1, u2弩弩

∂x1

∂u2
弨u1, u2弩彤u2

弽

∫
D

∂

∂u1

(
X弨x弨u弩弩

∂x1

∂u2
弨u弩

)
− ∂

∂u2

(
X弨x弨u弩弩

∂x1

∂u1
弨u弩

)
彤u1彤u2

弽

∫
D

3∑
k=1

∂X

∂xk

[
∂xk
∂u1

∂x1

∂u2
− ∂xk
∂u2

∂x1

∂u1

]
彤u1彤u2

弽

∫
D

∂X

∂x3
彤彥彴

∂弨x3, x1弩

∂弨u1, u2弩
− ∂X

∂x2
彤彥彴

∂弨x1, x2弩

∂弨u1, u2弩
彤u1彤u2

弽

∫
Σ

∂X

∂x3
彤x3 ∧ 彤x1 −

∂X

∂x2
彤x1 ∧ 彤x2

同理可证 ∫
∂Σ

Y 彤x2 弽

∫
Σ

∂Y

∂x1
彤x1 ∧ 彤x2 −

∂Y

∂x3
彤x2 ∧ 彤x3,∫

∂Σ

Z彤x3 弽

∫
Σ

∂Z

∂x2
彤x2 ∧ 彤x3 −

∂Z

∂x1
彤x3 ∧ 彤x1,

上述三式相加得到 ∫
∂Ω

ω 弽

∫
Ω

彤ω.

7.6 向量场的微积分

梯度、旋度和散度，nabla算子和 Laplace算子

对 C1函数 f，梯度向量场和全微分

f 弨函数弩 f 弨弰阶微分形式弩

梯度 ∇
y内积空间，直角坐标系 d

y任意空间，任意坐标系
∇f 弽


∂f
∂x
∂f
∂y
∂f
∂z

 弽 ∂f
∂x i弫

∂f
∂y j弫

∂f
∂zk 彤f 弽 ∂f

∂x彤x弫 ∂f
∂y彤y 弫

∂f
∂z 彤z
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对C1向量场F 弽 弨X弨x, y, z弩, Y 弨x, y, z弩, Z弨x, y, z弩弩T 以及一阶微分形式ω 弽

X弨x, y, z弩彤x弫 Y 弨x, y, z弩彤y 弫 Z弨x, y, z弩彤z，

F 弽 弨X,Y, Z弩T ω 弽 X彤x弫 Y 彤y 弫 Z彤z

旋度rot=∇×
y内积空间，直角坐标系 d

y任意空间，任意坐标系
彲彯彴 F 弽 ∇× F 弽

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

X Y Z

∣∣∣∣∣∣∣∣ 彤ω 弽

∣∣∣∣∣∣∣∣
彤y ∧ 彤z 彤z ∧ 彤x 彤x ∧ 彤y

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

X Y Z

∣∣∣∣∣∣∣∣

对C1向量场F 弽 弨X弨x, y, z弩, Y 弨x, y, z弩, Z弨x, y, z弩弩T 以及二阶微分形式ω 弽

X弨x, y, z弩彤y ∧ 彤z 弫 Y 弨x, y, z弩彤z ∧ 彤x弫 Z弨x, y, z弩彤x ∧ 彤y，

F 弽 弨X,Y, Z弩T ω 弽 X彤y ∧ 彤z 弫 Y 彤z ∧ 彤x弫 Z彤x ∧ 彤y

散度div=∇·
y内积空间，直角坐标系 d

y任意空间，任意坐标系
彤彩彶 F 弽 ∇ · F 弽 ∂X

∂x 弫 ∂Y
∂y 弫 ∂Z

∂z 彤ω 弽
(
∂X
∂x 弫 ∂Y

∂y 弫 ∂Z
∂z

)
彤x ∧ 彤y ∧ 彤z

对任何 C2函数 f，

∇×∇f 弽 弰, 彤弨彤f弩 弽 弰.

这是因为

∇×∇f 弽

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ 弽 弰.

因此所有梯度向量场都是无旋场。

对 C2函数 f，称 f 的梯度向量场的散度为 f 的 Laplacian，记为

弁f 弽 彤彩彶 ∇f 弽 ∇ · 弨∇f弩 弽 ∂2f

∂x2
弫
∂2f

∂y2
弫
∂2f

∂z2
.

满足彌彡彰彬彡彣彥方程弁f 弽 弰的函数称为调和函数。

对任何 C2向量场 F以及任何 C2一阶微分形式 ω，

∇ · 弨∇× F弩 弽 弰, 彤弨彤ω弩 弽 弰.

这是因为

∇ · 弨∇× F弩 弽 ∇ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

X Y Z

∣∣∣∣∣∣∣∣ 弽
∣∣∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

X Y Z

∣∣∣∣∣∣∣∣ 弽 弰.
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因此任何旋度向量场都是无源场。

可以证明对任何 C2微分形式 ω，都成立 彤弨彤ω弩 弽 弰。

梯度、旋度、散度的运算性质

在三维空间中，

∇ 数量场 弽向量场, ∇×向量场 弽向量场, ∇ ·向量场 弽数量场,

并且满足

弱弮 线性：对常数 α, β，C1函数 f, g和 C1向量场 F,G，

∇弨αf 弫 βg弩 弽 α∇f 弫 β∇g,

∇× 弨αF弫 βG弩 弽 α∇× F弫 β∇×G,

∇ · 弨αF弫 βG弩 弽 α∇ · F弫 β∇ ·G.

弲弮 彌彥彩形彮彩彺性质：对 C1函数 f, g和 C1向量场 F,G，

∇弨fg弩 弽 f∇g 弫 g∇f,

∇× 弨gF弩 弽 ∇g × F弫 g∇× F,

∇ · 弨gF弩 弽 ∇g · F弫 g∇ · F,

∇ · 弨F×G弩 弽 G · 弨∇× F弩− F · 弨∇×G弩

微分形式与微分方程

一阶常微分方程
彤y

彤x
弽 g弨x, y弩

可以改写为

g弨x, y弩彤x− 彤y 弽 弰

的形式。

一般地，

X弨x, y弩彤x弫 Y 弨x, y弩彤y 弽 弰

定义了一个一阶微分方程。它的解曲线 弨x弨t弩, y弨t弩弩满足

X弨x弨t弩, y弨t弩弩x′弨t弩 弫 Y 弨x弨t弩, y弨t弩弩y′弨t弩 弽 弰, ∀t.

在直角坐标系中这意味着向量场 弨X,Y 弩T 总是与这些解曲线正交。

如果微分形式X弨x, y弩彤x弫Y 弨x, y弩彤y 弽 彤f 是全微分，则上述方程的解曲线

就是 f弨x, y弩的水平集弨即等值线弩。这时我们称 f弨x, y弩 弽 C 弨 C 是任意常数弩是

微分方程 X弨x, y弩彤x弫 Y 弨x, y弩彤y 弽 弰的通解。
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如果微分形式 X弨x, y弩彤x 弫 Y 弨x, y弩彤y 不是全微分，但非零函数 µ弨x, y弩 满

足 µ弨x, y弩X弨x, y弩彤x 弫 µ弨x, y弩Y 弨x, y弩彤y 是全微分，我们称 µ弨x, y弩 为微分方程

X弨x, y弩彤x弫 Y 弨x, y弩彤y 弽 弰的一个积分因子。此时，µX彤x弫 µY 彤y的原函数 f

给出方程的通解 f弨x, y弩 弽 C 弨 C 是任意常数弩。

例 7.6.1. 解方程
(
彬彮 y − y

x

)
彤x弫

(
x
y − 彬彮x

)
彤y 弽 弰。

解： 记 ω 弽
(
彬彮 y − y

x

)
彤x弫

(
x
y − 彬彮x

)
彤y。则

彤ω 弽

[
− ∂

∂y

(
彬彮 y − y

x

)
弫

∂

∂x

(
x

y
− 彬彮x

)]
彤x ∧ 彤y 弽 弰.

所以由彇彲彥彥彮公式知，ω在第一象限内是一个全微分。

我们可以靠观察得到 ω的原函数

x 彬彮 y − y 彬彮x.

也可以通过沿折线 弨弱, 弱弩→ 弨x0, 弱弩→ 弨x0, y0弩将 ω积分∫ x0

1

ω弨x, 弱弩 弫

∫ y0

1

ω弨x0, y弩 弽

∫ x0

1

− 弱

x
彤x弫

∫ y0

1

x0

y
− 彬彮x0彤y

弽 − 彬彮x0 弫 x0 彬彮 y0 − 弨y0 − 弱弩 彬彮x0

弽 x0 彬彮 y0 − y0 彬彮x0

这也可以得到 ω的上述原函数。

因此原方程通解为 x 彬彮 y − y 彬彮x 弽 C。

例 7.6.2. 解方程 弨x弫 y弩彤x弫 弨y − x弩彤y 弽 弰。

解： 记 ω 弽 弨x弫 y弩彤x弫 弨y − x弩彤y。则 彤ω 弽 −弲彤x ∧ 彤y 6弽 弰。所以 ω不是全微

分。

设 µ弨x, y弩是 ω的一个积分因子。则

弰 弽 彤弨µω弩 弽

[
∂

∂x
弨µ弨x, y弩弨y − x弩弩− ∂

∂y
弨µ弨x, y弩弨x弫 y弩弩

]
彤x ∧ 彤y

弽

[
弨y − x弩∂µ

∂x
− 弨x弫 y弩

∂µ

∂y
− 弲µ

]
彤x ∧ 彤y,

因此 µ弨x, y弩是 ω的一个积分因子，当且仅当

弨y − x弩∂µ
∂x
− 弨x弫 y弩

∂µ

∂y
弽 弲µ,

这是一个一阶线性偏微分方程。我们不打算去求解这个偏微分方程。

原方程关于 弨x, y弩是齐次的，即对任意常数 λ，弨λx, λy弩也满足同样的微分

方程。因此考虑极坐标系 x 弽 r 彣彯彳 θ, y 弽 r 彳彩彮 θ，代入方程得到

r弨彣彯彳 θ 弫 彳彩彮 θ弩弨彣彯彳 θ彤r − r 彳彩彮 θ彤θ弩 弫 r弨彳彩彮 θ − 彣彯彳 θ弩弨彳彩彮 θ彤r 弫 r 彣彯彳 θ彤θ弩 弽 弰,
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整理化简得到

彤r − r彤θ 弽 弰.

从这里容易看到 µ 弽 1
r 是它的一个积分因子，

弰 弽
弱

r
彤r − 彤θ 弽 彤弨彬彮 r − θ弩.

此方程通解为 彬彮 r 弽 θ 弫C，原方程通解为 x 弽 A彥θ 彣彯彳 θ, y 弽 A彥θ 彳彩彮 θ，这是指

数螺旋线。
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7.7 习题讨论课8

弱弮 设 a > 弱，空间中的有向曲线 γ 为上半球面 x2 弫 y2 弫 z2 弽 弲ax弨z ≥ 弰弩与

圆柱面 x2 弫 y2 弽 弲x的交线，它在 弨x, y弩坐标平面中的投影曲线逆时针旋

转。求积分
∫
γ
弨y2 弫 z2弩彤x弫 弨z2 弫 x2弩彤y 弫 弨x2 弫 y2弩彤z的值。

解： 沿曲线γ，y2 弫 zz 弽 弲ax − x2，z2 弫 x2 弽 弲ax − y2，x2 弫 y2 弽 弲x，

z2 弽 弲ax− 弲x，所以∫
γ

弨y2 弫 z2弩彤x 弽

∫
γ

弨弲ax− x2弩彤x 弽 弰,∫
γ

弨z2 弫 x2弩彤y 弽

∫
γ

弨弲ax− y2弩彤y 弽 弲a

∫
γ

x彤y,∫
γ

弨x2 弫 y2弩彤z 弽

∫
γ

弲x彤y 弽 弲a

∫
γ

x彤
√
弲弨a− 弱弩x 弽 弰,

因此 ∫
γ

弨y2 弫 z2弩彤x弫 弨z2 弫 x2弩彤y 弫 弨x2 弫 y2弩彤z 弽 弲a

∫
γ

x彤y,

取参数方程
x 弽 弱 弫 彣彯彳 θ,

y 弽 彳彩彮 θ,

z 弽
√
弲ax− 弲x 弽

√
弲弨a− 弱弩弨弱 弫 彣彯彳 θ弩,

弰 ≤ θ ≤ 弲π.

从而

弲a

∫
γ

x彤y 弽 弲a

∫ 2π

0

弨弱 弫 彣彯彳 θ弩彤 彳彩彮 θ 弽 弲πa.

也可以用当彴彯彫彥彳公式

弲a

∫
γ

x彤y 弽 弲a

∫
Σ

彤x ∧ 彤y 弽 弲a

∫
x2+y2≤2x

彤x彤y 弽 弲πa.

弲弮
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第 8章 级数

8.1 级数的概念

定义 8.1.1. 给定线性空间 V 中一个序列 {ak}∞k=1，称
∞∑
k=1

ak 弽 a1 弫 a2 弫 · · · 是

一个级数，称 an 为这个级数的第 n 项。对正整数 N，
N∑
k=1

ak 弽 a1 弫 · · · 弫 aN

称为这个级数的前 N 项和，记为 SN。

如果存在 S ∈ V 使得 彬彩彭
N→+∞

SN 弽 S，则称级数
∞∑
k=1

ak 收敛，且称 S 为级

数
∞∑
k=1

ak 的和，记 S 弽
∞∑
k=1

ak。

这里 彬彩彭
N→+∞

SN 弽 S 的含义是：对任意 ε > 弰，存在 N弨ε弩使得对任意正整

数 N > N弨ε弩，‖SN − S‖ < ε。其中 ‖ · ‖是 V 中的范数。

不收敛的级数称为是发散的级数。

注 8.1.2. 弨弱弩 当 V 弽 R或 C时，可以取绝对值 | · |为范数，此时级数称为“数
项级数”。

弨弲弩 对于 Rm 的有界闭集 K，考虑 V 弽 C弨K弩，即 K 上所有连续函数所组

成的线性空间，取范数为

‖f‖∞ 弽 彭彡彸
x∈K
|f弨x弩|,

此时的级数是“函数项级数”，并且称收敛的级数为在K 上一致收敛。

弨弳弩 对于 V 弽 R彛a, b彝，即区间 彛a, b彝上所有 归彩彥彭彡彮彮可积函数所组成的线性

空间，取内积和相应的范数为

〈f, g〉 弽
∫ b

a

f弨x弩g弨x弩彤x, ‖f‖2 弽

√∫ b

a

|f弨x弩|2彤x,

其中 g弨x弩是复数 g弨x弩共轭。在此意义下收敛的函数项级数称为在区间 彛a, b彝上

均方收敛。

弱弸張
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例 8.1.3 弨几何级数弩. 设 |x| < 弱，则

弨弱− x弩−1 弽 弱 弫 x弫 x2 弫 x3 弫 · · · .

证明.

弨弱− x弩弨弱 弫 x弫 x2 弫 · · ·弫 xN−1弩 弽 弱− xN ,

因为 |x| < 弱，所以 弱− x可逆，且∣∣SN − 弨弱− x弩−1
∣∣ 弽 ∣∣弨弱− x弩−1弨−xN 弩

∣∣ ≤ |弨弱− x弩−1||x|N → 弰, N → 弫∞,

因此

彬彩彭
N→+∞

SN 弽 弨弱− x弩−1.

注：上述结论对任意实数或复数 x 弨此时 |x|是 x的绝对值弩、任意方矩阵 x

弨此时 |x|是矩阵 x的算子范数弩都成立。

例 8.1.4.
∞∑
k=1

弱

k弨k 弫 弱弩
弽 弱.

证明.

N∑
k=1

弱

k弨k 弫 弱弩
弽

N∑
k=1

(
弱

k
− 弱

k 弫 弱

)
弽 弱− 弱

N 弫 弱
→ 弱, N → 弫∞.

定理 8.1.5. 设级数
∞∑
k=1

ak 和
∞∑
k=1

bk 都收敛，则

1.
∞∑
k=1

弨αak 弫 βbk弩收敛，且

∞∑
k=1

弨αak 弫 βbk弩 弽 α

∞∑
k=1

ak 弫 β
∞∑
k=1

bk.

2. 如果 ak, bk 都是实数，且对所有 k ≥ 弱，ak ≤ bk，则
∞∑
k=1

ak ≤
∞∑
k=1

bk。

一般而言，能够用上面这样的初等方法求和的级数是少而又少的。虽然通

过求导和积分我们能够得到更多一些级数的和，但能精确得到级数的和仍是一

个奢望。如何在无法获知级数的和的情况下判定级数的收敛性是一个重要的问

题。
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定义 8.1.6. 称级数
∞∑
k=1

ak 弽 a1 弫 a2 弫 · · · 满足 Cauchy 性质，如果对任意

ε > 弰，存在 N弨ε弩使得对任意正整数 m > n > N弨ε弩，

∥∥∥∥ m∑
k=n

ak

∥∥∥∥ < ε。

定理 8.1.7 弨Cauchy 收敛准则). 如果线性空间 V 在范数 ‖ · ‖ 下是完备的(即

任意 Cauchy序列都收敛)，则级数
∞∑
k=1

ak 弽 a1 弫 a2 弫 · · · 收敛当且仅当它满足

Cauchy性质。

推论 8.1.8. 任何实数(或复数)级数
∞∑
k=1

ak 弽 a1 弫 a2 弫 · · ·，它收敛当且仅当它

满足 Cauchy性质。

推论 8.1.9. 如果级数
∞∑
k=1

ak 收敛，则 彬彩彭
n→+∞

‖an‖ 弽 弰。

例 8.1.10 弨几何级数弩. 对 x ∈ C，
∞∑
n=0

xn 收敛当且仅当 |x| < 弱。

例 8.1.11 弨调和级数弩. 我们即将知道
∞∑
n=1

1
n 是发散的。这说明 彬彩彭

n→+∞
‖an‖ 弽 弰

仅仅是级数收敛的必要条件，而不是充分条件。

8.2 绝对收敛与比较法

以下我们总假设空间是完备的。

定义 8.2.1. 称级数
∞∑
k=1

ak 弽 a1 弫 a2 弫 · · · 绝对收敛，若级数
∞∑
k=1

‖ak‖收敛。

定理 8.2.2. 绝对收敛的级数都是收敛的。

证明. 设
∞∑
k=1

‖ak‖收敛，则
∞∑
k=1

‖ak‖具有 彃彡彵彣彨役性质，因此对任意 ε > 弰，存

在 N弨ε弩使得对任意正整数m > n > N弨ε弩，
m∑
k=n

‖ak‖ < ε。从而

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

ak

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
k=n

‖ak‖ < ε,

从而
∞∑
k=1

ak 具有 彃彡彵彣彨役性质，因而收敛。

比较法是判别级数是否绝对收敛的最常用的办法。
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定理 8.2.3 弨比较法). 设 ak 弽 O弨bk弩 ( k → 弫∞ )，即存在 K0 和M > 弰使得

‖ak‖ ≤M‖bk‖ ( ∀k ≥ K0 )。

1. 如果
∞∑
k=1

‖bk‖收敛，则
∞∑
k=1

‖ak‖收敛。

2. 如果
∞∑
k=1

‖ak‖发散，则
∞∑
k=1

‖bk‖发散。

证明. 弨弱弩 因为
∞∑
k=1

‖bk‖收敛，所以对任意 ε > 弰，存在 N弨ε弩 > K0 使得对任意

正整数m > n > N弨ε弩，
m∑
k=n

‖bk‖ < ε
M。从而

m∑
k=n

‖ak‖ ≤
m∑
k=n

M‖bk‖ < ε,

从而
∞∑
k=1

‖ak‖收敛。

弨弲弩 这是弨弱弩的逆否命题。

推论 8.2.4. 若 彬彩彭
k→+∞

‖ak‖
‖bk‖ < 弫∞，则上述定理结论成立。

因此当我们希望利用比较法证明一个级数
∞∑
k=1

ak 绝对收敛时，适当选取或

构造一个参照级数
∞∑
k=1

bk 就是核心任务。以下的 彄弧彁彬彥彭形彥彲彴和 彃彡彵彣彨役的判别

法就是利用几何级数作为比较的参照对象。

定理 8.2.5. 1. (D’Alembert 分式判别法) 如果存在 弰 < r < 弱以及 K0 使

得对任意 k ≥ K0，
‖ak+1‖
‖ak‖

< r,

则级数
∞∑
k=1

ak 绝对收敛。

如果

彬彩彭
k→+∞

‖ak+1‖
‖ak‖

< 弱,

则级数
∞∑
k=1

ak 绝对收敛。

2. 如果

彬彩彭
k→+∞

‖ak+1‖
‖ak‖

> 弱,

则级数
∞∑
k=1

ak 发散。
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3. (Cauchy根式判别法) 如果存在 弰 < r < 弱以及K0使得对任意 k ≥ K0，

‖ak‖
1
k < r,

则级数
∞∑
k=1

ak 绝对收敛。

如果

彬彩彭
k→+∞

‖ak‖
1
k < 弱,

则级数
∞∑
k=1

ak 绝对收敛。

4. 如果存在无穷多个 k使得

‖ak‖
1
k ≥ 弱,

则级数
∞∑
k=1

ak 发散。

如果

彬彩彭
k→+∞

‖ak‖
1
k > 弱,

则级数
∞∑
k=1

ak 发散。

证明. 弨弱弩 对任意 k > K0，

‖ak‖
‖aK0

‖
弽
‖aK0+1‖
‖aK0

‖
‖aK0+2‖
‖aK0+1‖

· · · ‖ak‖
‖ak−1‖

< rk−K0 ,

从而 ak 弽 O弨rk弩 弨k → 弫∞弩。因为 弰 < r < 弱，所以
∞∑
k=1

rk 收敛。于是由比较法

知级数
∞∑
k=1

ak 绝对收敛。

其他部分的证明留给读者完成。

例 8.2.6. 对任意 x，级数

弱 弫 x弫
x2

弲弡
弫
x3

弳弡
弫 · · ·

绝对收敛。

证明. 记 ak 弽 xk

k!。则 ‖ak‖ ≤
‖x‖k
k! 弽 bk，

bk+1

bk
弽
‖x‖
k 弫 弱

<
弱

弲
, ∀k > 弲‖x‖.

所以
∞∑
k=0

bk 收敛，从而
∞∑
k=0

ak 绝对收敛。

定理 8.2.7 弨积分判别法). 设 f 强 弨弰,弫∞弩 → R非负、单调减，则
∫ +∞

1
f弨x弩彤x

收敛当且仅当
∞∑
k=1

f弨k弩收敛。
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证明. 记 bk 弽
∫ k
k−1

f弨x弩彤x。则

f弨k − 弱弩 ≥ bk ≥ f弨k弩, ∀k ≥ 弱.

因此
∞∑
k=1

f弨k弩收敛当且仅当
∞∑
k=1

bk 收敛。

由

bn 弫 bn+1 弫 · · ·弫 bm 弽

∫ m

n−1

f弨x弩彤x

易知
∫ +∞

1
f弨x弩彤x满足彃彡彵彣彨役性质当且仅当

∞∑
k=1

bk 满足彃彡彵彣彨役性质。

从而
∫ +∞

1
f弨x弩彤x收敛当且仅当

∞∑
k=1

f弨k弩收敛。

例 8.2.8. 对任意实数 p，级数

∞∑
n=1

弱

np
,

∞∑
n=1

弱

n弨彬彮n弩p
,

∞∑
n=1

弱

n 彬彮弨彬彮 彬彮n弩p
, · · ·

中任何一个收敛都是当且仅当 p > 弱。

证明. 考虑
∫∞

1
1
xp 彤x,

∫∞
3

1
x(ln x)p 彤x, · · ·。

另外，我们还可以利用函数的渐近展开来研究级数的收敛性，这样的办法

称为比阶法，它不仅可以用于判别级数的绝对收敛性，也可用于判别一般的收

敛和发散性质。

例 8.2.9. 判断
∞∑
n=1

(
n 彬彮 2n+1

2n−1 − 弱
)
的敛散性。

解：

n 彬彮
弲n弫 弱

弲n− 弱
− 弱 弽 n 彬彮

弱 弫 1
2n

弱− 1
2n

− 弱

弽 n

[
彬彮

(
弱 弫

弱

弲n

)
− 彬彮

(
弱− 弱

弲n

)]
− 弱

弽 n

[
弱

弲n
− 弱

弴n2
弫O

(
弱

n3

)
−
(
− 弱

弲n
− 弱

弴n2
弫O

(
弱

n3

))]
− 弱

弽 O

(
弱

n2

)
, n→ 弫∞,
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因为
∞∑
n=1

1
n2 收敛，所以

∞∑
n=1

(
n 彬彮 2n+1

2n−1 − 弱
)
绝对收敛。

借助
∞∑
n=1

1
np 收敛性，可以结合比较法得到一些相应的收敛判别法。

对 an 弽 1
np，

an
an+1

弽

(
弱 弫

弱

n

)p
弽 弱 弫

p

n
弫 o

(
弱

n

)
, n→ 弫∞.

所以

p 弽 n

(
an
an+1

− 弱

)
弫 o弨弱弩, n→ 弫∞.

定理 8.2.10 弨Raabe判别法). 如果存在正整数 N0和实数 p > 弱使得当 n > N0

时

n

(
‖an‖
‖an+1‖

− 弱

)
> p,

则级数
∞∑
n=1

an 绝对收敛。

如果存在正整数 N0 和实数 p < 弱使得当 n > N0 时

n

(
‖an‖
‖an+1‖

− 弱

)
< p,

则级数
∞∑
n=1
‖an‖发散。

证明. 取 q ∈ 弨弱, p弩。则存在 N1 > N0使得对任意 n ≥ N1，

弨n弫 弱弩q

nq
弽

(
弱 弫

弱

n

)q
弽 弱 弫

q

n
弫 o

(
弱

n

)
< 弱 弫

p

n
<
‖an‖
‖an+1‖

.

从而

‖an‖ ≤
‖aN1

‖Nq
1

nq
.

因为
∞∑
n=1

1
nq 收敛，所以

∞∑
n=1

an 绝对收敛。

例 8.2.11. 证明
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα+(−1)n−1 绝对收敛当且仅当 α > 弱。

证明.

n

(
|an|
|an+1|

− 弱

)
弽 n

(
弨n弫 弱弩α 弫 弨−弱弩n

nα 弫 弨−弱弩n−1
− 弱

)
弽 n

((
弱 弫 1

n

)α
弫 (−1)n

nα

弱− (−1)n

nα

− 弱

)
弽 α弫 o弨弱弩, n→ 弫∞

所以由 归彡彡形彥判别法，当 α > 弱时，级数绝对收敛；当 α < 弱时，级数不是绝

对收敛。当 α 弽 弱时，
∣∣∣ (−1)n−1

n+(−1)n−1

∣∣∣ ≥ 1
n+1，级数不是绝对收敛。
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8.3 条件收敛的级数及其收敛判别法

定义 8.3.1. 称级数
∞∑
k=1

ak 条件收敛，如果它收敛但不是绝对收敛。

不变（正负）号的实数项级数必然是绝对收敛的。因此，条件收敛的实数

项级数，它的项必然总是不断变号的，即对任意 N ≥ 弱，{an}n≥N 中总是既有
正数又有负数。

定理 8.3.2. 如果以下三组条件之一成立，则级数
∞∑
n=1

anbn 收敛。

1. (Hardy)

(a)
N∑
n=1

an 有界；

(b)
∞∑
n=2
|bn − bn−1|收敛且 彬彩彭

n→+∞
bn 弽 弰。

2. (Dirichlet)

(a)
N∑
n=1

an 有界；

(b) bn 单调且 彬彩彭
n→+∞

bn 弽 弰。

3. (Abel)

(a)
∞∑
n=1

an 收敛；

(b) bn 单调且有界。

证明. 弨弱弩 证明 彈彡彲彤役判别法。记 AN 弽
N∑
n=1

an，于是存在M > 弰使得对任意

正整数 N，都有 |AN | ≤ M。对任意 ε > 弰，存在 Nε 使得对任意 N ≥ Nε，则

|bN | < ε
3M，

N+p∑
n=N+1

|bn − bn−1| < ε
3M。于是对任意正整数 p，

∣∣∣∣∣
N+p∑

n=N+1

anbn

∣∣∣∣∣ 弽
∣∣∣∣∣
N+p∑

n=N+1

弨An −An−1弩bn

∣∣∣∣∣
弽

∣∣∣∣∣AN+pbN+p+1 −ANbN −
N+p+1∑
n=N+1

An−1弨bn − bn−1弩

∣∣∣∣∣
≤M |bN+p+1|弫M |bN |弫

N+p+1∑
n=N+1

M |bn−1 − bn| < ε,
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因为 彬彩彭
n→+∞

bn 弽 弰，所以级数
∞∑
n=1

anbn 满足 彃彡彵彣彨役条件，从而收敛。

弨弲弩 证明 彈彡彲彤役⇒ 彄彩彲彩彣彨彬彥彴。不妨设 bn单调减。则

N∑
n=2

|bn − bn−1| 弽
N∑
n=2

弨bn−1 − bn弩 弽 b1 − bN → b1.

所以
N∑
n=2
|bn − bn−1|收敛。

弨弳弩 证明 彄彩彲彩彣彨彬彥彴⇒ 彁形彥彬。记 b 弽 彬彩彭
n→+∞

bn，cn 弽 bn − b。因此 cn 单调且

彬彩彭
n→+∞

cn 弽 弰。因为
∞∑
n=1

an 收敛，所以
N∑
n=1

an 有界。因此由 彄彩彲彩彣彨彬彥彴判别法知

级数
∞∑
n=1

ancn 收敛。由

N∑
n=1

anbn 弽

N∑
n=1

an弨cn 弫 b弩 弽

N∑
n=1

ancn 弫 b

N∑
n=1

an

知级数
∞∑
n=1

anbn 收敛。

注 8.3.3. 弨弱弩 上述证明的方法与广义积分收敛的 彄彩彲彩彣彨彬彥彴弭彁形彥彬判别法的证明

类似，使用了离散形式的“分部积分”。

弨弲弩 彄彩彲彩彣彨彬彥彴弭彁形彥彬判别法适用于 an是复数甚至是向量或矩阵的情形，然而

由于单调性假设，bn 必须是实数。

弨弳弩 如果
N∑
n=1
‖an‖有界，则因为它关于 N 单调不减，所以级数

∞∑
n=1
‖an‖收

敛。此时因为 |bn| ≤ K 弨 ∀n ≥ 弱 弩，所以

‖anbn‖ ≤ K‖an‖, ∀n ≥ 弱.

所以级数
∞∑
n=1

anbn 绝对收敛。因此 彄彩彲彩彣彨彬彥彴弭彁形彥彬判别法通常用于当
∞∑
n=1

an 不

是绝对收敛时级数
∞∑
n=1

anbn的收敛性。

例 8.3.4. 对复数 z，级数
∞∑
n=1

zn

n 收敛当且仅当 |z| ≤ 弱且 z 6弽 弱。

证明. 根据 彃彡彵彣彨役根式判别法，因为

彬彩彭
n→+∞

∣∣∣∣znn
∣∣∣∣1/n 弽 |z|,

所以当 |z| < 弱时，级数
∞∑
n=1

zn

n 绝对收敛；当 |z| > 弱时，级数
∞∑
n=1

zn

n 发散。

当 z 弽 弱时，
∞∑
n=1

zn

n 弽
∞∑
n=1

1
n 发散。
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若 |z| 弽 弱且 z 6弽 弱，则∣∣∣∣∣
N∑
n=1

zn

∣∣∣∣∣ 弽 ∣∣弨弱− z弩−1弨z − zN+1弩
∣∣ ≤ 弲|弨弱− z弩−1|,

所以由 彄彩彲彩彣彨彬彥彴判别法知级数
∞∑
n=1

zn

n 收敛，但它不绝对收敛。

以下的交错级数 彌彥彩形彮彩彺判别法是 彄彩彲彩彣彨彬彥彴判别法的一个很特殊的情况。

定义 8.3.5. 称级数
∞∑
k=1

弨−弱弩kbk 为一个交错级数，其中所有 bk ≥ 弰。也就是这

个级数的项正负交替出现。

推论 8.3.6 弨Leibniz 判别法). 设级数
∞∑
k=1

弨−弱弩kbk 满足：b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn ≥

· · · ≥ 弰。则该级数收敛当且仅当 彬彩彭
k→+∞

bk 弽 弰。

例 8.3.7. 设 α > 弰，讨论
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα+(−1)n−1 的收敛性。

解： 这是一个交错级数，但不满足 彌彥彩形彮彩彺判别法中的单调性条件。我们对通

项进行渐近展开，

an 弽
弨−弱弩n−1

nα
弱

弱 弫 (−1)n−1

nα

弽
弨−弱弩n−1

nα
− 弱 弫 o弨弱弩

n2α
弽

弨−弱弩n−1

nα
− bn.

而

彬彩彭
n→+∞

bn
1
n2α

弽 弱,

所以，级数
∞∑
n=1

bn （绝对）收敛当且仅当级数
∞∑
n=1

1
n2α （绝对）收敛，后者当

且仅当 α > 1
2。

当 α > 弱时，级数
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα ,
∞∑
n=1

bn都是绝对收敛的，所以原级数绝对收

敛。

当 1
2 < α ≤ 弱时，级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα 条件收敛，级数
∞∑
n=1

bn绝对收敛，所以

原级数条件收敛。

当 α ≤ 1
2 时，级数

∞∑
n=1

(−1)n

nα 条件收敛，级数
∞∑
n=1

bn 发散，所以原级数发

散。

注 8.3.8. 对 弰 < α ≤ 1
2，虽然级数

∞∑
n=1

(−1)n

nα （条件）收敛，并且
(−1)n−1

nα+(−1)n−1 弽

(−1)n

nα 弨弱弫 o弨弱弩弩，但是
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα+(−1)n−1 发散。这说明适用于绝对收敛级数的比较

法并不适用于条件收敛的级数。
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8.4 级数的交换律、结合律

结合律

加法结合律就是不改变级数项的排列次序，但让其中一些位置相邻的项先

加起来，最后的结果不改变。这对有限多个数的加法是成立的，我们看看它是

否对级数弨无穷多个数排列相加弩也成立。

例 8.4.1. 弱 弫 弨−弱弩 弫 弱 弫 弨−弱弩 弫 · · ·，即级数
∞∑
n=1

弨−弱弩n−1，它是发散的。但是

彛弱 弫 弨−弱弩彝 弫 彛弱 弫 弨−弱弩彝 弫 · · ·

是收敛的，和为 弰。而

弱 弫 彛弨−弱弩 弫 弱彝 弫 彛弨−弱弩 弫 弱彝 弫 · · ·

也是收敛的，和却为 弱。

因此不是所有级数都满足结合律。

是否有可能通过适当加括号分组让和取其他值或无穷大呢？事实上，上述

级数的部分和数列

Sn 弽

弱, n是奇数,

弰, n是偶数.

定理 8.4.2. 收敛级数满足结合律。

证明. 因为分组加括号后得到的新级数的部分和数列是原来级数部分和数列的

子列。

定理 8.4.3. 存在这样一个级数
∞∑
n=1

an，满足：对任意实数 x ∈ R，存在一个

分组方式使得原级数在该分组下的新级数收敛，且和为 x；同时也存在一个分

组方式，使得这个级数在相应分组下的新级数的部分和数列无界(或趋于无穷

大)。

证明. 请构造一个满足要求的级数。

交换律

所谓交换律就是：对正整数集的任何一个排列 σ 强 N∗ → N∗，是否级数
∞∑
n=1

aσ(n) 与级数
∞∑
n=1

an 总是具有相同的敛散性，且它们收敛时和相等？

级数交换律的问题要远比结合律复杂，因为允许交换无穷多项的次序，所

以
∞∑
n=1

aσ(n) 的部分和数列有可能与
∞∑
n=1

an的部分和数列没有任何关系。

定理 8.4.4. 绝对收敛的级数满足交换律。
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证明. 设级数
∞∑
n=1

an 绝对收敛，其和为 S，其部分和 Sn 弽
n∑
k=1

ak。设
∞∑
n=1

aσ(n)

是
∞∑
n=1

an 的任一重排，其部分和为 彾Sm 弽
m∑
k=1

aσ(k)。

对任意 ε > 弰，因为
∞∑
n=1

an绝对收敛，所以存在正整数nε使得
∞∑

k=nε+1

‖ak‖ <

ε，因此 ‖Snε − S‖ ≤
∞∑

k=nε+1

‖ak‖ < ε。

对任意 n，记 An 弽 {弱, 弲, . . . , n}，Nn 弽 彭彡彸σ−1弨An弩。

于是对任意m ≥ Nn，σ−1弨An弩 ⊆ ANn ⊆ Am，从而 An ⊆ σ弨Am弩。于是，

彾Sm 弽

m∑
k=1

aσ(k) 弽
∑

j∈σ(Am)

aj 弽

n∑
j=1

aj 弫
∑

j∈σ(Am)\An

aj 弽 Sn 弫
∑

j∈σ(Am)\An

aj ,

从而对任意m ≥ Nnε，

‖ 彾Sm − S‖ ≤ ‖ 彾Sm − Snε‖弫 ‖Snε − S‖

≤
∑

j∈σ(Am)\Anε

‖aj‖弫 ‖Snε − S‖

≤
∞∑

j=nε+1

‖aj‖弫 ‖Snε − S‖ < 弲ε.

因此级数
∞∑
n=1

aσ(n) 收敛，且
∞∑
n=1

aσ(n) 弽 S。对
∞∑
n=1
‖aσ(n)‖使用上述证明，得

到
∞∑
n=1

aσ(n) 绝对收敛。

接下来我们考察无穷多次改变正负号且不是绝对收敛的实数级数。

首先，不是每个这样的级数都可以重排为收敛级数，例如
∞∑
n=1

弨−弱弩nn，这

个级数无论怎样排列都是发散的——因为对任意重排
∞∑
n=1

aσ(n)都有 |aσ(n)| ≥ 弱；

而 彬彩彭
n→+∞

aσ(n) 弽 弰是级数
∞∑
n=1

aσ(n) 收敛的必要条件。

定理 8.4.5. 对任何条件收敛的实数项级数
∞∑
n=1

an，以及任何A ∈ R∪{弫∞,−∞}，

都存在重排
∞∑
n=1

aσ(n) 使得 彬彩彭
N→+∞

N∑
n=1

aσ(n) 弽 A。

证明. 因为级数
∞∑
n=1

an 条件收敛，所以它有无穷多个非负项和无穷多个负项。

数列 an 的所有非负项组成子列 ap1 , ap2 , . . .，所有负数项组成子列 an1
, an2

, . . .。

从而 彬彩彭
k→+∞

pk 弽 弫∞， 彬彩彭
k→+∞

nk 弽 弫∞。

级数
∞∑
k=1

apk 弽 弫∞，
∞∑
k=1

ank 弽 −∞。（假若其中有一个收敛，则另一个必

然也收敛，并且两个级数都是绝对收敛。这样
∞∑
n=1

an 绝对收敛，但这与已知矛

盾。）
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任取实数 A。我们按以下规则每次从上述两个子列中按序列顺序取出一些

项求和，这样得到的级数是
∞∑
n=1

an 的一个重排。我们证明最终得到的级数和为

A。我们记这个级数的部分和为 Sn。

最开始时令 S0 弽 弰。每当 Sn < A时，就从非负项子列再取一些项加入 Sn，

从而 Sn 不断增长，直到 Sn 大于 A；每当 Sn > A时，就从负项子列再取一些

项加入 Sn，使得 Sn 不断减少，直到 Sn小于 A。

这样就得到正整数列 N1 < M1 < N2 < M2 < · · · 使得部分和序列 Sn 在

彛Nk,Mk彝 上严格减，在 彛Mk, Nk+1彝 上单调不减，对任意 n ∈ 彛Nk,Mk弩 及任意

m ∈ 彛Mk, Nk+1弩， SNk ≥ Sn ≥ SMk−1 > A ≥ SNk+1−1 ≥ Sm ≥ SMk
。因此

|Sn −A| ≤ aσ(Nk), |Sm −A| ≤ aσ(Mk).

因为 彬彩彭
j→+∞

aσ(j) 弽 弰，所以 彬彩彭
n→+∞

Sn 弽 A。

其余证明留给读者完成。

级数的乘积

定理 8.4.6. 如果级数
∞∑
n=0

an 和
∞∑
n=0

bn 都绝对收敛，则级数
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
绝对收敛，且

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
弽

( ∞∑
n=0

an

)
·

( ∞∑
n=0

bn

)
.

例 8.4.7. 我们已经知道级数 彥彸彰弨x弩 弽
∞∑
n=0

xn

n! 对所有 x绝对收敛，所以根据上

述定理和 彎彥彷彴彯彮二项式定理，( ∞∑
n=0

xn

n弡

)( ∞∑
n=0

yn

n弡

)
弽

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

xk

k弡

yk

弨n− k弩弡

)
弽

∞∑
n=0

弨x弫 y弩n

n弡
.

即 彥彸彰弨x弩 · 彥彸彰弨y弩 弽 彥彸彰弨x弫 y弩。

这件事对所有复数 x, y 成立，对任何两个可交换弨即满足 xy 弽 yx 弩的矩阵

x, y也成立。

另外，易见 彥彸彰弨弱弩 弽 彥。稍后我们会证明对实数 x，彥彸彰弨x弩 弽 彥x。

上面的那个定理是以下定理的特殊情形。
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定理 8.4.8. 如果级数
∞∑
n=0

( ∑
i+j=n

|ai,j |

)
收敛，则对于任何一一对应 σ 强 N →

N× N，级数
∞∑
n=0

aσ(n) 绝对收敛，且

∞∑
n=0

aσ(n) 弽

∞∑
n=0

∑
i+j=n

ai,j .

证明. 事实上，对级数
∞∑
n=0

∑
i+j=n

ai,j，存在一个特殊的一一对应 τ 强 N→ N×N，

使得级数
∞∑
n=0

∑
i+j=n

ai,j 就是级数
∞∑
n=0

aτ(n)。

于是对于任何一一对应 σ 强 N→ N× N，级数
∞∑
n=0

aσ(n) 是
∞∑
n=0

aτ(n) 的一个

重排：σ ◦ τ−1 强 N→ N。所以根据级数重排定理，级数
∞∑
n=0

aσ(n) 绝对收敛，且

∞∑
n=0

aσ(n) 弽
∞∑
n=0

aτ(n)。

考虑
∞∑
n=0

∑
max{i,j}=n

aibj，可得上一个定理的结论，这是因为：

N∑
n=0

∑
max{i,j}=n

aibj 弽
∑
i,j≤N

aibj 弽

N∑
i=0

ai ·
N∑
j=0

bj .

习题弸弮弴

弱弮 对于实数级数
∞∑
n=1

an，证明：若级数
∞∑
n=1

(
kn+1−1∑
j=kn

aj

)
（k1 弽 弱 < k2 <

k3 < · · · < kn < · · ·）收敛，且同一括号中所有 aj 同号，则级数
∞∑
n=1

an

收敛，且和不变。

8.5 无穷乘积

形如
∞∏
n=1

an的对象称为无穷乘积。称无穷乘积
∞∏
n=1

an收敛，如果

{
N∏
n=1

an

}
N≥1

收敛于一个非零数。

记 PN 弽
N∏
n=1

an。则 PN 收敛的必要条件是 aN+1 弽 PN+1

PN
→ 弱 弨 N →

弫∞弩。

因此不妨设所有 an > 弰。此时
∞∏
n=1

an 收敛当且仅当
∞∑
n=1

彬彮 an 收敛，且

∞∏
n=1

an 弽 彥

∞∑
n=1

ln an
。

于是，我们可以把无穷乘积的研究就转变为对相应的级数的研究。
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例 8.5.1. 弱強弳弴年，时年弲強岁的 彅彵彬彥彲发现了以下等式

彳彩彮x

x
弽

∞∏
n=1

(
弱− x2

n2π2

)
.

把左边 彔彡役彬彯彲展开，并两边比较 x2 的系数，彅彵彬彥彲得到
∞∑
n=1

1
n2 弽 π2

6 ，从而解

决了意大利数学家 彐彩彥彴彲彯 彍彥彮彧彯彬彩于弱弶弴弴年提出的这个充满挑战性的问题弨被称

为 彂彡彳彥彬问题弩，它曾令 彂彥彲彮彯彵彬彬彩兄弟、彌彥彩形彮彩彺等一众数学家束手无策，以至

于号称无穷级数大师的 彊彡彣彯形 彂彥彲彮彯彵彬彬彩在他的论文中不得不这样写道“如果谁

能解决并告知这个我们无能为力的问题，我们将不胜感激”。

我们可以用上面所说的办法证明上式右端的无穷乘积是收敛的。

彬彮

∞∏
n=1

(
弱− x2

n2π2

)
弽

∞∑
n=1

彬彮

(
弱− x2

n2π2

)
弽

∞∑
n=1

O

(
弱

n2

)

绝对收敛。在下一章我们会给出等式
∞∑
n=1

1
n2 弽 π2

6 的一个严格证明。
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8.6 习题讨论课：数项级数

弱弮 求和。裂项错位相减

弨弱弩
∞∑
k=1

弨bk+1 − bk弩收敛当且仅当 彬彩彭
k→+∞

bk 收敛。

弨弲弩
∞∑
n=1

1
(pn+q)[p(n+1)+q]

弨弳弩
∞∑
n=1

1
n(n+1)(n+2)

弨弴弩
∞∑
n=1

弨
√
n弫 弲− 弲

√
n弫 弱 弫

√
n弩

弨張弩 设 彬彩彭
n→+∞

nun 收敛。证明级数
∞∑
n=1

弨n 弫 弱弩弨un+1 − un弩 收敛当且仅当

∞∑
n=1

un 收敛。

弨弶弩
N∑
n=1

彳彩彮nx弨这虽然不是级数，但在使用 彄彩彲彩彣彨彬彥彴判别法时需要计算部

分和并验证部分和有界弩

弲弮 讨论
∞∑
n=1

nzn 的收敛性并求和。

弳弮 弨Cauchy凝聚定理弩 设数列 {an} 单调不增，证明
∞∑
n=1

an 收敛当且仅当

∞∑
n=1

弲na2n收敛。用这个办法来检验
∞∑
n=1

1
np，

∞∑
n=1

1
n(lnn)p 的收敛性。弱弶弸弹年

彊彡彣彯形 彂彥彲彮彯彵彬彬彩用这个办法证明了调和级数
∞∑
n=1

1
n 是发散的。

弴弮 弨弱弩 对任意复数 z，证明

C弨z弩 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nz2n

弨弲n弩弡
, S弨z弩 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nz2n+1

弨弲n弫 弱弩弡

都是绝对收敛的。

弨弲弩 证明任意复数 z1, z2，

C弨z1 − z2弩 弽 C弨z1弩C弨z2弩 弫 S弨z1弩S弨z2弩.

从而对任意复数 z，

C弨z弩2 弫 S弨z弩2 弽 弱.

弨弳弩 证明对任意复数 z，

C弨z弩 弫 彩S弨z弩 弽 彥彸彰弨彩z弩.

張弮 讨论级数收敛性弨绝对收敛、条件收敛、发散弩

弨弱弩
∞∑
n=1

彳彩彮 π
2n
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弨弲弩
∞∑
n=1

lnn

n
3
2

弨弳弩
∞∑
n=1

1
n 彳彩彮 1√

n

弨弴弩
∞∑
n=1

(
彥

1√
n − 弱

)
弨張弩

∞∑
n=1

n2

2n

弨弶弩
∞∑
n=1

(2n−1)!!
3nn!

弨強弩
∞∑
n=1

弲n−1 彴彡彮 π
2n

弨弸弩
∞∑
n=1

1
3n

(
弱 弫 1

n

)n2

弨弹弩
∞∑
n=1

1
3
√
n+1

彬彮 n+2
n

弨弱弰弩
∞∑
n=1

(−1)n

n−lnn

弨弱弱弩
∞∑
n=2

弨−弱弩n
√

n+1
n(n−1)

弨弱弲弩
∞∑
n=1

彳彩彮弨π
√
n2 弫 弱弩

弨弱弳弩
∞∑
n=1

sinn
np+sinn

弶弮 我们知道级数 S 弽
∞∑
n=1

1
n2 收敛，因此部分和 Sn是 S的近似值。为了得到

S 的更好的近似值，我们可以考虑对 Sn 进行修正。比如假设

S 弽 Sn 弫
A

n
弫O

(
弱

n2

)
.

证明 A 弽 弱。请试做进一步的修正，并通过数值计算进行观察。
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第 9章 函数项级数与幂级数

9.1 一致收敛与极限函数的性质

定义 9.1.1. 设 I ⊆ R，对函数 f 强 I → R，记

‖f‖∞ 弽 彳彵彰
x∈I
|f弨x弩|.

对函数序列 fn 强 I → R，我们称 fn 在 I 上一致收敛于 f 弨记为 fn
I

⇒ f弩，如果

彬彩彭
n→+∞

‖fn − f‖∞ 弽 弰,

即：对任意 ε > 弰，存在 N弨ε弩 使得对任意正整数 n > N弨ε弩，对任意 x ∈ I，
|fn弨x弩− f弨x弩| < ε。这里所说的一致是指 N弨ε弩与 x ∈ I 无关。

若对任意 x ∈ I 都有 彬彩彭
n→+∞

fn弨x弩 弽 f弨x弩，则称 fn 在 I 上逐点收敛于 f，

即对任意 x ∈ I 以及任意 ε > 弰，存在 N弨x, ε弩使得对任意正整数 n > N弨x, ε弩，

|fn弨x弩− f弨x弩| < ε。

很明显，若 fn在 I 上一致收敛于 f，则 fn在 I 上逐点收敛于 f。但下面这

个例子表明逐点收敛并不蕴涵一致收敛。

弲弰弳
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例 9.1.2. 当 n→ 弫∞时，xn在区间 彛弰, 弱彝上逐点收敛于函数

f弨x弩 弽

弰, 弰 ≤ x < 弱弻

弱, x 弽 弱.

xn在任何区间 彛弰, a彝 弨 弰 < a < 弱 弩上一致收敛，但在区间 彛弰, 弱彝上不是一致收敛。

证明. 当 弰 ≤ x < 弱时，fn弨x弩 弽 xn 满足 彬彩彭
n→+∞

fn弨x弩 弽 弰。对 x 弽 弱，fn弨弱弩 弽

弱，所以 彬彩彭
n→+∞

fn弨弱弩 弽 弱。所以 fn在 彛弰, 弱彝上逐点收敛于 f。

对任意 弰 < a < 弱，在区间 彛弰, a彝上，

‖fn − f‖∞ 弽 彳彵彰
x∈[0,a]

|xn − 弰| 弽 an → 弰, n→ 弫∞.

所以 fn 在 彛弰, a彝上一致收敛于 f。

在区间 彛弰, 弱彝 上，对任意正整数 n ≥ 弲，取 xn 弽 n

√
弱− 1

n，则 fn弨xn弩 弽

弱− 1
n，f弨xn弩 弽 弰，所以

‖fn − f‖∞ ≥ |fn弨xn弩− f弨xn弩| 弽 弱− 弱

n
≥ 弱

弲
.

因此 fn 在 彛弰, 弱彝上不是一致收敛于 f 的。

注 9.1.3. 几何上， fn 在 I 上一致收敛于 f，意味着当 n充分大时，fn 的图像

全部落入以 f 的图像为中心上下宽度为 弲ε的带形区域中。很明显，上面这个例

子明显无法做到这一点。

定理 9.1.4. 函数序列 {fn} 在 I 上一致收敛当且仅当 {fn} 在 I 上满足一致

Cauchy 条件：即对任意 ε > 弰，存在 N弨ε弩 使得对任意正整数 m,n > N弨ε弩，

‖fm − fn‖∞ < ε，即对任意 x ∈ I， |fn弨x弩− fm弨x弩| < ε。
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证明. 必要性是显然的。下证充分性。设 {fn}在 I上满足一致彃彡彵彣彨役条件。则

对任意x ∈ I，数列 fn弨x弩是彃彡彵彣彨役数列，从而存在极限，记 f弨x弩 弽 彬彩彭
n→+∞

fn弨x弩。

由一致 彃彡彵彣彨役 知：对任意 ε > 弰，存在 N弨ε弩 使得对任意正整数 m,n >

N弨ε弩，对任意 x ∈ I，|fn弨x弩− fm弨x弩| < ε。

让m → 弫∞，则 |fn弨x弩− f弨x弩| ≤ ε。这对所有正整数 n > N弨ε弩以及任意

x ∈ I 都成立，所以 {fn}在 I 上一致收敛于 f。

记

B弨I弩 弽 {f 强 I → R|‖f‖∞ < 弫∞},

即 B弨I弩为在 I 上定义且有界的函数组成的集合。

易见， B弨I弩是一个线性空间， ‖ · ‖∞是它上面的一个范数。当 I 是有界闭

集时，连续函数组成的集合 C弨I弩是 B弨I弩是的一个线性子空间。

定理 9.1.5. 设 fn ∈ B弨I弩，fn 在 I 上一致收敛到 f。则

1. f ∈ B弨I弩，即 弨B弨I弩, ‖ · ‖∞弩是完备的。

2. fn 在 I 上一致有界：即存在 M > 弰 使得对任意 n 以及任意 x ∈ I 都有

|fn弨x弩| ≤M。

证明. 弨弱弩 因为 fn在 I 上一致收敛到 f，所以存在 N 使得对任意 n ≥ N 以及任
意 x ∈ I， |fn弨x弩− f弨x弩| < 弱。

从而 |f弨x弩| ≤ |fN 弨x弩|弫 弱 ≤ ‖fN‖∞ 弫 弱，因此 f ∈ B弨I弩。
弨弲弩 对任意正整数 n ≥ N 和任意 x ∈ I，|fn弨x弩| ≤ |f弨x弩| 弫 弱 ≤ ‖f‖∞ 弫 弱。

所以对任意正整数 n ≥ 弱， ‖fn‖∞ ≤ ‖f1‖∞弫‖f2‖∞弫 · · ·弫‖fN‖∞弫‖f‖∞弫弱。

因此 fn 在 I 上一致有界。

例 9.1.6. 设

fn弨x弩 弽

n, 弰 < x ≤ 1
n ,

1
x ,

1
n < x ≤ 弱.

很明显 fn在区间 弨弰, 弱彝上逐点收敛到 1
x，却不是一致收敛。因为，如果 fn在区

间 弨弰, 弱彝上一致收敛，则极限函数必然是 1
x。每个 fn都有界，但

1
x 是无界函数，

这与上述定理矛盾。另外，虽然每个 fn都有界，但它们不是一致有界的，所以

根据上述定理也可以知道这收敛不是一致收敛。

问题 9.1.7. 在数列情形我们知道有界的实数列或复数列都有收敛的子列。现在

的问题是，如果 fn 在 I 上一致有界，那么它是否有子列在 I 上一致收敛？

定理 9.1.8. 设 fn ∈ C弨I弩并且 {fn}在 I 上一致收敛到 f，则

1. f ∈ C弨I弩。当 I 是有界闭集时，C弨I弩是 弨B弨I弩, ‖ · ‖∞弩的闭子集。
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2. 当 I 是有界闭集时，fn 在 I 上等度一致连续：即对任意 ε > 弰，存在

δ弨ε弩 > 弰使得对任意正整数 n以及任意 x, y ∈ I，只要 |x − y| < δ弨ε弩，就

都有 |fn弨x弩− fn弨y弩| < ε。

证明. 弨弱弩 因为{fn}在 I 上一致收敛到 f，所以对任意 ε > 弰，存在 Nε 使得对

任意正整数 n ≥ Nε，对任意 x ∈ I， |fn弨x弩− f弨x弩| < ε。

对每个 x0 ∈ I，因为 fNε 在 x0 连续，所以存在 δ弨x0, ε弩 > 弰 使得对任意

x ∈ I，只要 |x− x0| < δ弨x0, ε弩，就有 |fNε弨x弩− fNε弨x0弩| < ε。因此，

|f弨x弩− f弨x0弩| ≤ |f弨x弩− fNε弨x弩|弫 |fNε弨x弩− fNε弨x0弩|弫 |fNε弨x0弩− f弨x0弩| < 弳ε.

所以 f 在 x0连续。

弨弲弩 当 I 是有界闭集时，f 在 I 上一致连续，所以存在 δ1弨ε弩 > 弰使得对任

意 x, y ∈ I，只要 |x− y| < δ1弨ε弩，就都有 |f弨x弩− f弨y弩| < ε。

对任意 n > Nε，

|fn弨x弩− fn弨y弩| ≤ |fn弨x弩− f弨x弩|弫 |f弨x弩− f弨y弩|弫 |f弨y弩− fn弨y弩| ≤ 弳ε.

对 n ≤ Nε，存在 δ2弨ε弩 > 弰使得对任意 x, y ∈ I，只要 |x− y| < δ1弨ε弩，就有

|fn弨x弩− fn弨y弩| ≤ ε.

因此对任意正整数 n以及任意 x, y ∈ I，只要 |x − y| < 彭彩彮{δ1弨ε弩, δ2弨ε弩}，
就都有 |fn弨x弩− fn弨y弩| < 弳ε。所以 fn在 I 上等度一致连续：

定理 9.1.9. 设 fn ∈ R彛a, b彝并且 {fn}在 彛a, b彝上一致收敛于 f，则 f ∈ R彛a, b彝
且
∫ b
a
f弨x弩彤x 弽 彬彩彭

n→+∞

∫ b
a
fn弨x弩彤x。因此R彛a, b彝 是 弨B弨I弩, ‖ · ‖∞弩 的闭子集，

∫ b
a

是 R彛a, b彝上的连续函数。

证明. 因为 fn ∈ R彛a, b彝，所以 fn 有界。由前面的定理结论知 f 有界。

记 Dn 为 fn 在 彛a, b彝中的的间断点组成的集合，则 Dn 长度为零。令 D 弽⋃
n≥1Dn，则 D长度为零。对任意 x ∈ 彛a, b彝\D，每个 fn 都在 x连续。由上述

定理的证明知 f 在 x处连续。所以 f 在 彛a, b彝中的间断点组成的集合长度为零。

因此由 归彩彥彭彡彮彮可积的 彌彥形彥彳彧彵彥准则知 f ∈ R彛a, b彝。
由∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn弨x弩彤x−
∫ b

a

f弨x弩彤x

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|fn弨x弩− f弨x弩|彤x ≤ 弨b− a弩‖fn − f‖

知
∫ b
a
f弨x弩彤x 弽 彬彩彭

n→+∞

∫ b
a
fn弨x弩彤x

例 9.1.10. 把区间 彛弰, 弱彝中的所有有理数写成一个数列 rn，令

fn弨x弩 弽

弱, x ∈ {r1, . . . , rn},

弰, x ∈ 彛弰, 弱彝\{r1, . . . , rn}.
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则 fn ∈ R彛弰, 弱彝且
∫ 1

0
fn弨x弩彤x 弽 弰。fn 逐点收敛到 彄彩彲彩彣彨彬彥彴函数，但后者不是

归彩彥彭彡彮彮可积函数。

例 9.1.11. 考虑函数序列

fn弨x弩 弽


弲2n+2x, 弰 ≤ x ≤ 1

2n+1 ,

弲2n+2
(

1
2n − x

)
, 1

2n+1 ≤ x ≤ 1
2n ,

弰 1
2n ≤ x ≤ 弱.

则 fn ∈ R彛弰, 弱彝 且
∫ 1

0
fn弨x弩彤x 弽 弱。fn 逐点收敛到常值函数 f 弽 弰，后者是

归彩彥彭彡彮彮可积函数，但是
∫ 1

0
f弨x弩彤x 弽 弰。

定理 9.1.12. 设 fn ∈ C1彛a, b彝，{fn弨a弩}收敛，{f ′n}在 彛a, b彝上一致收敛于 g，则

{fn}在 彛a, b彝上一致收敛，其极限 f 满足 f ∈ C1彛a, b彝且 f ′ 弽 g。

证明. 由连续性定理知，g ∈ C彛a, b彝。
令 A 弽 彬彩彭

n→+∞
fn弨a弩， f弨x弩 弽 A 弫

∫ x
a
g弨t弩彤t。则 f ∈ C1彛a, b彝，f弨a弩 弽 A，

f ′ 弽 g。

对每个正整数 n，fn弨x弩 弽 fn弨a弩 弫
∫ x
a
f ′n弨t弩彤t。

于是对任意 x ∈ 彛a, b彝，

|fn弨x弩− f弨x弩| 弽
∣∣∣∣fn弨a弩− f弨a弩 弫 ∫ x

a

f ′n弨t弩− g弨t弩彤t
∣∣∣∣

≤ |fn弨a弩− f弨a弩|弫 弨b− a弩‖f ′n − g‖,

所以 fn 一致收敛于 f。

习题弹弮弱

弱弮 设 I 是 Rm 的非空有界闭子集。K ⊂ C弨I弩满足一致有界、等度一致连续。
证明 K中任何序列 {fn}n≥1都含有一致 彃彡彵彣彨役的子列。

9.2 函数项级数的一致收敛性与和函数的性质

定义 9.2.1. 称函数项级数
∞∑
n=1

un弨x弩在 I ⊆ R上一致收敛，如果它的部分和序

列 SN 弨x弩 弽
N∑
n=1

un弨x弩在 I ⊆ R上一致收敛。

于是把上一节的结论应用到函数项级数得到
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定理 9.2.2. 设函数项级数
∞∑
n=1

un弨x弩在 I ⊆ R上一致收敛。则

1. 如果每个 un ∈ B弨I弩，则和函数
∞∑
n=1

un ∈ B弨I弩。

2. 如果每个 un ∈ C弨I弩，则和函数
∞∑
n=1

un ∈ C弨I弩，从而对任意 x0 ∈ I，

彬彩彭
x→x0

∞∑
n=1

un弨x弩彤x 弽

∞∑
n=1

彬彩彭
x→x0

un弨x弩.

3. 如果 I 是有界闭区间且每个 un ∈ R弨I弩，则和函数
∞∑
n=1

un ∈ R弨I弩，并且

∫
I

∞∑
n=1

un弨x弩彤x 弽

∞∑
n=1

∫
I

un弨x弩彤x.

定理 9.2.3. 设函数项级数
∞∑
n=1

un弨x弩在区间 I ⊆ R上满足

1. 每个 un ∈ C1弨I弩，且
∞∑
n=1

u′n 在 I 上一致收敛；

2. 存在 x0 ∈ I 使得
∞∑
n=1

un弨x0弩收敛，

则和函数
∞∑
n=1

un 在 I 上一致收敛，并且

( ∞∑
n=1

un弨x弩

)′
弽

∞∑
n=1

u′n弨x弩.

关于函数项级数的一致收敛性，有以下重要结论。

定理 9.2.4. 函数项级数
∞∑
n=1

un弨x弩在 I ⊆ R上一致收敛当且仅当它在 I 上满足

一致 Cauchy条件：即对于任何 ε > 弰，存在 N弨ε弩使得对任意正整数 n ≥ N弨ε弩

和正整数 p ≥ 弱，

∥∥∥∥∥ n+p∑
k=n+1

un

∥∥∥∥∥
∞

< ε，即对任意 x ∈ I，都有

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

uk弨x弩

∣∣∣∣∣ < ε.

判别函数项级数一致绝对收敛，最常用的方法是彗彥彩彥彲彳彴彲彡彳彳强级数法。

定理 9.2.5 弨Weierstrass). 如果存在收敛的数项级数
∞∑
n=1

an 使得对任意 n ≥ 弱

|un弨x弩| ≤ an, ∀x ∈ I,

即 ‖un‖∞ ≤ an，则函数项级数
∞∑
n=1

un弨x弩在 I 上一致绝对收敛。
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例 9.2.6. 讨论级数
∞∑
n=1

x2

(1+x2)n 弨x ∈ R弩的一致收敛性。

解： 对任何 δ > 弰，当 |x| ≥ δ时，对任意正整数 n，

弰 ≤ x2

弨弱 弫 x2弩n
≤ 弱

弨弱 弫 x2弩n−1
≤ 弱

弨弱 弫 δ2弩n−1
,

级数
∞∑
n=1

1
(1+δ2)n−1 收敛，所以

∞∑
n=1

x2

(1+x2)n 在 {x ∈ R||x| ≥ δ}上一致收敛。

对任意正整数 n ≥ 弲，函数 un弨x弩 弽
x2

(1+x2)n 在 xn 弽 ±1√
n−1
处取最大值。对

n < k ≤ 弲n，

uk弨xn弩 弽
1

n−1(
弱 弫 1

n−1

)k > 1
n(

弱 弫 2
n

)2n > 弱

彥4n
,

因此

‖un+1 弫 · · ·弫 u2n‖∞ ≥
2n∑

k=n+1

uk弨xn弩 >
弱

彥4
,

因此级数
∞∑
n=1

x2

(1+x2)n 在任何以 弰为聚点的区间上都不是一致收敛的。

判别函数项级数一致条件收敛的常用方法是如下的 彈彡彲彤役弭彄彩彲彩彣彨彬彥彴弭彁形彥彬

判别法。

定理 9.2.7 弨Hardy-Dirichlet-Abel). 如果以下三组条件之一成立，则级数
∞∑
n=1

un弨x弩vn弨x弩在 I 上一致收敛。

1. (Hardy)

(a)
N∑
n=1

un 在 I 上一致有界；

(b)
∞∑
n=1
|vn+1 − vn|在 I 上一致收敛，且 vn

I

⇒ 弰。

2. (Dirichlet)

(a)
N∑
n=1

un 在 I 上一致有界；

(b) vn 关于 n单调，且单调性对 x ∈ I 相同，且 vn
I

⇒ 弰。

3. (Abel)

(a)
∞∑
n=1

un 在 I 上一致收敛；

(b) vn 关于 n单调且有界，且对 x ∈ I 一致。
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例 9.2.8. 弱弸弳弰年，彂彯彬彺彡彮彯构造了一个处处连续但处处不可微的函数。弱弸弶弰年，

彗彥彩彥彲彳彴彲彡彳彳构造了如下函数

f弨x弩 弽

∞∑
n=0

an 彣彯彳弨bnπx弩.

很明显，当 弰 < a < 弱 时，该级数在 R 上一致收敛，从而 f 是连续函数。

彗彥彩彥彲彳彴彲彡彳彳证明了，当 ab > 弱 弫 3π
2 时，f 处处不可微。

随后，数学家们给出了越来越多这样的函数的例子，并且证明了绝大多数

的连续函数都是处处不可微的。关于这个话题的历史详见 彊彯彨彡彮 彔彨彩彭的硕士

论文 彃彯彮彴彩彮彵彯彵彳 彎彯彷彨彥彲彥 彄彩弋彥彲彥彮彴彩彡形彬彥 彦彵彮彣彴彩彯彮彳。

例 9.2.9. 证明
∞∑
n=1

彳彩彮nx

n
弽
π − x
弲

, 弰 < x < 弲π,

且上述级数在区间 弨弰, 弲π弩中内闭一致收敛。

证明. 对任意 弰 < δ < π，当 δ ≤ x ≤ 弲π − δ时，

N∑
n=1

彳彩彮nx

n
弽

N∑
k=1

∫ x

π

彣彯彳 kt彤t 弽

∫ x

π

N∑
n=1

彣彯彳nt彤t

弽

∫ x

π

彳彩彮
(
N 弫 1

2

)
t− 彳彩彮 t

2

弲 彳彩彮 t
2

彤t 弽

∫ x

π

彳彩彮
(
N 弫 1

2

)
t

弲 彳彩彮 t
2

彤t− x− π
弲

,

而∣∣∣∣∣
∫ x

π

彳彩彮
(
N 弫 1

2

)
t

弲 彳彩彮 t
2

彤t

∣∣∣∣∣ 弽
∣∣∣∣∣− 彣彯彳

(
N 弫 1

2

)
t

弨弲N 弫 弱弩 彳彩彮 t
2

∣∣∣∣∣
x

π

−
∫ x

π

彣彯彳
(
N 弫 1

2

)
t

弨弲N 弫 弱弩

彣彯彳 t2
弲 彳彩彮2 t

2

彤t

∣∣∣∣∣
≤ 弱

弨弲N 弫 弱弩 彳彩彮 x
2

弫
弱

弨弲N 弫 弱弩 彳彩彮 π
2

弫
弱

弲N 弫 弱
M |x− π|

≤ 弱

弲N 弫 弱

[
弱

彳彩彮 δ
2

弫 弱 弫M |π − δ|

]
,

其中M 弽 彭彡彸
δ≤t≤2π−δ

∣∣∣ 1
2 sin2 t

2

∣∣∣ 弽 1
2 sin2 δ

2

。因此 彬彩彭
N→+∞

∫ x
π

sin弨N+ 1
2 弩t

2 sin t
2

彤t 弽 弰，且这

极限对 x ∈ 彛δ, 弲π− δ彝一致收敛。所以级数
∞∑
n=1

sinnx
n 在区间 彛δ, 弲π− δ彝上一致收

敛于 x−π
2 。

所以对任意 弰 < x < 弲π，都有

∞∑
n=1

彳彩彮nx

n
弽
π − x
弲

.

然而在 x 弽 弰附近和 x 弽 弲π附近，这级数都不是一致收敛的。想一想这是为什

么。
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例 9.2.10. 证明级数
∞∑
n=1

彣彯彳nx

n2

对任意实数 x收敛，并求它的和函数在区间 彛弰, 弲π彝上的表达式。

证明. 由彗彥彩彳彴彲彡彳彳判别法知级数
∞∑
n=1

cosnx
n2 对任何实数 x一致收敛，则其和函

数 F 弨x弩连续。由上例知，在区间 弨弰, 弲π弩上 F 弨x弩可导，并且

F ′弨x弩 弽 −
∞∑
n=1

彳彩彮nx

n
弽
x− π
弲

,

从而

∞∑
n=1

彣彯彳nx

n2
弽 F 弨x弩 弽 F 弨弰弩 弫

∫ x

0

t− π
弲

彤t 弽 F 弨弰弩 弫
x2 − 弲πx

弴
.

把它在区间 彛弰, 弲π彝上积分，得到

弰 弽

∞∑
n=1

弱

n2

∫ 2π

0

彣彯彳nx彤x 弽 弲πF 弨弰弩− π3

弳
,

所以
∞∑
n=1

弱

n2
弽 F 弨弰弩 弽

π2

弶
.

从而
∞∑
n=1

彣彯彳nx

n2
弽
π2

弶
弫
x2 − 弲πx

弴
, 弰 ≤ x ≤ 弲π.

习题9.2

弱弮 记 A 弽 {f ∈ C彛弰, 弱彝|f弨弰弩 弽 弰, f弨弱弩 弽 弱, f 彛弰, 弱彝 ⊆ 彛弰, 弱彝}。对 f ∈ A，定义

Tf弨x弩 弽


3
4f弨弳x弩, 弰 ≤ x ≤ 1

3 弻

1
4 −

1
2f弨弲− 弳x弩, 1

3 < x < 2
3 弻

1
4 弫 3

4f弨弳x− 弲弩, 2
3 ≤ x ≤ 弱.

证明：

弨彡弩 A ⊂ C彛弰, 弱彝是闭集，

弨形弩 对任意 f ∈ A，Tf ∈ A，

弨彣弩 T 强 A→ A关于 ‖f‖ 弽 彳彵彰
x∈[0,1]

|f弨x弩|是压缩映射，

弨彤弩 T 的不动点 f∗ ∈ A处处不可微。
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9.3 幂级数

幂级数的样子就像是一个无穷多次的多项式，在 彎彥彷彴彯彮和 彌彥彩形彮彩彺创建微

积分的年代，它是当时的数学家们最得心应手的计算工具，人们利用它可以很

方便地计算导数、积分以及求解微分方程。

定义 9.3.1. 形如
∞∑
n=0

an弨x− x0弩
n 的级数称为幂级数。

对 C∞函数 f，称
∞∑
n=0

f (n)弨a弩

n弡
弨x− a弩n

为 f 在 x 弽 a处的 Taylor级数，当 a 弽 弰时， 彔彡役彬彯彲级数

∞∑
n=0

f (n)弨弰弩

n弡
xn

又称为 f 的Maclaurin级数。

引理 9.3.2. (1) 若幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 x0 6弽 弰 收敛，则幂级数

∞∑
n=0

anx
n 在

{x ∈ C | |x| < |x0| } 中内闭一致绝对收敛，即对任何 弰 < r < |x0|，幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 {x ∈ C | |x| ≤ r }上一致绝对收敛。从而在 {x ∈ C | |x| < |x0| }

内处处收敛。

(2) 若幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 x0 6弽 弰收敛，则

∞∑
n=0

an弨tx0弩
n 关于 t在区间 彛弰, 弱彝

上一致收敛。

(3) 如果幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 x0 处发散，则它在 {x ∈ C | |x| > |x0| }中处

处发散。
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证明. 弨弱弩 因为
∞∑
n=0

anx
n
0 收敛，所以 彬彩彭

n→+∞
|anxn0 | 弽 弰，因此数列 |anxn0 |有界。

|anxn| ≤ |an||x|n ≤ |an|rn 弽 |anrn| 弽 |anxn0 |
(

r

|x0|

)n
≤M

(
r

|x0|

)n
,

因为
∞∑
n=0

(
r

|x0|

)n
收敛，所以由彗彥彩彥彲彳彴彲彡彳彳判别法知

∞∑
n=0

anx
n 在

{x ∈ C | |x| ≤ r }

上一致绝对收敛。

弨弲弩 因为
∞∑
n=0

anx
n
0 收敛，t

n 关于 t在区间 彛弰, 弱彝上单调不增、一致有界，所

以由 彁形彥彬判别法
∞∑
n=0

an弨tx0弩
n 弽

∞∑
n=0

anx
n
0 t
n 关于 t在区间 彛弰, 弱彝上一致收敛。

弨弳弩 这是弨弱弩的逆否命题。

定义 9.3.3. 对幂级数
∞∑
n=0

anx
n，记

R 弽 彳彵彰

{
|x|

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anx
n收敛

}
,

称 R为幂级数
∞∑
n=0

anx
n的收敛半径。

定理 9.3.4. 设 R为幂级数
∞∑
n=0

anx
n 的收敛半径，则

1. R 弽 1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|
。
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2. 幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 {x ∈ C | |x| > R }处处发散，在 {x ∈ C | |x| < R }

内闭一致绝对收敛，其和函数在 {x ∈ C | |x| < R }内处处连续。

3. 如果幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 x0 处收敛，则级数

∞∑
n=0

an弨tx0弩
n 关于 t ∈ 彛弰, 弱彝关

于 t ∈ 彛弰, 弱彝连续。

4. 如果幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 x0 处收敛，则

∫ x0

0

∞∑
n=0

anx
n彤x 弽

∞∑
n=0

an
n弫 弱

xn+1
0 .

5. 幂级数
∞∑
n=1

nanx
n−1 的收敛半径也是 R。如果 R > 弰，则幂级数

∞∑
n=0

anx
n

的和函数 S弨x弩在 {x ∈ C | |x| < R }内是 C∞ 的，并且可以逐项求任意

阶导数 ( ∞∑
n=0

anx
n

)(k)

弽

∞∑
n=k

n · · · 弨n− k 弫 弱弩anx
n−k,

从而

an 弽
S(n)弨弰弩

n弡
, n 弽 弰, 弱, 弲, 弳, . . . ,

即任何(具有正的收敛半径的)幂函数，它是其和函数的Maclaurin级数。

证明. 弨弱弩 任取非负实数 r, s满足

r <
弱

彬彩彭 彳彵彰
n→+∞

n
√
|an|

< s.

则 彬彩彭 彳彵彰
n→+∞

n
√
|anrn| < 弱， 彬彩彭 彳彵彰

n→+∞
n
√
|ansn| > 弱。根据 彃彡彵彣彨役根式判别法，级

数
∞∑
n=0

anr
n 收敛，

∞∑
n=0

ans
n 发散，所以 r ≤ R ≤ s。因此

R 弽
弱

彬彩彭 彳彵彰
n→+∞

n
√
|an|

.

弨弲弩 由收敛半径的定义知，幂级数
∞∑
n=0

anx
n 在 {x ∈ C | |x| > R }处处发

散。

任取有界闭集K 使得K ⊂ {x ∈ C | |x| < R }。取 r 弽 彭彡彸
x∈K
|x|。则 r < R，

于是存在 x1使得 r < |x1|，级数
∞∑
n=0

anx
n
1 收敛。所以根据此前的引理，幂级数

∞∑
n=0

anx
n在 {x ∈ C | |x| < r }内一致绝对收敛，从而在K 上一致绝对收敛。

弨弳弩 因为
∞∑
n=0

an弨tx0弩
n 弽

∞∑
n=0

anx
n
0 t
n
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关于 t ∈ 彛弰, 弱彝一致收敛，所以和函数关于 t ∈ 彛弰, 弱彝连续。

弨弴弩 ∫ x0

0

∞∑
n=0

anx
n彤x 弽

∫ 1

0

∞∑
n=0

anx
n+1
0 tn彤t 弽 x0

∫ 1

0

∞∑
n=0

anx
n
0 t
n彤t

弽 x0

∞∑
n=0

∫ 1

0

anx
n
0 t
n彤t 弽

∞∑
n=0

an
n弫 弱

xn+1
0

弨張弩 因为

彬彩彭 彳彵彰
n→+∞

n
√
|nan| 弽 彬彩彭 彳彵彰

n→+∞

n
√
|an| 彬彩彭

n→+∞
n
√
n 弽 彬彩彭 彳彵彰

n→+∞

n
√
|an|,

所以幂级数
∞∑
n=1

nanx
n−1的收敛半径也是 R。

由弨弲弩知幂级数
∞∑
n=0

anx
n和

∞∑
n=1

nanx
n−1在 {x ∈ C | |x| < R }内闭一致绝对

收敛，所以根据函数项级数可微性定理，幂级数
∞∑
n=0

anx
n在 {x ∈ C | |x| < R }

内可微，且 ( ∞∑
n=0

anx
n

)′
弽

∞∑
n=1

nanx
n−1.

对
∞∑
n=1

nanx
n−1 再用这个结论，可以知道原幂级数二阶可微。由此可知原幂级

数在 {x ∈ C | |x| < R }内是 C∞的，并且可以任意次逐项求导( ∞∑
n=0

anx
n

)(k)

弽

∞∑
n=k

n · · · 弨n− k 弫 弱弩anx
n−k.

在上式中取 x 弽 弰得到 S(k)弨弰弩 弽 k弡ak。从而 ak 弽 S(k)(0)
k! 。

例 9.3.5. 证明对任何实数 x，

彥x 弽

∞∑
n=0

xn

n弡
,

彳彩彮x 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nx2n+1

弨弲n弫 弱弩弡
, 彣彯彳x 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nx2n

弨弲n弩弡
弨彎彥彷彴彯彮弬 弱弶弶弹弩.

证明. 幂级数
∞∑
n=0

xn

n! 的收敛半径为R 弽 弫∞。所以其和函数 彥彸彰弨x弩对任何实数

x有定义，且是 C∞函数，并且

彥彸彰′弨x弩 弽

∞∑
n=1

(
xn

n弡

)′
弽

∞∑
n=1

x(n−1)

弨n− 弱弩弡
弽 彥彸彰弨x弩, 彥彸彰弨弰弩 弽 弱.
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即 彥彸彰弨x弩是线性常微分方程初值问题

y′ 弽 y,

y弨弰弩 弽 弱
的解，而 彥x 也是这个初值

问题的解。所以由这个初值问题解的唯一性弨可用常数变易法证明弩，我们得到

彥彸彰弨x弩 弽 彥x。

用类似办法可得其他两个等式弨 彅彵彬彥彲，弱強強張弩。

利用幂级数，我们可以把上面三个函数的定义域扩充到复数 z ∈ C，不难
发现

彥彸彰弨彩z弩 弽 彣彯彳 z 弫 彩 彳彩彮 z, ∀z ∈ C.

例 9.3.6 弨John Bernoulli, 1697). 求积分
∫ 1

0
xx彤x的值。

解： 因为对任意 x ∈ 弨弰, 弱彝弩，x 彬彮x ∈ 彛−弱, 弰彝，所以级数

xx 弽 彥x ln x 弽 弱 弫 x 彬彮x弫
弨x 彬彮x弩2

弲弡
弫 · · ·弫 弨x 彬彮x弩n

n弡
弫 · · · ,

在 弨弰, 弱彝上一致收敛。在以下积分中取 s 弽 − ln x
n+1，则∫ 1

0

弨x 彬彮x弩n彤x 弽

∫ +∞

0

彥−(n+1)t弨−t弩n彤t 弽 弨−弱弩n
∫ +∞

0
彥−ssn彤s

弨n弫 弱弩n+1
弽

弨−弱弩nn弡
弨n弫 弱弩n+1

,

所以 ∫ 1

0

xx彤x 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩n

弨n弫 弱弩n+1
.

由于交错级数 ∣∣∣∣∣
∞∑
n=9

弨−弱弩n

弨n弫 弱弩n+1

∣∣∣∣∣ < 弱

弱弰10
,

所以 ∫ 1

0

xx彤x ≈
9∑

n=0

弨−弱弩n

弨n弫 弱弩n+1
弽 弰.強弸弳弴弳弰張弱弰強.

例 9.3.7 弨Mercator 1668). 证明对任何实数 −弱 < x ≤ 弱，

彬彮弨弱 弫 x弩 弽

∞∑
n=1

弨−弱弩n−1xn

n
.

由此知

彬彮 弲 弽 弱− 弱

弲
弫

弱

弳
− 弱

弴
弫 · · ·弫 弨−弱弩n−1

n
弫 · · · .

证明. 先计算幂级数
∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n 的收敛半径。因为

彬彩彭
n→+∞

∣∣∣∣ 弨−弱弩n−1xn

n

∣∣∣∣ 1n 弽 |x|,
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所以由 彃彡彵彣彨役根式判别法知，R 弽 弱。

原级数在 x 弽 −弱发散，在 x 弽 弱处是收敛的交错级数弨 彌彥彩形彮彩彺判别法弩。

所以级数收敛域为 弨−弱, 弱彝。从而该幂级数的和函数 S弨x弩在区间 弨−弱, 弱彝上连续，
在区间 弨−弱, 弱弩内是 C∞的，并且可以逐项求导，于是

S′弨x弩 弽

∞∑
n=1

弨−弱弩n−1xn−1 弽

∞∑
k=0

弨−x弩k 弽
弱

弱 弫 x
, −弱 < x < 弱.

因此对任意 −弱 < x ≤ 弱，

S弨x弩 弽 S弨弰弩 弫

∫ x

0

弱

弱 弫 t
彤t 弽 彬彮弨弱 弫 x弩.

代入 x 弽 弱得到

彬彮 弲 弽 弱− 弱

弲
弫

弱

弳
− 弱

弴
弫 · · ·弫 弨−弱弩n−1

n
弫 · · · .

如果是求右端级数的和，那么这个等式给出了完美的答案。但是如果用这个级

数计算 彬彮 弲的近似值，那么这个级数收敛得太慢了——要算到第 強弲项才能准确

得到一位精确小数，到第 弱張弹项才得到两位精确小数，要得到三位精确小数需

要算到第 弳弳弹強项！

如果使用

彬彮 弲 弽 − 彬彮

(
弱− 弱

弲

)
弽

∞∑
n=1

弱

n

(
弱

弲

)n
,

或者使用

彬彮 弲 弽 彬彮

(
弱 弫

弱

弳

)
− 彬彮

(
弱− 弱

弳

)
弽

∞∑
n=1

弶

弲n− 弱

(
弱

弹

)n
,

都可以更快地得到 彬彮 弲的近似值。彅彵彬彥彲在《无穷分析引论》一书的第 弱弲弳小节

中用后面这个办法计算了 弱到 弱弰的自然对数，精确到 弲張位小数。建议读者通

过数值计算进行观察。

如果用幂级数的办法对复数 z定义函数 彬彮弨弱 弫 z弩，其收敛范围是什么？

例 9.3.8 弨Gregory,1671). 求反正切函数 彡彲彣彴彡彮x的彍彡彣彬彡彵彲彩彮级数，并讨论

其收敛范围。

解：

弨彡彲彣彴彡彮x弩′ 弽
弱

弱 弫 x2
,

当 |x| < 弱时，

弱

弱 弫 x2
弽 弱 弫 弨−x2弩 弫 弨−x2弩2 弫 · · ·弫 弨−x2弩n 弫 · · ·弫,
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所以对 −弱 < x < 弱，

彡彲彣彴彡彮x 弽 彡彲彣彴彡彮 弰 弫

∫ x

0

∞∑
n=0

弨−x2弩n彤x 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nx2n+1

弲n弫 弱
.

这个幂级数的收敛半径为 弱，且该幂级数在 x 弽 ±弱 都收敛，所以其和函数在
±弱连续，因此对任意 −弱 ≤ x ≤ 弱，

彡彲彣彴彡彮x 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nx2n+1

弲n弫 弱
.

取 x 弽 弱得到
π

弴
弽 弱− 弱

弳
弫

弱

張
− 弱

強
弫

弱

弹
− · · · .

弱弶強弴年，彌彥彩形彮彩彺用另外的办法也得到了这个结论，但作为计算 π 的近似值的一

个算法，这远远不是个好方法——它收敛得太慢了。 彅彵彬彥彲当年用

π

弴
弽 張 彡彲彣彴彡彮

弱

強
弫 弲 彡彲彣彴彡彮

弳

強弹
弽
∞∑
n=0

弨−弱弩n

弲n弫 弱

[
張

(
弱

強

)2n+1

弫 弲

(
弳

強弹

)2n+1
]

得到了 π 的弲弰位小数近似值，他说“全部计算花费的时间仅约为弱小时”。此

前，荷兰人 彌彵彤彯彬彰彨 彶彡彮 彃彥彵彬彵彮花了弲弶年的时间计算圆外切和内接正 弲30 边形

的周长，得到了 π 的弲弰位小数近似值，随后他又用了弱弴年的时间在他生命的最

后一年弨弱弶弱弰年弩得到了正 弲62 边形的周长得到了 π 的弳張位小数近似值。在敬佩

彌彵彤彯彬彰彨 执着精神与惊人毅力的同时，我们不禁感叹正确的数学对生命的重要

性。

注 9.3.9.

彡彲彣彴彡彮
x

y
− 彡彲彣彴彡彮

u

v
弽 彡彲彣彴彡彮

(
x
y −

u
v

弱 弫 xu
yv

)
弽 彡彲彣彴彡彮

xv − yu
xu弫 yv

例 9.3.10. 求 弨弱 弫 x弩α的彍彡彣彬彡彵彲彩彮级数，并讨论其收敛范围。

解： 记 y 弽 弨弱 弫 x弩α，则 y′ 弽 α弨弱 弫 x弩α−1，从而弨弱 弫 x弩y′ 弽 αy,

y弨弰弩 弽 弱.

设 y 弽
∞∑
n=0

anx
n，则 y弨弰弩 弽 a0 弽 弱，

弨弱 弫 x弩y′ 弽 弨弱 弫 x弩

∞∑
n=1

nanx
n−1

弽

∞∑
n=0

彛nan 弫 弨n弫 弱弩an+1彝x
n

弽

∞∑
n=0

αanx
n,
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所以

a0 弽 弱, nan 弫 弨n弫 弱弩an+1 弽 αan, ∀n ≥ 弰.

从而

an+1 弽
弨α− n弩an
n弫 弱

.

于是

an 弽

(
α

n

)
弽
α弨α− 弱弩 · · · 弨α− 弨n− 弱弩弩

n弡
, ∀n ≥ 弰.

这样得到幂级数

∞∑
n=0

α弨α− 弱弩 · · · 弨α− 弨n− 弱弩弩

n弡
xn 弽

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn.

彎彥彷彴彯彮 就知道这个幂级数展开，它推广了正整数次数的二项式公式，我们称

作广义 彎彥彷彴彯彮二项式。只不过 彎彥彷彴彯彮从来不关心弨也没意识到还有弩收敛的问

题。

利用 彄弧彁彬彥彭形彥彲彴分式判别法，∣∣∣ (α−n)(α−n+1)···α
(n+1)! xn+1

∣∣∣∣∣∣ (α−n+1)···α
n! xn

∣∣∣ 弽
|α− n||x|
n弫 弱

→ |x|, n→ 弫∞,

所以该幂级数收敛半径为 弱，因此该幂级数的和函数 y弨x弩与 弨弱 弫 x弩α 都是以下

线性微分方程初值问题的解，弨弱 弫 x弩y′ 弽 αy, −弱 < x < 弱

y弨弰弩 弽 弱

所以由该初值问题解的唯一性得到 y弨x弩 弽 弨弱 弫 x弩α，即上述幂级数是 弨弱 弫 x弩α

的彍彡彣彬彡彵彲彩彮级数。

an 弽
弨α− 弨n− 弱弩弩 · · ·α

n弡
弽

弨−弱弩n弨n− 弱− α弩 · · · 弨−α弩
n弡

因此级数
∞∑
n=0

an 最终成为交错级数。

当 α ≤ −弱时， |an| ≥ 弱，所以上述幂级数在 |x| 弽 弱时发散，其收敛范围

是 弨−弱, 弱弩。
当 α > −弱时，

n

(
|an|
|an+1|

− 弱

)
弽 n

(
n弫 弱

n− α
− 弱

)
弽 弨α弫 弱弩

n

n− α
→ α弫 弱, n→ 弫∞.

由归彡彡形判别法知：

弱弮 当 α弫 弱 > 弱即 α > 弰时，级数
∞∑
n=0
|an|收敛，于是原幂级数在 x 弽 ±弱收

敛，其收敛范围是 彛−弱, 弱彝；
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弲弮 当 α弫 弱 < 弱即 α < 弰时，级数
∞∑
n=0
|an|发散，于是原幂级数在 x 弽 −弱发

散。

当−弱 < α < 弰时，取 弰 < s < r < α弫弱。于是存在N 使得对任意 n ≥ N，

r < n

(
|an|
|an+1|

− 弱

)
.

于是数列 |an|最终单调减，且存在M > N 使得对任意 n > M，

(
弱 弫

弱

n

)s
< 弱 弫

r

n
<
|an|
|an+1|

.

于是存在 C > 弰使得 |an| < C
ns，所以 彬彩彭

n→+∞
|an| 弽 弰。由交错级数收敛判别法，

该幂级数在 x 弽 弱收敛。

总结如下：

弱弮 当 α ≤ −弱时，二项级数收敛范围是 弨−弱, 弱弩；

弲弮 当 −弱 < α < 弰时，二项级数收敛范围是 弨−弱, 弱彝；

弳弮 当 α > 弰时，级数收敛范围是 彛−弱, 弱彝。

例 9.3.11. 求 彡彲彣彳彩彮x的彍彡彣彬彡彵彲彩彮级数，以及它的收敛范围。

解：

弨彡彲彣彳彩彮x弩′ 弽
弱√

弱− x2
弽 弨弱− x2弩−

1
2 .

彎彥彷彴彯彮于是利用广义二项式展开得到 彡彲彣彳彩彮x导数的幂级数，然后再逐项积分

得到了 彡彲彣彳彩彮x导数的幂级数。请读者自己追随 彎彥彷彴彯彮的脚步完成后续计算。

例 9.3.12. 求椭圆

x2

a2
弫
y2

b2
弽 弱, a > b > 弰

的周长。
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解： 取 e 弽
√
弱− b2

a2，则

L 弽 弴

∫ π/2

0

√
a2 彳彩彮2 t弫 b2 彣彯彳2 t彤t 弽 弴a

∫ π/2

0

√
弱− e2 彣彯彳2 t彤t

弽 弴a

∫ π/2

0

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
弨−e2 彣彯彳2 t弩n彤t u 弽 彣彯彳2 t,彤u 弽 −弲 彣彯彳 t 彳彩彮 t彤t

弽 弴a

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
弨−弱弩ne2n

∫ 1

0

un
彤u

弲u
1
2

√
弱− u

弽 弲a

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
弨−弱弩ne2nB

(
n弫

弱

弲
,
弱

弲

)

弽 弲aπ −
∞∑
n=1

弨弲n弩弡2

弨弲nn弡弩4弨弲n− 弱弩
e2n.

例 9.3.13. 给定一个数列 {an}∞n=0，我们称

g弨z弩 弽

∞∑
n=0

anz
n

为数列 {an}∞n=0的母函数(generating function)。

对于一个取值为非负整数的随机变量X，其概率分布列 {P 弨X 弽 n弩}n≥0对

应的母函数

gX弨z弩 弽

∞∑
n=0

P 弨X 弽 n弩zn 弽 E弨zX弩

称为 X 的概率母函数。这个幂级数对 |z| ≤ 弱是一致收敛的。易见概率母函数

与概率分布相互唯一确定。

例如对服从 彐彯彳彳彩彯彮分布 彐彯彩彳彳彯彮弨λ弩的随机变量 X，

P 弨X 弽 n弩 弽
彥−λλn

n弡
, n 弽 弰, 弱, 弲, . . . .

其概率母函数为

gX弨z弩 弽

∞∑
n=0

彥−λλn

n弡
zn 弽 彥−λ

∞∑
n=0

弨λz弩n

n弡
弽 彥λ(z−1).

g′X弨z弩 弽

∞∑
n=1

彥−λλn

n弡
nzn−1

也在 |z| ≤ 弱上一致收敛，所以 X 存在数学期望，且

EX 弽

∞∑
n=1

彥−λλn

n弡
n 弽 g′X弨弱弩 弽 λ 彥λ(z−1)

∣∣∣
z=1

弽 λ.
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如果 X,Y 相互独立，分布服从 彐彯彳彳彩彯彮分布 彐彯彩彳彳彯彮弨λ弩和 彐彯彩彳彳彯彮弨µ弩，则

gX+Y 弨z弩 弽 E弨zX+Y 弩 弽 E弨zX弩E弨zY 弩 弽 彥λ(z−1)彥µ(z−1) 弽 彥(λ+µ)(z−1),

所以 X 弫 Y 服从 彐彯彳彳彩彯彮分布 彐彯彩彳彳彯彮弨λ弫 µ弩。

例 9.3.14. 函数

f弨x弩 弽

彥−
1
x2 , x 6弽 弰,

弰, x 弽 弰

的彍彡彣彬彡彵彲彩彮级数恒为零。所以并非所有的 C∞ 函数的 彔彡役彬彯彲级数都收敛到函

数自身。

可以证明，每个幂级数都是一个函数的 彔彡役彬彯彲 级数。而这个例子也说明，

每一个幂级数都是无穷多个函数的 彔彡役彬彯彲级数。

C∞函数 f弨x弩的彔彡役彬彯彲级数收敛到其自身当且仅当其彔彡役彬彯彲余项Rn弨x弩收

敛到零。

习题9.3

弱弮 证明幂级数
∞∑
n=0

anx
n的收敛半径为 R 弽 彳彵彰 {|x||{anxn}n≥1有界}。

弲弮 如果把

彳彩彮x 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nx2n+1

弨弲n弫 弱弩弡
, 彣彯彳x 弽

∞∑
n=0

弨−弱弩nx2n

弨弲n弩弡
.

作为 彳彩彮, 彣彯彳的定义，

弨彡弩 证明 彳彩彮′ 弽 彣彯彳，彣彯彳′ 弽 − 彳彩彮。

弨形弩 对于任意 弰 ≤ x ≤ 弲，利用 弱 − x2

n(n+1) ≥ 弱 − x2

6 > 弰 弨 ∀n ≥ 弲弩证明

彳彩彮x > 弰，彣彯彳 弲 < 弰。

弨彣弩 证明 彣彯彳在区间 彛弰, 弲彝中单调减且有唯一零点 x∗，从而当 弰 ≤ x < x∗

时，彣彯彳x > 弰。

弨彤弩 记 π 弽 弲x∗。证明 弲 < π < 弴。

弨彥弩 证明 彳彩彮 π
2 弽 弱。

弨彦弩 证明对于任意实数 x，彣彯彳
(
x弫 π

2

)
弽 − 彳彩彮x。

弨彧弩 证明 彣彯彳弨π弩 弽 −弱，彳彩彮弨π弩 弽 弰。

弨彨弩 证明对于任意实数 x，彣彯彳弨x 弫 π弩 弽 − 彣彯彳x，彣彯彳弨x 弫 弲π弩 弽 彣彯彳x，

彳彩彮
(
x弫 π

2

)
弽 彣彯彳x，彳彩彮弨x弫 π弩 弽 − 彳彩彮x，彳彩彮弨x弫 弲π弩 弽 彳彩彮x。

弨彩弩 证明 彳彩彮 在区间
[
−π2 ,

π
2

]
上严格增，在区间

[
π
2 ,

3π
2

]
上严格减； 彣彯彳

在区间 彛−π, 弰彝上严格增，在区间 彛弰, π彝上严格减。所以 弲π是 彳彩彮, 彣彯彳

最小正周期。
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弨彪弩 证明 彳彩彮, 彣彯彳的值域都是区间 彛−弱, 弱彝。

弳弮 弨彡弩 证明幂级数 弨z − 弱弩 − (z−1)2

2 弫 (z−1)3

3 弫 · · · 弫 (−1)n−1(z−1)n

n 弫 · · · 在
{z ∈ C||z − 弱| ≤ 弱, z 6弽 弰}上收敛，记它的和函数为 彬彮 z。

弨形弩 证明或反驳：

彬彮弨z1z2弩 弽 彬彮 z1 · 彬彮 z2, ∀z1, z2 ∈ {z ∈ C||z − 弱| ≤ 弱, z 6弽 弰}.

弨彣弩 证明或反驳： ∀z ∈ {z ∈ C||z − 弱| ≤ 弱, z 6弽 弰}，彥彸彰弨彬彮 z弩 弽 z。

弨彤弩 求
∞∑
n=1

彳彩彮nx

n
的值，其中 x是实数。

弨彥弩 求 彬彮
弱 弫 z

弱− z
在z 弽 弰处的幂级数展开。

弨彦弩 对任意正数 a，取 z 弽 a−1
a+1，则 −弱 < z < 弱且 彬彮 a 弽 彬彮

弱 弫 z

弱− z
。证明

彬彮 弲 弽
弲

弳

∞∑
n=0

弱

弹n弨弲n弫 弱弩
。

弴弮 弨彅彵彬彥彲弩 计算积分
∫ 1

0
sin ln x

ln x 彤x。

張弮 单摆运动满足机械能守恒 E 弽 mgl弨弱− 彣彯彳 θ弩 弫 1
2ml

2弨θ′弩2。当机械能 E <

mgl时，单摆是周期运动，试把周期 T 弨E弩展成为能量 E 的幂级数。

弶弮 求 彂彥彳彳彥彬方程 x2y′′ 弫 xy′ 弫 弨x2 − n2弩y 弽 弰的幂级数形式的解。

強弮 弨彡弩 把
∫ x

0
tk−1

1−t8 彤t展成关于 x的幂级数；

弨形弩 计算
∫ 1/
√

2

0
4
√

2(1−x4)−8x3(1+x2)
1−x8 彤x；

弨彣弩 弨彂彡彩彬彥役弭彂彯彲彷彥彩彮弭彐彬彯彵弋彥，弱弹弹強弩 证明

π 弽
∞∑
n=0

弱

弱弶n

(
弴

弸n弫 弱
− 弲

弸n弫 弴
− 弱

弸n弫 張
− 弱

弸n弫 弶

)
.

利用这个结果，彂彡彩彬彥役，彂彯彲彷彥彩彮和彐彬彯彵弋彥提出了计算圆周率π的彂彂彐算

法，该算法可以直接得到 π 的弱弶进制展开中的第 n位数字，而无需

计算之前的各位数字。

弸弮 设

f弨z弩 弽

 z
ez−1 , z 6弽 弰,

弱, z 弽 弰.

弨彡弩 证明当 |z| < 弱时，f弨z弩可以写成一个收敛的幂级数

f弨z弩 弽 B0 弫
B1

弱弡
z 弫

B2

弲弡
z2 弫 · · · .

弨形弩 上述系数B0, B1, B2, . . . , Bn, . . .叫做Bernoulli数，求B0, B1, B2, B3

的值。
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弨彣弩 比较等式(
B0 弫

B1

弱弡
z 弫

B2

弲弡
z2 弫 · · ·

)(
弱

弱弡
弫
z

弲弡
弫
z2

弳弡
弫 · · ·

)
弽 弱

两边 zn−1的系数，证明(
n

弰

)
B0 弫

(
n

弱

)
B1 弫 · · ·弫弫

(
n

n− 弱

)
Bn−1 弽 弰, ∀n ≥ 弲.

弨彤弩 证明当 n > 弱是奇数时，Bn 弽 弰。

弨彥弩 证明

彴彡彮x 弽

∞∑
n=1

弨−弱弩n+1 弲
2n弨弲2n − 弱弩B2n

弨弲n弩弡
x2n−1.



第 10章 Fourier级数初步

10.1 Fourier级数的背景

例 10.1.1 弨简谐振动). 弹簧振子的运动服从胡克定律

my′′ 弽 −ky,

它的通解是

y弨x弩 弽 A 彣彯彳

√
k

m
x弫B 彳彩彮

√
k

m
x

是周期函数。它可以看成是匀速圆周运动在一维直线上的投影，这样的振动是

最简单的周期运动。

例 10.1.2 弨弦振动与波动方程). 一条细弦，质量均匀分布，线密度为 ρ。它因

被拽离平衡位置弨视为水平线弩而产生振动，记 u弨x, t弩为弦上水平坐标为 x的点

在时刻 t时偏离平衡位置的位移。

作为近似，把弦看成一串离散质点，相邻距离为 h。第 n个质点在 t时刻

位于 弨xn, u弨xn, t弩弩处，它受到与其相邻的质点对它的张力。记 yn弨t弩 弽 u弨xn, t弩。

张力大小与 (yn+1−yn)+(yn−1−yn)
h 成正比，比例系数为 τ 。因此

ρhy′′n 弽 τ
弨yn+1 − yn弩 弫 弨yn−1 − yn弩

h
,

从而

ρ
∂2u

∂t2
弽 τ

u弨xn 弫 h, t弩 弫 u弨xn − h, t弩− 弲u弨xn, t弩

h2
→ τ

∂2u

∂2x
, h→ 弰,

其中上式等号右端分子中把 u弨x, t弩对 x在 xn 处 彔彡役彬彯彲展开到二阶得到最终极

限。于是得到波动方程

∂2u

∂t2
弽 c2

∂2u

∂2x
, c 弽

√
τ

ρ
.

给定初始条件弨初始位置和初始速度弩：u弨x, 弰弩 弽 f弨x弩，∂u
∂t 弨x, 弰弩 弽 g弨x弩，我们求

解上述微分方程。

弲弲張



弲弲弶 彃彈彁彐彔彅归 弱弰弮 彆彏录归彉彅归级数初步

利用换元 ξ 弽 x弫 ct, η 弽 x− ct，则

彤u 弽
∂u

∂ξ
彤ξ 弫

∂u

∂η
彤η 弽

(
∂u

∂ξ
弫
∂u

∂η

)
彤x弫 c

(
∂u

∂ξ
− ∂u

∂η

)
彤t,

所以
∂

∂x
弽

∂

∂ξ
弫

∂

∂η
,

∂

∂t
弽 c

(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

)
,

所以

c2
∂2

∂x2
− ∂2

∂t2
弽 c2

(
∂

∂ξ
弫

∂

∂η

)2

− c2
(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

)2

弽 弴c2
∂2

∂ξη
,

所以解得波动方程的解为

u弨x, t弩 弽 弈弨ξ弩 弫 弉弨η弩 弽 弈弨x弫 ct弩 弫 弉弨x− ct弩.

对照初始条件，得到

u弨x, 弰弩 弽 弈弨x弩 弫 弉弨x弩 弽 f弨x弩, u′t弨x, 弰弩 弽 c弈′弨x弩− c弉′弨x弩 弽 g弨x弩,

解得

弈′弨x弩 弽
cf ′弨x弩 弫 g弨x弩

弲c
, 弉′弨x弩 弽

cf ′弨x弩− g弨x弩
弲c

.

取 g的原函数 G，则

弈弨x弩 弽
cf弨x弩 弫G弨x弩 弫A

弲c
, 弉弨x弩 弽

cf弨x弩−G弨x弩−A
弲c

,

u弨x, t弩 弽
cf弨x弫 ct弩 弫G弨x弫 ct弩

弲c
弫
cf弨x− ct弩−G弨x− ct弩

弲c

弽
f弨x弫 ct弩 弫 f弨x− ct弩

弲
弫

弱

弲c

∫ x+ct

x−ct
g弨s弩彤s.

波动方程形如 u弨x, t弩 弽 弈弨x 弫 ct弩 弨或 u弨x, t弩 弽 弉弨x − ct弩 弩的解叫做行波解(

traveling wave )，它是由 彄弧彁彬彥彭形彥彲彴于弱強弴強年得到的。

求解波动方程的另一个办法是分离变量法：即求形如 u弨x, t弩 弽 U弨x弩V 弨t弩的

解。此时波动方程为

U弨x弩V ′′弨t弩 弽 c2U ′′弨x弩V 弨t弩.

于是

c2
U ′′弨x弩

U弨x弩
弽
V ′′弨t弩

V 弨t弩
,

它等价于方程组 U ′′弨x弩 弽 λU弨x弩,

V ′′弨t弩 弽 c2λV 弨t弩.

第二个方程有非常值的有界解当且仅当 λ < 弰。设 λ 弽 −m2，则第二个方程的

解为

V 弨t弩 弽 A 彣彯彳弨mct弩 弫B 彳彩彮弨mct弩.
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第一个方程的解为

U弨x弩 弽 α 彣彯彳mx弫 β 彳彩彮mx.

如果弦的两端始终固定弨这样的解称为驻波，standing wave 弩，且相距为 π 弨取

适当的长度单位即可弩，则

U弨弰弩 弽 U弨π弩 弽 弰,

从而 α 弽 弰且m是正整数。因此波动方程的解为

u弨x, t弩 弽 彳彩彮mx
(
Am 彣彯彳弨mct弩 弫Bm 彳彩彮弨mct弩

)
.

波动方程是线性方程，满足叠加原理，所以驻波的通解为

u弨x, t弩 弽

∞∑
m=1

彳彩彮mx
(
Am 彣彯彳弨mct弩 弫Bm 彳彩彮弨mct弩

)
弽

∞∑
m=1

(
Am 彳彩彮m弨x弫 ct弩−Bm 彣彯彳m弨x弫 ct弩

弲

弫
Am 彳彩彮m弨x− ct弩 弫Bm 彣彯彳m弨x− ct弩

弲

)
.

其中的系数 Am, Bm决定于初始条件：
f弨x弩 弽 u弨x, 弰弩 弽

∞∑
m=1

Am 彳彩彮mx,

g弨x弩 弽 u′t弨x, 弰弩 弽 −c
∞∑
m=1

mBm 彳彩彮mx.

所以问题归结于是否存在以及如何找到满足这两个条件的系数 Am, Bm ，或者

说 f, g是否可以写成上述形式的级数。

例 10.1.3 弨热传导方程和 Laplace方程). 热由热源向周围扩散的过程可以用以

下微分方程刻画弨平面情形时弩

弱

c2
∂u

∂t
弽 4u 弽

∂2u

∂x2
弫
∂2u

∂y2
.

当扩散过程达到平衡态时，温度场 u弨x, y, t弩 不再随时间改变，此时的温度场

u弨x, y弩满足 彌彡彰彬彡彣彥方程
∂2u

∂x2
弫
∂2u

∂y2
弽 弰.

考虑单位圆盘区域上的彌彡彰彬彡彣彥方程以及给定的边界条件 u 弽 f弨θ弩 。我们考虑

极坐标系 弨r, θ弩下的分离变量形式的解

u弨r, θ弩 弽 U弨r弩V 弨θ弩.

则

U ′′弨r弩V 弨θ弩 弫
弱

r
U ′弨r弩V 弨θ弩 弫

弱

r2
U弨r弩V ′′弨θ弩 弽 弰,
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即
r2U ′′弨r弩 弫 rU ′弨r弩

U弨r弩
弽 −V

′′弨θ弩

V 弨θ弩
,

这等价于方程组 r2U ′′弨r弩 弫 rU ′弨r弩− λU弨r弩 弽 弰,

V ′′弨θ弩 弫 λV 弨θ弩 弽 弰.

第一个方程是 彅彵彬彥彲方程，可以利用换元W 弨s弩 弽 U弨彥s弩变为

W ′′弨s弩 弽 U ′′弨es弩e2s 弫 U ′弨es弩es 弽 λW 弨s弩,

第二个方程有 弲π周期解当且仅当 λ 弽 m2 弨m是非负整数弩。于是

V 弨θ弩 弽 Am 彣彯彳mθ 弫Bm 彳彩彮mθ, W 弨s弩 弽 αm彥ms 弫 βm彥−ms.

从而

U弨r弩 弽 αmr
m 弫 βmr

−m.

考虑到 u弨x, y弩在原点连续，所以 βm 弽 弰。再由叠加原理得到

u弨r, θ弩 弽

∞∑
m=0

rm 弨Am 彣彯彳mθ 弫Bm 彳彩彮mθ弩 .

此时边界条件为

f弨θ弩 弽 u弨弱, θ弩 弽

∞∑
m=0

弨Am 彣彯彳mθ 弫Bm 彳彩彮mθ弩 .

因此，只要我们能从边界条件 f获得相应的系数Am, Bm，我们就能得到彌彡彰彬彡彣彥

方程对应于边界条件 f 的解。于是问题转化为： f 是否可以写成上述形式的级

数？

10.2 Fourier级数的定义与计算

为了研究一般的周期函数，我们试图用最简单的一些周期函数进行逼近。

考虑以 T 弽 弲l为周期的函数 f弨x弩，以及由简谐振动弨或者匀速圆周运动弩产

生的 T 周期函数

彣彯彳
弲nπx

T
, 彳彩彮

弲nπx

T
, n 弽 弱, 弲, . . . .

我们希望有以下表达

f弨x弩 弽 A0 弫A1 彣彯彳
弲πx

T
弫B1 彳彩彮

弲πx

T
弫 · · ·弫An 彣彯彳

弲nπx

T
弫Bn 彳彩彮

弲nπx

T
弫 · · · .

如果存在这样的表达方式，我们希望用 f 来计算其中的系数 A0, A1, B1, . . .。
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为此我们注意到如下事实

P 弽

∫ l

−l
彣彯彳

弲mπx

T
彣彯彳

弲nπx

T
彤x 弽


弲l, m 弽 n 弽 弰弻

l, m 弽 n是正整数弻

弰, m 6弽 n.

Q 弽

∫ l

−l
彳彩彮

弲mπx

T
彳彩彮

弲nπx

T
彤x 弽

l, m 弽 n是正整数弻

弰, 其他情形.

R 弽

∫ l

−l
彳彩彮

弲mπx

T
彣彯彳

弲nπx

T
彤x 弽 弰. 弨被积函数是奇函数弩

弨上述结果可以通过计算 P ±Q得到弩。

于是对正整数 n， ∫ l

−l
f弨x弩 彣彯彳

弲nπx

T
彤x 弽 lAn,∫ l

−l
f弨x弩 彳彩彮

弲nπx

T
彤x 弽 lBn,

另外 ∫ l

−l
f弨x弩彤x 弽 弲lA0,

因此

A0 弽
弱

弲l

∫ l

−l
f弨x弩彤x,

An 弽
弱

l

∫ l

−l
f弨x弩 彣彯彳

弲nπx

T
彤x, n ≥ 弱,

Bn 弽
弱

l

∫ l

−l
f弨x弩 彳彩彮

弲nπx

T
彤x, n ≥ 弱.

这些称为 f 的 Euler-Fourier 系数。这里积分区间 彛−l, l彝可以换成任何长度是
T 弽 弲l的周期区间。此时我们记

f弨x弩 ∼ A0 弫A1 彣彯彳
弲πx

T
弫B1 彳彩彮

弲πx

T
弫 · · ·弫An 彣彯彳

弲nπx

T
弫Bn 彳彩彮

弲nπx

T
弫 · · · ,

称后者为 f 的 Fourier级数。

正弦级数和余弦级数

如果 f 是奇函数，则所有 An 弽 弰，于是 f 的 彆彯彵彲彩彥彲级数为

f弨x弩 ∼ B1 彳彩彮
弲πx

T
弫 · · ·弫Bn 彳彩彮

弲nπx

T
弫 · · · ,

这称为一个正弦级数。

如果 f 是偶函数，则所有 Bn 弽 弰，于是 f 的 彆彯彵彲彩彥彲级数为

f弨x弩 ∼ A0 弫A1 彣彯彳
弲πx

T
弫 · · ·弫An 彣彯彳

弲nπx

T
弫 · · · ,
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这称为一个余弦级数。

它们分别反映了函数 f 的对称性。

当我们被要求把一个区间上的函数展成正弦级数或余弦级数时，我们首先

要把它对称延拓到一个对称区间上，然后再进行 彆彯彵彲彩彥彲展开。

例 10.2.1. 考虑 弲π周期函数 f弨x弩，它在区间 彛弰, 弲π彝上满足 f弨x弩 弽 π−x
2 ，我们

计算它的 彆彯彵彲彩彥彲级数。

不难看出 f 是奇函数，所以它的 彆彯彵彲彩彥彲级数是正弦级数。

bn 弽
弱

π

∫ 2π

0

π − x
弲

彳彩彮nx彤x 弽
弱

弲π

∫ 2π

0

−x 彳彩彮nx彤x 弽
弱

n
,

所以 f 的 彆彯彵彲彩彥彲级数为
∞∑
n=1

彳彩彮nx

n
,

记 S弨x弩为它的和函数，在例弹弮弲弮弹中我们曾经证明了 S弨x弩 弽 π−x
2 弨 弰 < x < 弲π

弩。易见

S弨x弩 弽

π−x
2 , 弰 < x < 弲π,

弰, x 弽 弰.

例 10.2.2. 在例弹弮弲弮弱弰中我们曾证明了

∞∑
n=1

彣彯彳nx

n2
弽
π2

弶
弫
x2 − 弲πx

弴
, 弰 ≤ x ≤ 弲π.

记上式右端函数为 f弨x弩。由于上述级数一致收敛，所以 f弨x弩的 彆彯彵彲彩彥彲系数可

由逐项积分得到：

bn 弽
弱

π

∫ 2π

0

f弨x弩 彳彩彮nx彤x 弽

∞∑
k=1

弱

k2π

∫ 2π

0

彣彯彳 kx 彳彩彮nx彤x 弽 弰,

an 弽
弱

π

∫ 2π

0

f弨x弩 彣彯彳nx彤x 弽

∞∑
k=1

弱

k2π

∫ 2π

0

彣彯彳 kx 彣彯彳nx彤x 弽
弱

n2
,

a0 弽 弰.

所以上述级数就是 f 的 彆彯彵彲彩彥彲级数。
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例 10.2.3. 考虑 弲π周期函数 f弨x弩 弽 x2 弨 −π ≤ x < π 弩，求它的 彆彯彵彲彩彥彲级数。

解： f 是偶函数，所以它的 彆彯彵彲彩彥彲级数是余弦级数，

A0 弽
弱

弲π

∫ π

−π
x2彤x 弽

π2

弳
, An 弽

弱

π

∫ π

−π
x2 彣彯彳nx彤x 弽 弨分部积分弩 弽

弴弨−弱弩n

n2
.

所以 f 的 彆彯彵彲彩彥彲级数为

π2

弳
弫

∞∑
n=1

弴弨−弱弩n

n2
彣彯彳nx.

由彗彥彩彥彲彳彴彲彡彳彳判别法，该级数对任意 x一致绝对收敛，其和函数 S弨x弩连续。

因为弨例弹弮弲弮弱弰弩

∞∑
n=1

彣彯彳nx

n2
弽
π2

弶
弫
x2 − 弲πx

弴
, 弰 ≤ x ≤ 弲π,

所以对 −π ≤ x ≤ π，

∞∑
n=1

弨−弱弩n

n2
彣彯彳nx 弽

∞∑
n=1

彣彯彳n弨x弫 π弩

n2
弽
π2

弶
弫
弨x弫 π弩2 − 弲π弨x弫 π弩

弴
弽

弳x2 − π2

弱弲
.

从而

π2

弳
弫

∞∑
n=1

弴弨−弱弩n

n2
彣彯彳nx 弽 x2.

分别取 x 弽 弰和 x 弽 π，得到

∞∑
n=1

弨−弱弩n−1

n2
弽
π2

弱弲
,

∞∑
n=1

弱

n2
弽
π2 − π2

3

弴
弽
π2

弶
,

进而得到
∞∑
n=1

弱

弨弲n− 弱弩2
弽

∞∑
n=1

弱

n2
−
∞∑
n=1

弱

弨弲n弩2
弽
π2

弸
.

你还可以取 x 弽 π
6 ,

π
4 ,

π
3 ,

π
2 看看可以得到哪些结论。
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10.3 平方平均误差与 Fourier级数的最小二乘性质

区间 彛a, b彝上两个函数 f, g，其平方平均误差被定义为∫ b

a

|f弨x弩− g弨x弩|2彤x.

为此，我们需要 f, g在区间 彛a, b彝上平方可积，即∫ b

a

|f弨x弩|2彤x < 弫∞,
∫ b

a

|g弨x弩|2彤x < 弫∞.

由 彃彡彵彣彨役弭当彣彨彷彡彲彺不等式，我们知道有界区间 彛a, b彝上的平方可积函数都是绝

对可积的，∫ b

a

|f弨x弩|彤x ≤

√∫ b

a

|f弨x弩|2彤x
∫ b

a

弱2彤x 弽
√
b− a

(∫ b

a

|f弨x弩|2彤x

) 1
2

< 弫∞.

记L2彛−l, l彝为区间 彛−l, l彝上所有平方可积函数组成的集合。对 f, g ∈ L2彛−l, l彝
定义

〈f, g〉 弽
∫ l

−l
f弨x弩g弨x弩彤x.

这是一个半正定的双线性函数。

〈f, f〉 弽
∫ l

−l
|f弨x弩|2彤x ≥ 弰.

在 L2彛−l, l彝中，如果
∫ l
−l |f弨x弩|

2彤x 弽 弰，我们就认为 f 弽 弰。于是上述双线性函

数是正定的，它定义了 L2彛−l, l彝上的一个内积，该内积导致了一个范数 ‖ · ‖2，
此时 f, g的平方平均误差就是 ‖f − g‖22。
我们称函数列 fn 在 L2意义下收敛于 f，如果

彬彩彭
n→+∞

‖fn − f‖2 弽 弰,

即

彬彩彭
n→+∞

∫ l

−l
|fn弨x弩− f弨x弩|2彤x 弽 弰.

在上述内积下，

c0 弽
弱√
弲l
, cn 弽

弱√
l
彣彯彳

nπx

l
, sn 弽

弱√
l
彳彩彮

nπx

l
, n 弽 弱, 弲, . . . .

成为 L2彛−l, l彝中一列单位正交向量，f 的 彅彵彬彥彲弭彆彯彵彲彩彥彲系数

A0 弽
弱

弲l

∫ l

−l
f弨x弩彤x 弽

弱√
弲l
〈f, c0〉,

An 弽
弱

l

∫ l

−l
f弨x弩 彣彯彳

nπx

l
彤x 弽

弱√
l
〈f, cn〉,

Bn 弽
弱

l

∫ l

−l
f弨x弩 彳彩彮

nπx

l
彤x 弽

弱√
l
〈f, sn〉,
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所以 f 的 彆彯彵彲彩彥彲级数的前 弲N 弫 弱项的部分和

fN 弨x弩 弽 A0 弫

N∑
n=1

(
An 彣彯彳

弲nπx

T
弫Bn 彳彩彮

弲nπx

T

)

弽 〈f, c0〉c0 弫

N∑
n=1

(
〈f, cn〉cn 弫 〈f, sn〉sn

)
,

它是 f 在

c0, c1, s1, . . . , cN , sN

所张成的 弲N 弫弱维空间W2N+1中的正交投影，这也是这个 弲N 弫弱维空间中与

f 平均平方误差最小的一个，即

‖f − fN‖2 弽 彭彩彮
g∈W2N+1

‖f − g‖2.

另外，由于 f − fN ⊥ fN，所以

‖f‖22 弽 ‖f − fN‖22 弫 ‖fN‖22.

于是，一方面

‖fN‖22 ≤ ‖f‖22,

即

定理 10.3.1 弨Bessel不等式). 对任意 f ∈ L2彛−l, l彝，f的 Euler-Fourier系数满

足

A2
0 弫

弱

弲

N∑
n=1

弨A2
n 弫B2

n弩 ≤
弱

弲l

∫ l

−l
|f弨x弩|2彤x.

推论 10.3.2. 任意 f ∈ L2彛−l, l彝的 Euler-Fourier系数满足

A2
0 弫

弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n 弫B2

n弩

必然是收敛的。
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例 10.3.3. 证明
∞∑
n=1

sinnx
ln(n+1) 收敛，但不是任何平方可积函数的 彆彯彵彲彩彥彲级数。

证明. 由 彄彩彲彩彣彨彬彥彴判别法知
∞∑
n=1

sinnx
ln(n+1) 对任何实数 x收敛。但由于

∞∑
n=1

(
弱

彬彮弨n弫 弱弩

)2

发散，所以由 彂彥彳彳彥彬不等式知
∞∑
n=1

sinnx
ln(n+1) 不是任何平方可积函数的 彆彯彵彲彩彥彲级

数。从而该级数的和函数不是平方可积函数。

另一方面，为证明 彬彩彭
N→+∞

‖f − fN‖2 弽 弰，只需证明

定理 10.3.4 弨Parseval等式). 对任意 f ∈ L2彛−l, l彝，f的 Euler-Fourier系数满

足

A2
0 弫

弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n 弫B2

n弩 弽
弱

弲l

∫ l

−l
|f弨x弩|2彤x.

其证明见本章最后一节。

推论 10.3.5. 若 f, g ∈ L2彛−l, l彝具有完全相同的 Fourier级数，则对几乎所有的

x都有 f弨x弩 弽 g弨x弩。

证明. 当 N → 弫∞时，

‖f − g‖2 ≤ ‖fN − f‖2 弫 ‖fN − gN‖2 弫 ‖gN − g‖2 弽 ‖fN − f‖2 弫 ‖gN − g‖2 → 弰.

推论 10.3.6.

A0α0 弫
弱

弲

∞∑
n=1

弨Anαn 弫Bnβn弩 弽
弱

弲l

∫ l

−l
f弨x弩g弨x弩彤x,

其中 A0, An, Bn 和 α0, αn, βn 分别是 f, g ∈ L2彛−l, l彝的 Euler-Fourier系数。

证明. 这个等式可以通过∫ l

−l
f弨x弩g弨x弩彤x 弽

弱

弴

(∫ l

−l
弨f弨x弩 弫 g弨x弩弩

2
彤x−

∫ l

−l
弨f弨x弩− g弨x弩弩2 彤x

)

得到，后面这个等式本质上是内积及其对应范数之间的如下结论：

‖f 弫 g‖2 − ‖f − g‖2 弽 弴〈f, g〉.

利用 彐彡彲彳彥彶彡彬等式，我们可以求得一些特殊的级数的和。
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例 10.3.7. 我们已经知道

x2 弽
π2

弳
弫

∞∑
n=1

弴弨−弱弩n

n2
彣彯彳nx, ∀ − π ≤ x ≤ π.

对它用 彐彡彲彳彥彶彡彬等式，得到

π4

張
弽

弱

弲π

∫ π

−π
x4彤x 弽

π4

弹
弫

弱

弲

∞∑
n=1

弱弶

n4
,

进而

∞∑
n=1

弱

n4
弽
π4

弹弰
.

利用逐项积分，得到

x3

弳
弽

∫ x

0

t2彤t 弽
π2

弳
x弫

∞∑
n=1

弴弨−弱弩n

n3
彳彩彮nx, ∀ − π ≤ x ≤ π,

这样得到 弲π 周期函数 x3

3 −
π2x

3 弨 −π ≤ x < π 弩的 彆彯彵彲彩彥彲级数。取 x 弽 π
2，得

到

∞∑
n=1

弨−弱弩n−1

弨弲n− 弱弩3
弽
π3

弳弲
.

对这个 彆彯彵彲彩彥彲级数使用 彐彡彲彳彥彶彡彬等式，我们可以得到
∞∑
n=1

1
n6 的值。彅彵彬彥彲知道

所有到
∞∑
n=1

1
n2m 的值，但

∞∑
n=1

1
n2m−1 的值至今仍无人知晓。

10.4 Fourier级数的收敛性

弱弹弶弶年，彌弮彃彡彲彬彥彳彯彮证明了任何平方可积函数 f ，其 彆彯彵彲彩彥彲级数几乎处

处收敛到 f 自身。弱弹弶弸年，归弮彁弮彈彵彮彴 把这个结论推广到 p 弨 p > 弱 弩次绝对可

积函数。然而，早在 弱弹弲弳弯弲弶年 彋彯彬彭彯彧彯彲彯彶证明了：存在绝对可积函数 f，其

彆彯彵彲彩彥彲级数几乎处处弯处处发散。更早的时候，弱弸強弳年 彐彡彵彬 彤彵 彂彯彩彳弭归彥役彭彯彮彤

证明存在连续函数 f，其 彆彯彵彲彩彥彲级数在某处发散。由此可见 彆彯彵彲彩彥彲级数的逐

点收敛问题是一个比较难的数学问题。
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不妨设 l 弽 π，则

fN 弨x弩 弽

∫ π
−π f弨t弩彤t

弲π
弫

N∑
n=1

彣彯彳nx
∫ π
−π f弨t弩 彣彯彳nt彤t弫 彳彩彮nx

∫ π
−π f弨t弩 彳彩彮nt

π
彤t

弽

∫ π

−π
f弨t弩

(
弱

弲π
弫

弱

π

N∑
n=1

彣彯彳n弨x− t弩

)
彤t 弽

∫ π

−π
f弨t弩DN 弨x− t弩彤t

弽

∫ π

−π
f弨x− t弩DN 弨t弩彤t 弽

∫ π

−π
f弨x弫 t弩DN 弨−t弩彤t

弽

∫ π

−π
f弨x弫 t弩DN 弨t弩彤t

弽

∫ π

−π

f弨x弫 t弩 弫 f弨x− t弩
弲

DN 弨t弩彤t,

从而

fN 弨x弩− f弨x−弩 弫 f弨x+弩

弲
弽

∫ π

−π

f弨x弫 t弩 弫 f弨x− t弩− f弨x+弩− f弨x−弩
弲

DN 弨t弩彤t,

其中 f弨x−弩, f弨x+弩是 f 在 x处的左极限和右极限，

DN 弨t弩 弽
弱

弲π
弫

弱

π

N∑
n=1

彣彯彳nt 弽
彳彩彮弨N 弫 1

2 弩t

弲π 彳彩彮 t
2

称为Dirichlet核，它满足∫ π

−π
DN 弨t弩彤t 弽 弱, 彬彩彭

N→+∞

∫
δ<|t|≤π

DN 弨t弩彤t 弽 弰.

其中第二个积分表明，虽然 彅彵彬彥彲弭彆彯彵彲彩彥彲系数是整个周期区间上的与 f 有关的

积分，但函数 f 的彆彯彵彲彩彥彲级数在点 x处的值实际上只由 f 在 x附近的值决定。

利用上述结果可以证明

定理 10.4.1. 如果 弲π周期函数 f 在 彛−π, π彝上绝对可积，并且在 x处满足以下

条件之一

1. (Dini) 瑕积分
∫ δ

0
|f(x+t)−f(x+)|+|f(x−t)−f(x−)|

t 彤t收敛；
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2. (Hölder) 存在 M > 弰 和 弰 < α ≤ 弱 使得 |f弨x 弫 t弩 − f弨x+弩| ≤ Mtα，

|f弨x− t弩− f弨x−弩| ≤Mtα；

3. f ′ 在 彛−π, π彝上分段连续(间断点个数有限，且为第一类间断点)，

则 f 的 Fourier级数在 x处收敛到 f(x+)+f(x−)
2 。特别地，当 f 在 x处连续时，

彬彩彭
N→+∞

fN 弨x弩 弽 f弨x弩。

定理 10.4.2. 任何 弲π 周期的 C1 函数 f 的 Fourier级数都一致收敛到 f 自身。

推论 10.4.3. 对任何 弲π 周期的 C2 函数 f，f ′ 的 Fourier 级数可以从 f 的

Fourier级数逐项得到。

证明. 记

An 弽
弱

π

∫ π

−π
f弨x弩 彣彯彳nx彤x, Bn 弽

弱

π

∫ π

−π
f弨x弩 彳彩彮nx彤x.

则

弱

π

∫ π

−π
f ′弨x弩 彣彯彳nx彤x 弽

f弨x弩 彣彯彳nx

π

∣∣∣∣π
−π

弫
n

π

∫ π

−π
f弨x弩 彳彩彮nx彤x 弽 nBn,

同理可得 1
π

∫ π
−π f

′弨x弩 彳彩彮nx彤x 弽 −nAn。所以

f ′弨x弩 弽

∞∑
n=1

弨nBn 彣彯彳nx− nAn 彳彩彮nx弩.

例 10.4.4. 设 t ∈ R\Z。求 彣彯彳 tx 弨 −π ≤ x ≤ π 弩的 彆彯彵彲彩彥彲级数。

解： 彣彯彳 tx 弨 −π ≤ x ≤ π 弩是 C∞的偶函数，

An 弽
弱

π

∫ π

−π
彣彯彳 tx 彣彯彳nx彤x 弽

弱

弲π

[
彳彩彮弨t弫 n弩x

t弫 n
弫

彳彩彮弨t− n弩x
t− n

]π
−π

弽
弱

π

[
彳彩彮弨t弫 n弩π

t弫 n
弫

彳彩彮弨t− n弩π
t− n

]
弽

弨−弱弩n弲t 彳彩彮 tπ
π弨t2 − n2弩

,

A0 弽
弱

弲π

∫ π

−π
彣彯彳 tx彤x 弽

彳彩彮 tπ

πt
,

因此

彣彯彳 tx 弽
彳彩彮 tπ

tπ
弫

弲t 彳彩彮 tπ

π

∞∑
n=1

弨−弱弩n

t2 − n2
彣彯彳nx.

取 x 弽 π，两边除以 sin tπ
π ，移项，得到

π 彣彯彴πt− 弱

t
弽

∞∑
n=1

−弲t
n2 − t2

. 弨彅彵彬彥彲弩
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上式两边对 t从 弰到 x ∈ 弨弰, 弱弩积分，

彬彮
彳彩彮πx

πx
弽

∞∑
n=1

彬彮

(
弱− x2

n2

)
,

即
彳彩彮πx

πx
弽

∞∏
n=1

(
弱− x2

n2

)
,

从而对 弰 < x < π，
彳彩彮x

x
弽

∞∏
n=1

(
弱− x2

n2π2

)
. 弨彅彵彬彥彲弩

这样我们严格地证明了 彅彵彬彥彲当年的重要发现。

彅彵彬彥彲利用这个无穷乘积以及 彳彩彮x的彍彡彣彬彡彵彲彩彮级数并借鉴多项式的根与系

数的韦达定理得到了
∞∑
n=1

1
n2 弽 π2

6 ，这解决了困惑人们几十年的著名难题。

事实上，我们也可以利用极限，严格得到这个数项级数的和

∞∑
n=1

弱

n2
弽 彬彩彭
t→0

∞∑
n=1

弱

n2 − t2
弽 彬彩彭
t→0

(
弱

弲t2
− π

弲t
彣彯彴弨πt弩

)
弽 彬彩彭
t→0

彳彩彮弨πt弩− πt 彣彯彳弨πt弩
弲t2 彳彩彮弨πt弩

弽
π2

弶
.

10.5 Fourier级数应用

等周问题

在给定周长的所有平面曲线中，哪一个能围成最大的面积？这是一个很古

老的几何问题，它的提出很可能是人类丈量土地的需要，而且也很可能知道答

案是圆周，但给出证明却花了人类两千多年的时间。远在公元前二世纪，古希

腊人 彚彥彮彯彤彯彲彵彳就研究过这个问题。直到十九世纪，符合现代数学要求的证明

才正式被提出。

定理 10.5.1 弨等周不等式). 对于平面中任意一条简单封闭 C2 曲线 γ，其周长

L和它所围成的有界区域的面积 A都满足 弴πA ≤ L2，其中等号成立当且仅当 γ

是一个圆周。

证明. 设 γ 强 弨x弨t弩, y弨t弩弩是平面中一个 C2 简单封闭曲线，t ∈ 彛弰, L彝是它的弧长

参数，L是 γ 的弧长。因为 γ 是封闭曲线，所以我们可以视 x弨t弩, y弨t弩是 L 弭周

期函数。设 
x弨t弩 弽 a0 弫

∞∑
n=1

an 彣彯彳
2nπt
L 弫 bn 彳彩彮

2nπt
L ,

y弨t弩 弽 α0 弫
∞∑
n=1

αn 彣彯彳
2nπt
L 弫 βn 彳彩彮

2nπt
L .
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则 
x′弨t弩 弽 2π

L

∞∑
n=1
−nan 彳彩彮 2nπt

L 弫 nbn 彣彯彳
2nπt
L ,

y′弨t弩 弽 2π
L

∞∑
n=1
−nαn 彳彩彮 2nπt

L 弫 nβn 彣彯彳
2nπt
L .

由于是弧长参数，所以 x′弨t弩2 弫 y′弨t弩2 弽 弱，从而

L2 弽 L

∫ L

0

x′弨t弩2 弫 y′弨t弩2彤t 弽 L

(
〈x′弨t弩, x′弨t弩〉弫 〈y′弨t弩, y′弨t弩〉

)
弽 弲π2

∞∑
n=1

n2弨a2
n 弫 b2n 弫 α2

n 弫 β2
n弩,

曲线 γ 围成的平面区域的面积为

A 弽
弱

弲

∫
γ

x彤y − y彤x 弽
弱

弲

∫ L

0

x弨t弩y′弨t弩− y弨t弩x′弨t弩彤t

弽
弱

弲

(
〈x弨t弩, y′弨t弩〉 − 〈y弨t弩, x′弨t弩〉

)
弽 π

∞∑
n=1

n弨−αnbn 弫 anβn弩

≤ π

弲

∞∑
n=1

n弨α2
n 弫 b2n 弫 a2

n 弫 β2
n弩 ≤

π

弲

∞∑
n=1

n2弨α2
n 弫 b2n 弫 a2

n 弫 β2
n弩 弽

L2

弴π
.

等号成立当且仅当

α1 弽 −b1, β1 弽 a1, an 弽 bn 弽 αn 弽 βn 弽 弰, n ≥ 弲.

此时 x弨t弩 弽 a0 弫 a1 彣彯彳
2πt
L 弫 b1 彳彩彮

2πt
L ,

y弨t弩 弽 α0 − b1 彣彯彳 2πt
L 弫 a1 彳彩彮

2πt
L ,

这是一个圆周。

常微分方程周期边值问题

例 10.5.2. 求以下二阶微分方程满足周期边界条件的解。
y′′ 弫 λy 弽 彳彩彮x,

y弨弰弩 弽 y弨弲π弩,

y′弨弰弩 弽 y′弨弲π弩.

解： 我们先证明满足上述边值条件的解 y弨x弩是 弲π周期函数。

令 u弨x弩 弽 y弨x弫 弲π弩− y弨x弩。则

u′′弨x弩弫λu弨x弩 弽 y′′弨x弫弲π弩−y′′弨x弩弫λ彛y弨x弫弲π弩−y弨x弩彝 弽 彳彩彮弨x弫弲π弩−彳彩彮弨x弩 弽 弰,

并且

u弨弰弩 弽 y弨弲π弩− y弨弰弩 弽 弰, u′弨弰弩 弽 y′弨弲π弩− y′弨弰弩 弽 弰.
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由微分方程初值问题解的存在唯一性，对任意 x，u弨x弩 弽 弰。因此 y弨x 弫 弲π弩 弽

y弨x弩，从而 y弨x弩是 弲π周期函数。并且由方程知 y弨x弩是 C∞ 函数。

设 y弨x弩 弽 a0 弫
∞∑
n=1

弨an 彣彯彳nx弫 bn 彳彩彮nx弩。逐项求导并代入微分方程得到

λa0 弫

∞∑
n=1

[
弨λ− n2弩an 彣彯彳nx弫 弨λ− n2弩bn 彳彩彮nx

]
弽 彳彩彮x.

如果 λ 弽 弰，则

−a1 弽 弰, , −n2an 弽 弰, −b1 弽 弱, −n2bn 弽 弰, n ≥ 弲,

解得无穷多解

y弨x弩 弽 a0 − 彳彩彮x.

如果 λ 弽 k2 弨 k ≥ 弲是正整数弩，则
a0 弽 弰,

弨λ− n2弩an 弽 弰, n 6弽 k

弨λ− k2弩ak 弽 弰.

弨λ− n2弩bn 弽 弰, n 6弽 弱

弨λ− 弱弩b1 弽 弱,

解得无穷多解

y弨x弩 弽
弱

k2 − 弱
彳彩彮x弫 ak 彣彯彳 kx弫 bk 彳彩彮 kx.

如果 λ 弽 弱，则

弨λ− 弱弩b1 弽 弱,

无解。

如果 λ 6弽 k2 弨 k是整数弩，则a0 弽 弰,

弨λ− n2弩an 弽 弰,

弨λ− n2弩bn 弽 弰, n 6弽 弱

弨λ− 弱弩b1 弽 弱,

解得唯一解

y弨x弩 弽
弱

λ− 弱
彳彩彮x.

考虑关于 弲π周期 C2函数 y的线性映射

Ay 弽 −y′′.

则对 弲π周期 C2函数 y, z，

〈Ay, z〉 弽
∫ π

−π
−y′′弨x弩z弨x弩彤x

弽 −
∫ π

−π
z弨x弩彤y′弨x弩 弽 −y′弨x弩z弨x弩|π−π 弫

∫ π

−π
y′弨x弩z′弨x弩彤x

弽 〈y′, z′〉 弽 〈y,Az〉,
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所以 A是对称线性映射。 Ay 弽 λy，即 −y′′ 弽 λy。

当 λ < 弰时，这个方程的通解为 y弨x弩 弽 C1彥
√
−λx 弫 C2彥

−
√
−λx，这样的解

有界当且仅当 C1 弽 C2 弽 弰，即 y 弽 弰。

当 λ 弽 弰时，这个方程的通解为 y弨x弩 弽 C1 弫 C2x，这样的解有界当且仅当

C2 弽 弰，即 y 弽 C1，它也是 弲π周期解。

当 λ > 弰时，这个方程的通解为 y弨x弩 弽 C1 彣彯彳弨
√
λx弩 弫 C2 彳彩彮弨

√
λx弩，这样

的解有界。它是 弲π周期解当且仅当
√
λ是正整数，即 λ 弽 n2。

所以 A的特征函数为

弱, 彣彯彳x, 彳彩彮x, 彣彯彳 弲x, 彳彩彮 弲x, . . . , 彣彯彳nx, 彳彩彮nx, . . . .

设 e1, e2, . . . , en, . . .是线性映射A的特征向量，λ1, λ2, . . . , λn, . . .为对应的

特征值。对向量 b和数 λ，求解方程

弨A− λ弩y 弽 b,

可以先做分解

y 弽 a1e1 弫 a2e2 弫 · · ·弫 anen 弫 · · · ,

b 弽 b1e1 弫 b2e2 弫 · · ·弫 bnen 弫 · · · ,

上述方程称为

弨λk − λ弩ak 弽 bk, k 弽 弱, 弲, . . . .

如果 λ不是 A的特征值，则上述方程有唯一解

y 弽
b1

λ1 − λ
e1 弫

b2
λ2 − λ

e2 弫 · · ·弫
bn

λn − λ
en 弫 · · · .

如果 λ 弽 λm，则上述方程有解当且仅当 bm 弽 弰，此时方程有无穷多解

y 弽 amem 弫
∑
k 6=m

bk
λk − λm

ek.

微分方程的边值问题与初值问题不同，它把我们从有限维空间代入到无穷

维空间，而 彆彯彵彲彩彥彲级数理论对应于无穷维内积空间中一些对称线性算子的谱性

质。从应用的角度讲，彆彯彵彲彩彥彲级数也是一种信息压缩，它把一个连续变量的函

数对应为一个数列弨 彆彯彵彲彩彥彲系数弩。所以无论在理论上还是在应用中，它都是重

要的工具。

伽利略说，自然这本大书是由上帝之手用数学的语言写成的。牛顿说，自

然法则是用微分方程表达的。从三百多年前牛顿创立微积分开始，人们就试图

发展各种数学工具来实现牛顿的梦想——通过研究微分方程来理解它描述的自

然法则。现代科学正是肇始于此，并随之逐渐发展壮大，于是才有了人类今天

的文明。
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10.6 附：Parseval等式的证明

定理 10.6.1. 对 Riemann可积的 弲π周期函数 f，

弱

弲π

∫ 2π

0

|f弨x弩|2彤x 弽 A2
0 弫

弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n 弫B2

n弩,

其中 An, Bn 是 f 的Euler-Fourier系数。

引理 10.6.2. Parseval等式对所有三角多项式

f弨x弩 弽 A0 弫

N∑
n=1

弨An 彣彯彳nx弫Bn 彳彩彮nx弩

成立。

证明. 直接计算即可。

推论 10.6.3. 对任何 Riemann可积函数 f 强 彛弰, 弲π彝 → R都有：f 满足 Parseval

等式当且仅当 彬彩彭
N→+∞

∫ 2π

0
|f弨x弩− SN 弨x弩|2彤x 弽 弰。

证明. 这是因为
∫ 2π

0
|f弨x弩|2彤x 弽

∫ 2π

0
|f弨x弩− SN 弨x弩|2彤x弫

∫ 2π

0
|SN 弨x弩|2彤x。

引理 10.6.4. Parseval等式对

f弨x弩 弽

弱, x ∈ 彛α, β彝 ⊆ 彛弰, 弲π彝,

弰, x ∈ 彛弰, 弲π彝\彛α, β彝

成立。

证明.

A0 弽
弱

弲π

∫ β

α

彤x 弽
β − α
弲π

,

An 弽
弱

π

∫ β

α

彣彯彳nx彤x 弽
彳彩彮nβ − 彳彩彮nα

nπ
,

Bn 弽
弱

π

∫ β

α

彳彩彮nx彤x 弽
彣彯彳nα− 彣彯彳nβ

nπ
,

所以

A2
0 弫

弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n 弫B2

n弩 弽
弨β − α弩2

弴π2
弫

弱

弲

∞∑
n=1

弲− 弲 彣彯彳n弨β − α弩
n2π2

弽
弱

π2

[
弨β − α弩2

弴
弫
π2

弶
−
∞∑
n=1

彣彯彳n弨β − α弩
n2

]

弽
弱

π2

[
弨β − α弩2

弴
弫
π2

弶
− π2

弶
− 弨β − α弩2 − 弲π弨β − α弩

弴

]
弽

弱

弲π
弨β − α弩

弽
弱

弲π

∫ 2π

0

|f弨x弩|2彤x.
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其中第三个等号使用了例弹弮弲弮弱弰的结论。

引理 10.6.5. 设 f1, f2 都是 Riemann可积的 弲π周期函数，满足∫ 2π

0

f1弨x弩f2弨x弩彤x 弽 弰.

若 Parseval等式对 f1, f2 都成立，则 Parseval等式对 f1 弫 f2 也成立。

证明. 记 An弨fk弩, Bn弨fk弩为 fk 的 彅彵彬彥彲弭彆彯彵彲彩彥彲系数。则易见

An弨f1 ± f2弩 弽 An弨f1弩±An弨f2弩, Bn弨f1 ± f2弩 弽 Bn弨f1弩±Bn弨f2弩.

则

A2
n弨f1 弫 f2弩 弫A2

n弨f1 − f2弩 弽 弲弨A2
n弨f1弩 弫A2

n弨f2弩弩,

B2
n弨f1 弫 f2弩 弫B2

n弨f1 − f2弩 弽 弲弨B2
n弨f1弩 弫B2

n弨f2弩弩.

由假设条件知

弱

弲π

∫ 2π

0

|fk弨x弩|2彤x 弽 A2
0弨fk弩 弫

弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n弨fk弩 弫B2

n弨fk弩弩, k 弽 弱, 弲.

因此

弱

弲π

∫ 2π

0

|f1弨x弩± f2弨x弩|2彤x

弽
弱

弲π

∫ 2π

0

|f1弨x弩|2彤x弫
弱

弲π

∫ 2π

0

|f2弨x弩|2彤x

弽A2
0弨f1弩 弫A2

0弨f2弩 弫
弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n弨f1弩 弫B2

n弨f1弩 弫A2
n弨f2弩 弫B2

n弨f2弩弩

弽
A2

0弨f1 弫 f2弩 弫A2
0弨f1 − f2弩

弲

弫
弱

弲

∞∑
n=1

A2
n弨f1 弫 f2弩 弫B2

n弨f1 弫 f2弩 弫A2
n弨f1 − f2弩 弫B2

n弨f1 − f2弩

弲
,

由 彂彥彳彳彥彬不等式知

A2
0弨f1 ± f2弩 弫

弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n弨f1 ± f2弩 弫B2

n弨f1 ± f2弩弩 ≤
弱

弲π

∫ 2π

0

|f1弨x弩± f2弨x弩|2彤x,

所以上述等式表明

A2
0弨f1 ± f2弩 弫

弱

弲

∞∑
n=1

弨A2
n弨f1 ± f2弩 弫B2

n弨f1 ± f2弩弩 弽
弱

弲π

∫ 2π

0

|f1弨x弩± f2弨x弩|2彤x,

即 彐彡彲彳彥彶彡彬等式对 f1 ± f2都成立。
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由上述两个引理知

推论 10.6.6. Parseval等式对任何阶梯函数成立。

证明. 设 弰 弽 a0 < a1 < · · · < an 弽 弲π，f弨x弩 弽 f1弨x弩 弫 · · · 弫 fn弨x弩，其中

fk弨x弩 弽 ckI[ak−1,ak]弨x弩。则由第一个引理知，彐彡彲彳彥彶彡彬 等式对 f1, . . . , fn 都成

立。另一方面，f1, . . . , fn彼此正交，
∫ 2π

0
fi弨x弩fj弨x弩彤x 弽 弰 弨 弱 ≤ i < j ≤ n 弩，

所以由第二个引理知 彐彡彲彳彥彶彡彬等式对 f 弽 f1 弫 · · ·弫 fn 成立。

定理的证明. 设 f 是区间 彛弰, 弲π彝上的 归彩彥彭彡彮彮可积函数。存在常数M > 弰，并

且对任意 ε > 弰，存在阶梯函数 g, h使得 −M < g弨x弩 ≤ f弨x弩 ≤ h弨x弩 < M，且∫ 2π

0
|h弨x弩− g弨x弩|彤x < ε。

于是∫ 2π

0

|f弨x弩−g弨x弩|2彤x ≤
∫ 2π

0

|h弨x弩−g弨x弩|2彤x ≤ 弲M

∫ 2π

0

|h弨x弩−g弨x弩|彤x < 弲Mε.

记 SN 弨f弩弨x弩 弽 A0(f)
2 弫

N∑
n=1

彛An弨f弩 彣彯彳nx弫Bn弨f弩 彳彩彮nx彝。则

∫ 2π

0

|f弨x弩− SN 弨f弩弨x弩|2彤x ≤
∫ 2π

0

|f弨x弩− SN 弨g弩弨x弩|2彤x

≤
∫ 2π

0

|f弨x弩− g弨x弩|2彤x弫

∫ 2π

0

|g弨x弩− SN 弨g弩弨x弩|2彤x

≤ 弲Mε弫

∫ 2π

0

|g弨x弩− SN 弨g弩弨x弩|2彤x→ 弰,

所以 彬彩彭
N→+∞

∫ 2π

0
|f弨x弩− SN 弨f弩弨x弩|2彤x 弽 弰。因此 彐彡彲彳彥彶彡彬等式对 f 成立。
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10.7 习题讨论课

弱弮 求 x2 弨 弰 ≤ x ≤ π 弩的正弦级数弨周期 弲π 弩，并分别求级数
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)3 ，

∞∑
n=1

1
n6 的和。

弲弮 证明 x4 弨 弰 ≤ x ≤ π 弩的余弦级数弨周期 弲π 弩为

x4 弽
π4

張
弫 弸

∞∑
n=1

弨−弱弩nπ
2n2 − 弶

n4
彣彯彳nx,

并利用 彐彡彲彳彥彶彡彬等式求级数
∞∑
n=1

1
n8 的和。

弳弮 求 彥x 弨 x ∈ 彛−π, π弩 弩的 彆彯彵彲彩彥彲级数，并分别求级数
∞∑
n=1

1
n2+1 ，

∞∑
n=1

(−1)n

n2+1

的和。

弴弮 设 f 强 彛a, b彝→ R连续且分段可微，f ′ 在 彛a, b彝上平方可积。

弨彡弩 若 彛a, b彝 弽 彛弰, π彝，且 f 满足 f弨弰弩 弽 f弨π弩或
∫ π

0
f弨x弩彤x 弽 弰，证明∫ π

0

f2弨x弩彤x ≤
∫ π

0

弨f ′弩2弨x弩彤x,

其中等号成立当且仅当 f弨x弩 弽 a 彣彯彳x。

弨形弩 若 彛a, b彝 弽 彛−π, π彝，且 f 满足 f弨−π弩 弽 f弨π弩以及
∫ π
−π f弨x弩彤x 弽 弰，

证明 ∫ π

−π
f2弨x弩彤x ≤

∫ π

−π
弨f ′弩2弨x弩彤x,

其中等号成立当且仅当 f弨x弩 弽 a 彣彯彳x弫 b 彳彩彮x。

張弮 幂级数与 彆彯彵彲彩彥彲级数。利用

彥z 弽

∞∑
n=0

zn

n弡
, 彥ix 弽 彣彯彳x弫 彩 彳彩彮x

证明

∞∑
n=0

彣彯彳弨nx弩

n弡
弽 彥cos x 彣彯彳弨彳彩彮x弩,

∞∑
n=1

彳彩彮弨nx弩

n弡
弽 彥cos x 彳彩彮弨彳彩彮x弩.

并求

∞∑
n=0

弨−弱弩n 彣彯彳 弲nx
弨弲n弩弡

,

∞∑
n=0

弨−弱弩n 彳彩彮 弲nx
弨弲n弩弡

,

∞∑
n=0

弨−弱弩n 彣彯彳弨弲n弫 弱弩x

弨弲n弫 弱弩弡
,

∞∑
n=0

弨−弱弩n 彳彩彮弨弲n弫 弱弩x

弨弲n弫 弱弩弡

的和函数表达式。
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