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 第 10 次习题课 数项级数 参考解答 

1．求级数
1

1

( )n n n m



= +
 的和，其中m 是正整数． 

解：因为级数的前 N 项和为 

1 1

1 1 1 1
( )

( )

N N

n nn n m m n n m= =

= −
+ +

   

1 1 1 1 1
(1 )

2 1m m m N
= + + + + +

+

1 1 1 1 1 1
( )
1 2 1m m m N N N m

− + + + + +
+ + + +

 

1 1 1 1 1 1
(1 )

2 1 1m m N N N m
= + + − − − −

+ + +
， 

所以  

1 1

1 1
lim

( ) ( )

N

N
n nn n m n n m



→
= =

=
+ +

   

1 1 1 1 1 1 1
lim 1

2 3 1 2N m m N N N m→

 
= + + + + − − − − 

+ + + 
 

1 1 1
(1 )

2m m
= + + + ． 

2．证明：级数
1

n

n

u


=

 收敛的充分必要条件是： lim 0n
n

u
→

= ，且
2 1 2

1

( )n n

n

u u


−

=

+ 收敛． 

证：必要性：因为
1

lim lim
n

n k
n n

k

S a
→ →

=

=  存在，所以 

1 1lim lim( ) lim lim 0n n n n n
n n n n

u S S S S− −
→ → → →

= − = − = ，且
2lim limn n

n n
S S

→ →
= ． 

充分性：因为
2

2

1

lim lim
n

n k
n n

k

S a
→ →

=

=  存在，且 lim 0n
n

u
→

= ，所以 

2 1 2 2 1 2 2 1 2lim lim( ) lim lim limn n n n n n
n n n n n

S S u S u S+ + +
→ → → → →

= + = + = ， 

从而 lim n
n

S
→

存在． 

3．设 lim n
n

a l
→

= ．证明：若 1l  ，则
1

1
na

n n



=

= + ；若 1l  ，则级数
1

1
na

n n



=

 收敛； 

若 1l = ，举例说明级数
1

1
na

n n



=

 可能收敛也可能发散． 

证：（1）因为 lim 1n
n

a l
→

=  ，所以存在
1 0N  ，当

1n N 时， 

1

1
1

2
n

l
a q

+
 =  ． 

这时 
1

1 1
na q

nn
 ，且

1

1 1

1
q

n N n



= +

= + ，所以
1

1
na

n n



=

= + ． 

（2）因为 lim 1n
n

a l
→

=  ，所以存在
2 0N  ，当

2n N 时， 
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2

1
1

2
n

l
a q

+
 =  ． 

这时 
2

1 1
0

na qnn
  ，且

2

2 1

1
q

n N n



= +

 收敛，所以
1

1
na

n n



=

 收敛． 

（3）
1

11

1

n nn



+=

 发散．因为
1

1

lim 1
n

n

n

n
→ +

= ，且
1

1

n n



=

 发散； 

1
12 ln

1

n nn



+=

 收敛．因为
1 1 ln1
ln ln

1 1 1

e n

n n
n

n n n
+

= =



，且无穷积分 

ln2 ln 2 ln 2

1 1 2
d d d

ee e
xx x

x
x x x

x

+ + +

= =   收敛． 

注：当 1l = 时，也可考虑级数
ln ln

1
ln

1 1

(ln ) q nq

n
n n

n
+

=  ，其敛散性依赖于 q ，但
ln ln

1 1
ln

q n

n
+ → ． 

4．正项级数判敛 

（1）
2

3
1

1

2 1n

n

n n



=

−

+ −
 ； 

解：发散．因为
2

3

1
lim 1

2 1n

n
n

n n→

−
 =

+ −
，且

1

1

n n



=

 发散． 

（2）
2

1

π
sin( )

2 1n n



= +
 ； 

解：收敛．因为 2

2

π π
lim sin( )

2 1 2n
n

n→
 =

+
，且

2
1

1

n n



=

 收敛． 

（3）
2 ln

p

n

n

n



=

 ； 

解：当 1p  − 时，收敛；当 1p −≥ 时，发散． 

（4）
2

1

2
( 1 ) ln(1 )

1

p

n

n
n n

n



=

+ − +
+

 ； 

解：因为
2 2

1
2

2 1 2 1
( 1 ) ln(1 ) ln(1 )

1 1( 1 )

p

pp

n n
n n

n nn n
n

+

+ − + = +
+ ++ +

( )n → ， 

所以，当 0p  时，收敛；当 0p≤ 时，发散． 

（5）
1 1 3 1 3 5 1 3 5 7

1 1 4 1 4 7 1 4 7 10

     
+ + + +

     
； 

解：收敛．因为 1 2 1 2
lim lim 1

3 1 3

n

n n
n

a n

a n

+

→ →

+
= = 

+
，所以收敛． 

（6）
1

n

n

nr


=

 ，其中 0r  ． 

解法 1：因为
1

1 ( 1)
lim lim

n

n

nn n
n

a n r
r

a nr

+

+

→ →

+
= = ，所以，当 1r  时，收敛；当 1r  时，发散；当 1r =
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时，通项不趋向于零，发散． 

解法 2：当 1r≥ 时，通项不趋向于零，发散；当0 1r  时，因为 

3 2
2

3

3 6
lim lim lim lim 0

ln ln

n

x x xn x x x

x x
n nr

r r r r r− − −→ →+ →+ →+
 = = = =

− −
， 

且
2

1

1

n n



=

 收敛，所以
1

n

n

nr


=

 收敛． 

（7）
ln

2 (ln )

n

n
n

n

n



=

 ； 

解法 1：因为 

2ln ln

ln e
lim lim lim 0

(ln ) ln ln

n n

nn n n

nn n n

n n

n n n→ → →
= = = ， 

所以级数
ln

2 (ln )

n

n
n

n

n



=

 收敛． 

解法 2：因为

2

2

ln ln

ln ln ln
(ln ln )

e 1

(ln ) e
e

n n

n n n n
n n

n

n

n −

= = ，且
2ln

lim(ln ln )
n

n
n

n→
 − = +，所以当 n充分大时，

有
2ln

ln ln 2
n

n
n

 −  ，从而
ln 2

ln (1 )

1 1

e
e

n n
n n

n
 −

 ．故级数
ln

2 (ln )

n

n
n

n

n



=

 收敛． 

（8）
ln

2

1

(ln ) n
n n



=

 ； 

解：因为 limln
n

n
→

= +，所以 n充分大时 2ln en  ，
ln 2 ln 2

1 1 1

(ln ) (e )n nn n
=< ． 

所以级数
ln

2

1

(ln ) n
n n



=

 收敛． 

（9）
ln

1

1
( 0)

n
n

a
a



=

 ； 

解：
ln ln ln ln ln ln

1 1 1 1

(e ) (e )n a n n a aa n
= = = ，所以当 ln 1a  时，即 ea  时级数收敛，其他情形发散． 

（10）
2

1

sin
( 0)

( 1)p p
n

n
p

n n



=


+

 ； 

解：当
1

2
p  时收敛；当

1
0

2
p ≤ 时，因为 

2sin 1 cos2 1 cos2

( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1)p p p p p p p p

n n n

n n n n n n n n

−
= = −

+ + + +
， 

且
1

1

2 ( 1)p p
n n n



= +
 发散，

1

cos 2

2 ( 1)p p
n

n

n n



= +
 条件收敛，所以原级数发散． 

（11）
1

ln
(1 )n

n

p n

n



=

− ； 
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解：因为

2 2

2

ln lnln ln
( ( ))ln(1 ) ( )ln 1

(1 ) e e e

p n np n n
n on o

n nn n n
p

p n

n n

− + −

− = = = ，所以
ln

(1 )np n

n
− 与

1
pn
等价． 

所以当 1p  时，级数
1

ln
(1 )n

n

p n

n



=

− 收敛，其他情形发散。 

（12）
2

1

ln( !)n n



=

 ． 

解：发散．因为
1 1

ln( !) lnn n n
 ，且

2

1

lnn n n



=

 发散． 

（13） 2 2 2 3 2 11 n n n na ab a b a b a b a b a b++ + + + + + + + + ， 0, 0a b  ． 

解：对原级数加括号得到级数 

2 2 2 3 2 1(1 ) ( ) ( ) ( )n n n na ab a b a b a b a b a b++ + + + + + + + +  

2 2(1 ) (1 ) (1 ) (1 )n na ab a a b a a b a= + + + + + + + + + ， 

这是一个几何级数，公比为 ab，所以当 1ab  时收敛，其他情形发散． 

因为正项级数收敛当且仅当它以某种方式加括号后收敛，所以原级数当 1ab  时收敛，

其他情形发散． 

5．一般级数的判敛，并指出是否绝对收敛 

（1）
1

1

( 1)n

p
n n

−

=

−
 ； 

解： 0p≤ 时发散； 0 1p ≤ 时条件收敛； 1p  时绝对收敛． 

（2）
1

1

( 1)

1

n

n
n a

−

=

−

+
 ； 

解：当 | | 1a  时，因为
| |

lim 1
|1 |

n

nn

a

a→
=

+
且

1

1

| |n
n a



=

 收敛，所以
1

1

( 1)

1

n

n
n a

−

=

−

+
 绝对收敛； 

当 1 1a−  ≤ 时，因为
1( 1)

lim 0
1

n

nn a

−

→

−


+
，所以

1

1

( 1)

1

n

n
n a

−

=

−

+
 发散． 

（3） 1

100
1

1 1
( 1)

1

n

n

n

n n


−

=

−
− 

+
 ； 

解：
100 100 100

1 1 1 2

1 ( 1)

n

n n n n n

−
 = −

+ +
，由于 Leibniz 形级数 

1

100
1

1
( 1)n

n n


−

=

− 与 1

100
1

1
( 1)

( 1)

n

n n n


−

=

−
+

  

都收敛，所以原级数收敛． 

（4）
1 1 1 1 1 1 1

1
3 2 4 5 7 6 8

− + − + − + − + ； 

解： 4

1

1 1 1 1
( )

4 3 4 1 4 2 4

n

n

k

S
k k k k=

= − + −
− − −

 ，且 
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1 1 1 1
0

4 3 4 1 4 2 4k k k k
− + − 

− − −
， 

所以
4{ }nS 单调递增． 

 又因为 

4

1 1 1 1 1 1 1
1

3 2 4 5 7 6 8
nS = − + − + − + − +  

1 1 1 1

4 3 4 1 4 2 4n n n n
+ − + −

− − −
 

1 1 1 1 1 1 1
1 ( ) ( ) ( )

2 3 5 4 6 7 9
= + − − − − − − −  

1 1 1 1 1 1
( ) ( )

4( 1) 1 4 3 4( 1) 4 2 4 1 4n n n n n n
− − − − − −

− − − − − −
 

1
1

2
 + ， 

所以
4lim n

n
S

→
存在． 

由 lim 0n
n

a
→

= 可知
4 1 4 2 4 3 4lim lim lim limn n n n

n n n n
S S S S+ + +

→ → → →
= = = ，故级数收敛． 

（5）
1

n

p
n

a

n



=

 ； 

解：由于
1

lim
( 1)

n p

p nn

a n
a

n a

+

→
 =

+
，所以 

当 | | 1a  时，
1

n

p
n

a

n



=

 发散；当 1a  时，
1

n

p
n

a

n



=

 绝对收敛； 

当 1a = 时， 1p  收敛， 1p≤ 发散； 

当 1a = − 时， 0p≤ 发散， 0 1p ≤ 条件收敛， 1p  绝对收敛． 

（6）
1 !

n

n

a

n



=

 ； 

解：因为
1 !

lim 0
( 1)!

n

nn

a n

n a

+

→
 =

+
，所以级数

1 !

n

n

a

n



=

 绝对收敛． 

（7）
2 ln

n

p
n

a

n n



=

 ． 

解：因为
1 ln

lim | |
( 1) ln( 1)

n p

p nn

a n n
a

n n a

+

→
 =

+ +
，所以 

当 | | 1a  时，
2 ln

n

p
n

a

n n



=

 发散； 

当 | | 1a  时，
2 ln

n

p
n

a

n n



=

 绝对收敛； 
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当 1a = 时， 1p  收敛， 1p≤ 发散； 

当 1a = − 时， 0p  发散， 0 1p≤ ≤ 条件收敛， 1p  绝对收敛． 

（8） 
1

sin
p

n

n

n



=

  

解：当 1p  时，
1

sin
p

n

n

n



=

 绝对收敛； 

当 0p≤ 时，
sin

lim 0
pn

n

n→
 ，

1

sin
p

n

n

n



=

 发散； 

当 0 1p ≤ 时，  

1 1

sin 1 1 1 1
cos cos

1 2 2
2sin

2

N N

p p
n n

n
n n

n n= =

    
= − − +    

    
   

1

1

1 1 1 1 1 1 1
cos cos cos

1 2 2 ( 1) 2
2sin

2

N

p p p
n

n N
n n N

−

=

       
= − + − − +       

+       
  

1

1

1
cos (( 1) )

1 1 1 12
cos cos

1 2 ( 1) 2
2sin

2

p p

N

p p p
n

n n n

N
n n N

−

=

  
+ + −  

     = − − +   
+    

 
 

 ， 

由于

1
cos (( 1) )

( 1)2

( 1) ( 1)

p p

p p

p p p p

n n n
n n

n n n n

 
+ + − 

+ − 

+ +
≤ ，且

1

( 1)

( 1)
lim

1

p p

p p

n

p

n n

n n
p

n

→

+

+ −

+
= ，所以

1

( 1)

( 1)

p p

p p
n

n n

n n



=

+ −

+


收敛，
1

1
cos (( 1) )

2

( 1)

p p

p p
n

n n n

n n



=

 
+ + − 

 

+
 绝对收敛．因此

1

sin
p

n

n

n



=

 收敛． 

但
2| sin | sin 1 1 cos 2

( )
2p p p p

n n n

n n n n
= −≥ ，类似于上面的方法可以证明

1

cos 2
p

n

n

n



=

 收敛，而

1

1
p

n n



=

 发散，从而
1

| sin |
p

n

n

n



=

 发散，所以当 0 1p ≤ 时，
1

sin
p

n

n

n



=

 条件收敛． 

 Remark：
1 1

( 1) 1 1 1 1 1 1 1
(1 ) (1 ( )) ( )

( 1)

p p
p

p p p p p p p p

n n p p
o o

n n n n n n n n n n n

−

+ +

+ −
= −  + = −  − + = +

+
． 

（9）已知级数 2

1

n

n

a


=

 收敛，判断级数
1

n

n

a

n



=

 的敛散性． 

解：由均值不等式可知 2

2

1 1
( )

2

n

n

a
a

n n
+≤ ，又 2

1

n

n

a


=

 与
2

1

1

n n



=

 均收敛，所以
1

n

n

a

n



=

 绝对收敛． 

6．设 0na  ，{ }na 单调，且级数 1

1

n n

n

a a


+

=

 收敛，证明：
1

n

n

a


=

 收敛． 

证：若{ }na 单调增加，则 2

10 n n n na a a a + = ≤ ，所以 1 1 0n na a a+ ≥ ，这与级数 1

1

n n

n

a a


+

=



收敛矛盾．所以{ }na 单调减少． 
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 当{ }na 单调减少时， 2

1 1 10 n n n na a a a+ + + = ≤ ． 

 因为级数
1

1

n n

n

a a


+

=

 收敛，所以
1

1

n

n

a


+

=

 收敛，从而
1

n

n

a


=

 收敛 

7．设极限 lim n
n

na
→

存在，且级数
1

1

( )n n

n

n a a


−

=

− 收敛，证明：级数
1

n

n

a


=

 收敛． 

证：因为
1

1

[ ( 1) ]
n

n k k

k

na ka k a −

=

= − − ，且 lim n
n

na
→

存在，所以
1

1

[ ( 1) ]k k

k

ka k a


−

=

− − 收敛． 

又
1

1

( )k k

k

k a a


−

=

− 收敛，且 

1 1 1( ) [ ( 1) ]k k k k ka k a a ka k a− − −= − − − − ， 

所以级数
1

n

n

a


=

 收敛． 

8．设 n为正整数，
nx 为方程 1 0nx nx+ − = 的正根．试确定 的范围，使得级数

1

n

n

x


=

 收敛． 

解：设 ( ) 1nf x x nx= + − ，则
1

(0) ( ) 0f f
n

  ，所以方程 1 0nx nx+ − = 在区间
1

(0, )
n

内有实根． 

又 1( ) 0 ( 0)nf x nx n x− = +   ，所以方程 1 0nx nx+ − = 的正实根唯一． 

因此
1

0 nx
n

  ． 

注意到
1n

n nx x
n

  ，所以 lim 0n

n
n

x
→

= ．由方程 1 0nx nx+ − = 知 

1 n

n nnx x= − ， 

所以 lim 1n
n

nx
→

= ．从而 lim 1n
n

n x 

→
= ． 

故当 1  时，级数
1

n

n

x 


=

 收敛；当 1≤ 时，级数
1

n

n

x


=

 发散． 

9．讨论当参数 p 取何值时，下列级数条件收敛、绝对收敛、发散？ 

（1）
2

( 1)

[ ( 1) ]

n

n p
n n



=

−

+ −
 ； （2）级数

2

( 1)

( 1)

n

p n
n n



=

−

+ −
 ． 

解：（在 lim 0n
n

a
→

= 时，lim n
n

S
→

存在等价于
2lim n

n
S

→
存在．利用泰勒公式展开式，看

2nS 是否收敛） 

（1）易知：当 2p  时，
2

( 1)

[ ( 1) ]

n

n p
n n



=

−

+ −
 绝对收敛；当 0p≤ 时，

2

( 1)

[ ( 1) ]

n

n p
n n



=

−

+ −
 发散． 

当 0 2p ≤ 时，考虑 

2 1

2

2 1

( 1) 1 1

[ ( 1) ] ( 2 1) ( 2 1 1)

nk k

k n p p p
n m

S
n m m

+

= =

 −
= = − 

+ − + + − 
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1

( 2 1 1) ( 2 1)

( 2 1) ( 2 1 1)

p pk

p p
m

m m

m m=

+ − − +
=

+ + −
 ． 

 利用泰勒公式可知 

1 2 2

2 2 2
(2 )

( 2 1 1) ( 2 1) 2 (2 ) (2 ) ( )
2

p p p

p p p p
m m p m m o m

− − −
−

+ − − + = − + + ， 

所以当m →时，
( 2 1 1) ( 2 1)

( 2 1) ( 2 1 1)

p p

p p

m m

m m

+ − − +

+ + −
等价于

1

2

2

(2 )
p

p

m
+

−
，故当1 2P ≤ 时， 2{ }kS 收敛，

进而得到原级数条件收敛．当0 p ≤1时， 2{ }kS 发散，从而原级数发散． 

 综上可知，当 2p  时，
2

( 1)

[ ( 1) ]

n

n p
n n



=

−

+ −
 绝对收敛；当1 2P ≤ 时，

2

( 1)

[ ( 1) ]

n

n p
n n



=

−

+ −
 条

件收敛；当 p≤1时，
2

( 1)

[ ( 1) ]

n

n p
n n



=

−

+ −
 发散． 

（2）易知：当 1p  时，
2

( 1)

( 1)

n

p n
n n



=

−

+ −
 绝对收敛；当 0p≤ 时，

2

( 1)

( 1)

n

p n
n n



=

−

+ −
 发散． 

当 0 p ≤1时，考虑 

2 1

2

2 1

( 1) 1 1

( 1) (2 ) 1 (2 1) 1

nk k

k p n p p
n m

S
n m m

+

= =

 −
= = − 

+ − + + − 
   

1

(2 1) (2 ) 2

[(2 ) 1][(2 1) 1]

p pk

p p
m

m m

m m=

+ − −
=

+ + −
 ． 

 利用泰勒公式可知 

1 1

1 1
(2 1) (2 ) 2 (2 ) (1 ) (2 ) 2 2 ( )

2 (2 )

p p p p p

p p

p
m m m m o

m m m− −
+ − − = + − − = − + + ， 

所以当m →时，
(2 1) (2 ) 2

[(2 ) 1][(2 1) 1]

p p

p p

m m

m m

+ − −

+ + −
与

2

1
pm
同阶． 

故当
1

2
p ≤1时， 2{ }kS 收敛，进而由

( 1)
lim 0

( 1)

n

p nn n→

−
=

+ −
得到原级数条件收敛；当

0
2

p
1

≤ ， 2{ }kS 发散，从而原级数发散． 

 综上可知，当 1p  时，
2

( 1)

( 1)

n

p n
n n



=

−

+ −
 绝对收敛；当

1

2
p ≤1时，

2

( 1)

( 1)

n

p n
n n



=

−

+ −
 条件收

敛；当
1

2
p≤ 时，

2

( 1)

( 1)

n

p n
n n



=

−

+ −
 发散． 

10. 设 ,na    级数
n

n

a


=

 收敛，判断 lim n
n

na
→

= 是否成立？若成立，给出证明，若不成立，

举出反例。 
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解： lim n
n

na
→

= 不成立。例如：

,

,
n

n k
n

a

n k
n








=

= 
 



   其中 k + . 

则级数
n

n

a


=

 收敛，但

,

,
n

n k

na
n k

n





 =


= 




 显然 lim n
n

na
→

= 不成立。 


