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第十二次习题课 任意项级数、函数项级数 

1. 选择题 

(1) 设常数 0 ， 0na ，级数


=1n

na 收敛，则级数


=


−

1

21
n

n

n a
n

n )tan()( [       ]. 

（A）绝对收敛。（B）条件收敛。（C）发散。（D）收敛性与有关。      [ A ] 

(2) 设参数 0a ，则


=

+
1

22 )sin(
n

an 收敛性的结论是 [     ]      [ B ] 

（A） 绝对收敛   （B）条件收敛  （C）发散    （D）与参数a 取值有关 

2. 讨论下列级数的敛散性,以及绝对收敛性或条件收敛性。 

（1） 


=








 −
+

1

)1(
1ln

n

p

n

n
 )0( p . 

解: 记 nnnnnp

n

n bacab
n

a −=+=
−

= ),1ln(,
)1(

 

则   
pn

n
c

22

1
~    当 →n 时. 

(1) ,1p  


=1n

nc 绝对收敛, 故


=1n

nb 绝对收敛. 

    (2) 
2

1
0  p 时, 



=1n

nc 发散, 


=1n

na 收敛, 故


=1n

nb 发散. 

    (3) 1
2

1
 p 时, 



=1n

nc 绝对收敛, 


=1n

na 收敛, 故


=1n

nb 条件收敛. 

 

(2)


=

+

+

−

1

1)1(

n

n

xn
（ x≠ n− ）. 

解：级数


=

+

+

−

1

1)1(

n

n

xn
（ x ≠ n− ）当n 充分大（即 0+ xn ）时是交错级数，且









+ xn

1
单

调减少趋于零，所以


=

+

+

−

1

1)1(

n

n

xn
（ x ≠ n− ）收敛；又由于

xn

n

+

− +1)1(
～

n

1
)( →n , 



=1

1

n n
发

散，所以级数


=

+

+

−

1

1)1(

n

n

xn
（ x ≠ n− ）条件收敛。 

（B） 


=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n

x
; 
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解：当 0=x 时


=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n

x
的一般项都为零，所以级数绝对收敛。 

设 0x ，


=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n

x
当 n 充分大（即



x
n

2
 ）时是交错级数，且

n

x
sin 单调减少趋

于零，所以


=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n

x
收敛；又由于

n

xn sin)1( 1+− ～
n

x
)( →n ，



=1n n

x
发散，所以

级数


=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n

x
条件收敛。 

（C） 


=



1 3
cos

1

n

n

n
 

解：设


=



1 3
cos

1

n

n

n
的部分和数列为 nS ，则 

=nS6 
=

−

−

−n

k

k

k

2

1

1

232

)1(

= −

−
+

n

k

k

k

2

1 132

)1(

=

−
+

n

k

k

k

2

1 3

)1(
， 

由于


=

−

−

−

1

1

232

)1(

n

n

n
，



= −

−

1 132

)1(

n

n

n
和



=

−

1 3

)1(

n

n

n
都是 Leibniz 级数，即都是收敛的，所以

n
n

S6lim
→

存在且有限。容易证明 

16lim +
→

n
n

S 26lim +
→

= n
n

S 36lim +
→

= n
n

S 46lim +
→

= n
n

S 56lim +
→

= n
n

S n
n

S6lim
→

= ， 

由此可知级数


=



1 3
cos

1

n

n

n
收敛。 

由于
n

n

n 2

1

3
cos

1



，



=1 2

1

n n
发散，所以级数



=



1 3
cos

1

n

n

n
条件收敛。 

 

（D） 


=

+−
1

2
1 sin4

)1(
n

nn
n

n

x
 

解：当 )
6

,
6

(





 +− kkx 时，由于
n

nn
n x

nn

x
)sin4(

1sin4
)1( 2

2
1 =− +

， 

1sin40 2  x ，


=1

2 )sin4(
1

n

nx
n

收敛，所以级数


=

+−
1

2
1 sin4

)1(
n

nn
n

n

x
绝对收敛。 
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当
6


 = kx 时，

4

1
sin 2 =x ，所以



=

+−
1

2
1 sin4

)1(
n

nn
n

n

x



=

+−
=

1

1)1(

n

n

n
是条件收敛级

数。 

在其他情况下，由于
n

nn
n x

nn

x
)sin4(

1sin4
)1( 2

2
1 =− +

， 1sin4 2 x ，级数的一般项

趋于无穷大，所以级数发散。 

（E） 


=

−+

1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
 

解：当
2

k
x = 时，级数的一般项都为零，所以级数



=

−+

1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
绝对收敛。 

设
2

k
x  。当 1p 时，由于

pp nn

xnxn 1)1cos()1sin(


−+
，所以级数 




=

−+

1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
绝对收敛。 

当 10  p 时，由于 

=
−+

pn

xnxn )1cos()1sin(
pp n

x

n

nx

2

2sin

2

2sin
+ ， 

由 Dirichlet 判别法，


=1 2

2sin

n
pn

nx
收敛，而



=1 2

2sin

n
pn

x
发散，所以级数 




=

−+

1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
发散。 

当 0p 时，由于级数的一般项不趋于零，所以级数 




=

−+

1

)1cos()1sin(

n
pn

xnxn
发散。 

（F） 


=

+

+

−

1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n
 ( 0a ). 

解：设
n

n

n
a

a

n
x

+

−
=

+

1

)1( 1

。 

当 1a 时， 1
1

lim =
→ a

xn
n

n
，所以级数



=

+

+

−

1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n
绝对收敛； 
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当 1=a 时，


=

+

+

−

1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n



=

+−
=

1

1

2

)1(

n

n

n
，级数条件收敛； 

当 10  a 时，由于 


=

+−

1

1)1(

n

n

n
收敛，









+ na

a

1
单调有界，由 Abel 判别法，级数




=

+

+

−

1

1

1

)1(

n
n

n

a

a

n
收敛，但由于 nx ～

n

a
)( →n ，



=1n n

a
发散，所以级数条件收敛。 

 

3. 讨论下列函数项级数的收敛域D .  

(1)  


=1
2

sin2

n

nn

n

x
:   









=−= ,1,0,
6

kkxRxD


 ;            

(2) 


=1
2

)(sin

n n

nx
:     ( )+−= ,D                   

(3) n

n

x
n

n



=1
200

!
:       0=D ;        

(4) xn

n

en


=1

! :  =D  


