
第六次习题课解答 二重积分及计算 

1. 求解下列各题： 
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因此当 t +→ 时， ( )f t 是 6 阶无穷小量。      
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解：因为积分区域D关于 x 轴对称，且
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（5）设 ( ) cos
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故
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（6）设 ),( yxf 为连续函数且 ).,(),( xyfyxf =  证明: 

   −−=
xx

dyyxfdxdyyxfdx
0

1

0 0

1

0
.)1,1(),(  

证：令 vyux −=−= 1,1 , 则 ,0 v u v     ，且
( , )

| det |
( , )

x y

u v


=


. 于是 

    


 



 



 



 
===−−

xvvx

dyyxfdxduuvfdvduvufdvdyyxfdx .),(),(),(),(  

 

（7）将定积分
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（8）设 ( ) [ , ]f x C   . 证明：
( ) ( ) .f x f xe dx e dx

 
−

 
   

证明：令  ( , ) | ,D x y x y=       ，  

则 D关于直线 y x= 对称，因此由轮换对称性，   
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2. 设
 R 是由锥面 z x y =− + 以及平面 z x= 和 x = 围成，求空间区域的体

积。 

解：空间区域在 xoy 坐标平面内的投影区域 D 由平面曲线 x x y − = + 以及直线
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3. 设平面区域D是介于圆周 x y + = 与圆周 ( )x y + + =之间的部分。 

计算二重积分 ( ) .
D

I x y y dxdy = + +   

解：积分区域D关于 x 轴对称，故 .
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4. 设 ( , )f x y C  且满足 ( , ) , ( , )f y f x =   =  , ( , )
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f x y dxdy a= ，其中 

 ( , ) | ,D x y x y=       . 计算二重积分
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5. 记  ( , ) |D x y x y    =  +  . 设 ( , )f x y C 满足当 x y + =时，有 
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其中 ( , ).     因为 ( , )f x y C ，所以 ( , )f x y 在 ( , )  连续，从而 
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6. 记  ( , ) || | , | | .D x y x a y a=    设 ( )f x 是连续偶函数， 

证明： ( ) ( ) ( ) .
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且  ( , ) || | , | |D x y x a y a=   转化为新坐标系下的区域 
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7. 设 ( , )f x y C  且关于两个变量 x 和 y 的周期都为 1，即对任意的 ( , ),x y   

( , ) ( , ),f x y f x y+ =  ( , ) ( , )f x y f x y+ = . 若 ( , )f x y 满足 
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故当
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由于
' '( ( , )) ( ( , ))x yf x y f x y + 是非负连续函数， 

因此对 ( , )x y 满足 | | , | |x y ，有
' '( ( , )) ( ( , ))x yf x y f x y + =  .  

从而对 ( , )x y 满足 | | , | |x y ，
' ( , )xf x y = 且
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这样 ( , )f x y 在区域 ( , ) || | , | |x y x y  上是常数。 

由函数 ( , )f x y 的周期性知， ( , )f x y 在其定义域上是常数。 



8. 设二元函数 ),( yxf 在开单位圆盘 1: 22 + yxD 上是 2C 的，在闭单位圆盘

1: 22 + yxD 上连续。若函数 ),( yxf 在单位圆周 122 =+ yx 上取值为常数零，证
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证明：将重积分化为累次积分，然后再做分部积分，并利用假设条件。 
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9. 设 ( ) [ , ]f x C   且 ( )m f x M    ( [0,1]x  ). 
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10. 计算下列二重积分： 

(1) dxdyxy
D
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11. 求由曲线所围的平面图形面积: ( )
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12. 求   +=
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解：为方便,对D作分解 4321 DDDDD = ，如图。于是 
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14. 计算  −+=
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解答完毕。  

 

15. 利用二重积分理论，证明下列结论：设 )(xf ， )(xg 在 ],[ ba 上连续，则 

（1）
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（3） 21
( ) ( ) ( ( ) ) .

2

b b b
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证明： 
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（2）由不等式 0)]()()()([ 2 − xgyfygxf 得 
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   . 由此立刻得到不等式(2). 

（3）令 {( , ) | , }D x y a x b x y b=     ， {( , ) | , }E x y a x b a y x=     . 则 

D与E关于 y x= 对称，因此 

21 1
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===== 

以下内容为学有余力的同学选做。 

 

16. 设函数 ),( yxf 及其偏导数 ),(' yxf y
在平面区域D上连续，其中 

{( , ) | , ( ) ( )}D x y a x b x y x =     ，这里 )(x 和 )(x 为 ],[ ba 上的连续函数，且

)()( xx   . 进一步假设 0))(,( =xxf  ， ],[ bax . 证明存在常数 0C ，使得

dxdyyxfCdxdyyxf
D D
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.（这个不等式称作 Poincare 不等式） 

证明：根据假设和 Newton—Leibniz 公式得 =
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两边关于 y 在区间 )](),([ xx  上积分得
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对上述不等式关于 x 在区间 ],[ ba 上积分得 
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。 

再将上式两边的累次积分换成重积分，即得所要证明的 Poincare 不等式。 证毕。  



 

以下两题为广义重积分的计算（这部分内容大纲不做要求，同学们根据自己的情况自由选择

练习） 

 

1．计算二重广义积分 dxdyyxe

R

yx

 ++−

2

22

)sin( 22)( 。（第三章总复习题题 7 (2),  page 171.） 

解：作极坐标变换： trx cos= ， try sin= ，则所求积分为 

rdrdtre
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注意
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=
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=
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s

s
s sse

dsse 。于是我们得到 

2
)sin(
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22 22)( 
=+

+− dxdyyxe

R

yx 。 解答完毕。 

 

2. 计算二重广义积分 dxdye

R

yxxy


−−

2

2222 。（第三章总复习题题 7 (3), page 171） 

解：注意 ( )xy x y x y x    − − = − − − 。令u x= ，v x y= − ，则 

其逆变换为 x u= ， y u v= − 。于是原积分等于 

( , )
| det |

( , )

xy x y u v u v

R R

x y
e dxdy e dudv e du e dv

u v
  

     

 

+ +
 − − − − − −
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    。解

答完毕。 


