
第八次习题课讨论题：曲线积分、Green 公式的应用                                   
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解法二、椭圆 L的参数方程： cos2=x ， sin3=y ， ]2,0[   . 于是所求第一型曲线积

分为  +=++
LL

xydladlyxxy 212)432( 22 . 而 

  0cos3sin4sin3cos2
2

0

22 =+= 


 dxydl
L

. 因此原积分为 a12 . 
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（1） 设 L 是椭圆 1)1(4)2( 22 =−+− yx ，顺时针为正方向．由于 ,X Y 在椭圆盘 
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（2） 设 L 是闭曲线 13
2

3
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=+ yx ，顺时针定向．我们取正数 充分小，使得圆周 

222:  =+ yxL 包含在 L 所围的区域之内， 并规定逆时针为正向．计算 L 上的积分： 
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在右半平面上与积分路径无关，因此可取积分路径
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3．设 ),( yxf 在 }1),({ 22 + yxyx 内二阶偏导连续，且满足方程 ),(
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4． 设函数 ),( yxf 在上半平面  0),( = yyxD 内具有连续偏导数,且对任意的 0t ，对任 

意点 Dyx ),( ，都有 ),(),( 2 yxfttytxf −= （此即 ),( yxf 是 2− 次齐次函数）。证明对D内 
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5. 设C 为闭曲线： 2=+ yx ，逆时针为正向。 

计算  +
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再将曲线分成 4段直线段 4321 CCCCC +++= ， 

2:1 =+ yxC ， 20  x ， x 减小为正向； 

2:2 =− xyC ， 02 − x ， x 减小为正向； 

2:3 −=+ yxC ， 02 − x ， x 增加为正向； 

2:4 =− yxC ， 20  x ， x 增加为正向； 

      )(2]2)[()]2()1([

2

0

2

01

badxbxbadxxbaxbydxaxdy
C

+=+−=−−−−=−  ， 

      )(2]2)[()]2([

0

2

0

22

badxbxabdxxbaxbydxaxdy
C

+=+−=+−−=− 
−−

， 

      )(2]2)[()]2()1([

0

2

0

23

badxbxabdxxbaxbydxaxdy
C

+=+−=−−−−=− 
−−

， 

      )(2]2)[()]2([

2

0

2

04

badxbxbadxxbaxbydxaxdy
C

+=+−=−−=−  ， 

综上，原式 )(4][
2

1

4321

ba
CCCC

+=+++=  ． 

注：利用 Green公式，后面一段关于曲线积分的计算可以大大简化： 

记 2=+ yx 围成的区域为D，则利用 2=+ yx 和 Green公式，得  
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6. 计算曲线积分
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7. 设
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(iii) 由(ii)的结论可知，若 0),( yxf ， Dyx  ),( ，则 0f ， Dyx  ),( . 
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8. 已知函数 ( ) ( )f x C 满足 0)0( =f ，且使得微分式 
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9. 设 )(xf 是实轴上处处为正的连续函数，D为圆心在原点的单位开圆盘。 
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证明：对等式(i)的两边曲线积分，分别应用 Green 公式得 
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11. 确定常数 ，使得积分  −++ −
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221 )1(64 yxxy −− −=   . 由此解得 12 =− ，且 )1(64 −=  ， 21=− ，所以 3= .
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




−=

x

y

x

y
yxP cos1),(

2

2

， 







+







=

x

y

x

y

x

y
yxQ cossin),( . 

则不难验证 ' '

y xP Q= . 因此积分 


+QdyPdx 在任何单连通区域内与积分路径无关。我们来求微

分式 QdyPd +x 的原函数 ),( yxu ，即求 ),( yxu 使得 QdyPdxdu += . 

 

利用凑微分方法来求 ),( yxu ： 

     dy
x

y

x

y

x

y
dx

x

y

x

y








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y
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x
dx

x

y

x

y
ydx sin

1
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2
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






+−+=  

               dy
x

y

x

y
yddxdy

x

y

x

y
d

x

y
ydx sinsinsincos +








+=+








+=  









+=

x

y
yxd sin ，所以 C

x

y
yxyxu ++= sin),( . 

      因此 
( )

( )

 







++








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


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y
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( )
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









+=+−++===  1)1()2(,
,2
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,1

CCyxudu ． 

 

解法二：判断积分与路径无关后，选取 ),1(  到 ),2(  的直线段为积分路径，这时 =y ， 

0=dy ， 21  x 增加为积分路径的正向。于是所求积分为 







+=







+=




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


−=

=

=

 1sincos1

2
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2

1

2
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x

xdx
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解答完毕。 

 

13. 求二元函数 ( , ) ( )Q x y C  R 使得曲线积分 ( , )

L

xydx Q x y dy
+

 + 与积分路径L无关，且

对 ,t R  均有
( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , )

t t

xydx Q x y dy xydx Q x y dy
 

   
 + =  +  . 

解： 因为曲线积分 ( , )

L

xydx Q x y dy
+

 + 与积分路径L无关， 

因此
Q

x
x


= 


，故 ( , ) ( )Q x y x f y= + ，其中 ( )f y 是连续可导函数。 

又知，对 ,t R  有
( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , )

t t

xydx Q x y dy xydx Q x y dy
 

   
 + =  +  ， 

故 ( ( )) ( ( ))
t

f y dy t f y dy




 
+ = +  ，从而 ( )f t t=  −，且 ( , ) .Q x y x y= +  −    

14. 设 L是平面上简单光滑的封闭曲线，n 为 L的外向单位法向量，求证： cos , ,
L

n j dl =      

其中 ,n j 是 n 与 y 轴正向所成的角。 

证明：记 ,n j = . 设 L的正向单位切向量为 ，则 与 x 轴正向所成的角 − . 

所以cos , cos , .n j i= −  从而 cos , ,
L L

n j dl dx= −     

由格林公式，
L

dx =  ，因此 cos , .
L

n j dl =     

15. 设 L是曲线
x y

z x

  + =


=  + 
在第一卦限的部分，方向是从点 ( , , )   到点 ( , , )   ，计算曲线

积分 ( ) .
L

I ydx x y z dz  = − + +   

解：以 x 为参数，曲线 L的参数方程：

x x

y x

z x



=


= −
 =  + 


，起点对应 x = ，终点对应 x =， 

所以 ( ) [ ( ( ) )] .
L

I ydx x y z dz x x dx


    




= − + + = − − +  +  = −

         

16. 设有向光滑曲线 L的长度为 l ， ( , ), ( , )P x y Q x y 在L上连续。 

记  max ( , ) ( , ) | ( , )M P x y Q x y x y L = +  . 求证： ( , ) ( , ) .
L

P x y dx Q x y dy Ml+    

证明：设 是曲线 L的正向单位切向量，则 



 ( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )) .
L L

P x y dx Q x y dy P x y Q x y dl+ =    

而 ( ( , ), ( , )) ( , ) ( , )P x y Q x y P x y Q x y    + ， 

故 ( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))
L L L

P x y dx Q x y dy P x y Q x y dl P x y Q x y dl + =       

( , ) ( , )
L L

P x y Q x y dl Mdl Ml  +  =  . 

 

====== 

以下供学有余力的同学选做。 

1. (利用 Green 公式证明平面面积变换公式) 回忆平面面积变换定理: 

设是平面域上二阶连续可微可逆映射且其逆也是连续可微的。假设开区域 0D 及其边界

0D 均属于的定义域。记开区域 0D 在映射下的像为 1D ，即 )( 01 DD = . 根据曲面面

积公式知 1D 的面积公式为  


=

0
),(

),(
det|| 1

D

dudv
vu

yx
D ，这里 ),( vuxx = ， ),( vuyy = 表示映

射的两个分量函数。试利用 Green公式来证明上述面积变换公式。 

 

证明：设开区域 0D 的边界 D 的参数方程 )(u tu= ， )(v tv= ， bta  ，并且 0D 的正向

（逆时针）与参数 t 增加的方向一致，那么区域 1D 的边界 1D 有相应的参数表示 

))(),(()( tvtuxtxx == ， ))(),(()( tvtuytyy == ， bta  . 

这是因为映射把内点映为内点，映边界点为边界点。因此 ）D（D  =  . 假设映射 

保持定向，即它的 Jacobi矩阵行列式在其定义域上恒大于零, 即 0
),(

),(
det 





vu

yx
， 

0),( Dvu  ，则 1D 的正向与参数 t 增加的方向一致. 于是根据 Green公式提供的面积公

式得D的面积为 

  
 





+=+===

1D

b

a

|D|
b

a D

vuvu dvxyduxydttvytuytxdttytxxdy '''' )]()()[()()( . 

对上式最后一个积分应用 Green公式得 

dudv
vu

yx
dudvyxyxdudv

v

xy

u

xy

DD

uvvu

D

uv







=−=




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






−




=

),(

),(
det)(

)()( ''''
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|D| . 证毕. 



 


