
第五次习题课参考解答 含参积分 

 

1. 求解下列各题： 
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则 ( , ) ( )f x y C D ，其中 [ , ] [ , ]D =      . 故 
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(3) 求 )(xf  , 其中
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解：记 ( , ) ( ) .F a b a bx x dx


 


= + −  积分号下求导，得 

'

'

( , ) ( ) ,

( , ) ( ) .

a

b

F a b a bx x dx

F a b x a bx x dx











 =  + − = 


 =  + − = 





  

解方程组得
,

.

a

b


= −


 = 

 注意到 ( , )F a b 是二次函数，且  
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3. 计算 ( )
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因此积分运算与求导运算可交换顺序，故
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4. 计算积分 ( )2
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因此这是一个正常积分。注意到 
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5. 设
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故积分与求导不能交换顺序。下面通过定义求，由于 (0) 1f = − ，且 
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因此
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思考：若将 t 的范围改为 1 1t−   ， (0)f  是否存在？ 

6. 求定积分
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解：由于
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成是一个含参定积分在一点处的值，便可根据含参定积分的运算规则，避开求原函数而计算

出了其值。这种人为引进参变量的方法，是微积分中一个很有用的技巧。对于收敛的广义积
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由此得出 



1 1
'

20 0

2 1

0

1 1
(1) (0) ( ) ln 2 ln(1 )

1 4 2

1
( ln(1 ) ln 2arctan ) | (1),
8 2

I I I d d

I


    




 

 
= + = + − + 

+  

= + + −

 
 

从而 (1) ln 2.
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显然 0)0( =I ，且 ( )I a 是奇函数。容易验证，对于上述积分，积分号下求导定理的条件满
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8. 设 ( , )f x y 在


R 上一阶偏导数存在。若
' ''( , ), ( , ) ( )y yxf x y f x y C  R ，证明： 

'' ''( , ) ( , ), ( , ) .xy yxf x y f x y x y = R      

证明：令
'( , ) ( , ), ( , )yF x y f x y x y = R . 因为

' ( , ) ( )yf x y C  R ，则对任意的 ,c yR ，  

( , ) ( , ) ( , ) .
y

c
f x y f x c F x t dt− =   

注意到 ( , ) ( ),F x y C  R  且
' ''( , ) ( , ) ( )x yxF x y f x y C =  R ，故上述含参定积分可积分号下



求导，所以 

' ' '( , ) ( , ) ( , ) .
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x x x
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f x y f x c F x t dt− =   

再由变上限积分可知，右边关于 y 可导，从而
'' ' ''( , ) ( , ) ( , ).yx x yxf x y F x y f x y= =  证毕 

 

9. 已知 ( ).
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r
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
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解：任取 ( , )r   .  由于函数 ln( cos )r r −  + 及对 r 的导函数关于 r 在[ , ]r 上连续，

故 
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 
 

 


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所以 ( ) , [ , ].I r c r r=    由于 

ln( cos ) ([ , ] [ , ])r r C r 

−  +      ， 

故 ( ) [ , ]I r C r  ，由于 r 的任意性，有 ( ) , [ , ).I r c r=     又知 ( )I  = ，因此 c = 且

( ) , [ , ).I r r=       

现设 .r   则
r


且  
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  
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所以 ( ) ln , ( ).I r r r=     解答完毕 

====== 

以下供学有余力的同学选做。 

10. 计算 Dirichlet 积分
sin

( )
x

D dx
x




+


=  的值。 

解：当 = 时， ( )D  =； 

当  时，因为
sin

lim
x

x

x




+→
= ，因此

sin x

x


在[ , ) + 上有界， 

又
cos

| sin | | |
t t

xdx



 

− 
=  ，由 Dirichlet 判别法知，无穷积分

sin x
dx

x

+

 收敛， 



而
sin sin sin

( ) ( )
x x x

D dx d x dx D
x x x

 
 



+ + +

  
= = = =    ；若  ，则 | |, = −  

且sin sin | |x x = − ，所以 ( ) ( )D D = −  ，这样 

( ), ,
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D

D

D
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 



   


=  = 
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−   

 

令
sin

( ) yx x
I y e dx

x

+
−


=  且

sin
( , ) yx x

f x y e
x

−= . 因为
sin

lim yx

x

x
e

x

−

→
=，令 ( , )f y =，

则 ( , ) ([ , ) [ , ])f x y C n  +   ，其中n 是任意的自然数。因为
sin x

dx
x

+

 收敛， yxe− 关于

x 单调，且 | |yxe− （关于 y 一致有界），因此由 Able 判别法知
sin

( ) yx x
I y e dx

x

+
−


=  在

[ , ]n 上一致收敛，故 ( )I y 在[ , ]n 上连续，从而
sin

( )
x
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x

+


 =  . 对任意的 ( , )0y n  ，

存在  使得[ , ] ( , )y y n  − +   . 因为
( )

| sin |
y xyxe x e

− −−  ，而 

( )y x
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y






+
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



=
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由 Weirerstrass 判别法知， sinyxe xdx
+

−

 在[ , ]y y  − + 上一致收敛。又 

sin ([ , ) [ , ])yxe x C y y −

   +  − + ， 

因此由含参无穷积分的可导性， 

'( ) sin sinyx yxI y e xdx y e xdx
+ +

−  −

 
= − = −+  ， 

所以对任意的 ( , ]y n  ， 
'( )I y

y


= −

+
，从而 ( ) ( ) arctan arctanI y I n y n− = − + ，这

样 ( ) lim ( ) ( ) arctan
y

I I y I n n
→

 = = + . 因为 lim arctan
n

n


→
=

，且  
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+ +
− −

 


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因此 ( )I

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

. 故
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 
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
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解法二、计算无穷积分
sin x

dx
x

+

 的值。【引入参数，两个积分限都是无限区间，用到书上

定理 2.3.4】 

解：
sin sin

sin
xy xy

x x
dx xdx dy dy dx dy

x e e y

+ + + + + +

     

 
= = = =

+       ，其中 



sin cos cos sin
cos |

sin sin sin
|

xy xy xy xy xy

xy xy xy

x x x d x
dx d x y dx y

e e e e e

x x x
y dx y dx

e e e

+ + + +
+


   

+ +
+  


 


= − = − − =−

=− − =−

   

 

 

所以
sin

xy

x
dx

e y

+




=
+ . 

 

11. 计算两个 Laplace 积分： 

2 2 2 20 0

cos sin
( ) , ( ) , 0 0.，

x x x
I dx J dx

x x

 
   

 

+ +

= =  
+ +   

解： 

 

 

 

 

 

 



12. 计算下面的含参广义积分（注： xe dx
+

−


=

 ）.  

 


