
第二次习题课解答(复合函数链式法则、高阶偏导数、方向导数) 

多元函数一阶微分形式的不变性： 

    设 ( , ), ( , ), ( , )z f u v u u x y v v x y= = = 均连续可微，则将 z 看成 yx, 的函数，有
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另一方面，由复合函数的链式法则， 
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由一阶微分的形式不变性， 
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其中符号 ,f f 

 分别表示函数 ( , )f x y 分别对第一个中间变量和第二个中间变量

求偏导。 

2. 设 ( ) ( )( )= xxxfxg ,, ，其中函数 f 和的二阶偏导数连续，求
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解：由 ( ) ( )( )= xxxfxg ,, 两边对 x 求导，得 
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其中符号 ' ',  分别表示对其第一个中间变量和第二个中间变量求偏导。  
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解：因为 ),( yxzz = 二阶连续可微，因此二阶混合偏导与求偏导顺序无关。将 yx,

看成自变量， vu, 看成中间变量，利用链式法则得 
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5. 设 ( )yxz , 是定义在矩形区域 ( ) byaxyxD = 0,0, 上的可微函数。证
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(3)  设函数 f 二阶可导，函数 g 一阶可导. 令 
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解：由复合函数求导法则及变限积分求导，可得 
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7. 设 n 为整数，若对任意的 t  ， ( , ) ( , )nf tx ty t f x y= ，则称 f 是 n 次齐次函数。

证明：可微函数 ( , )f x y 是零次齐次函数的充要条件是 0.
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证明：先证必要性。设可微函数 ( , )f x y 是零次齐次函数，即 



( , ) ( , ) ( 0)f tx ty f x y t=   .         (4) 

若 f 在坐标原点处有定义，则由 f 的连续性可知 ( , ) (0,0), ( ( , ))f x y f x y=  . 

结论显然成立。 

现在假设 f 在坐标原点处没有定义。则由复合函数的链式法则，方程(4)两
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必要性得证。 

下证充分性。设 ( , )f x y 满足 0.
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上式说明 f 在极坐标系中只是 arctan
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即 f 沿着任意方向的方向导数都等于零，从而 f 沿着任意方向的函数值不变。

故在极坐标系中，由原点出发的任一射线上函数值相等。所以在极坐标系中 f 只

是 的函数。 
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( ) ( ) cos ( ) cos cos , cos

( )

cos cos
cos , cos

cos cos

, ,

x

x yl
y

f P
f P f P f P

f P

d

d

d
a b

d

   

 
 

 

−

  

  





 
= + =   

 

   
=    

   

 
=  

 

 

 其中 ( ) ( )
cos cos

, cos , cos .
cos cos

a b
 

 
 

−

 

 

 
=  

 
 

10. 设 ( , ) , ( , ).f x y x xy y P 

= − +    试求
( )f P

l




，并问：在怎样的方向 l 上，方

向导数
( )f P

l




分别有最大值、最小值和零值。 

解：因为 ( , )f x y 可微，且 ' '

( , ) ( , )( ) ( ) | , ( ) ( ) |x yf P x y f P y x   =  − = =  − =， 



因此对任意的单位向量 (cos ,cos )l  = ，
( )

cos cos .
f P

l
 

= +


 

当 ( , )l =   是梯度方向时，
( )f P

l


= 


达到最大； 

当 ( , )l = − − 时，
( )f P

l


= − 


达到最小； 

当 ( , )l =  − 或 ( , )l = −  时，即





=


或



时，

( )f P

l


= 


.     

11. 设 ,a b是实数，函数 2 22z ax by= + + 在点 (3,4) 处的方向导数中，沿 ( 3, 4)l = − − 的

方向导数最大，最大值为10，求 ,a b . 

解：因为函数可微，我们有 

(3,4) (3,4)

6 , 8
z z

a b
x y

 
= =

 
， 

且函数沿着梯度方向的方向导数达到最大，因此梯度单位向量 

1 6 8
( 3, 4) ( , ).

5 10 10

a b
l = − − =  

从而

,

a

b

 
= −  


  = −

 

  故
1

1.

a

b

= −


= −
 

12.  设 ( , ) ( )f x y C  R 满足
( , ) ( , )f x y f x y

x y

 
=

 
，且 ( , ) .f x      

试证明：对任意的 ( , )x y R ，有 ( , ) .f x y       

证明： 令 ( , )l
→

=  − . 则对任意的 ( , )x y R ，因为
( , ) ( , )f x y f x y

x y

 
=

 
， 

所以
( , )f x y

l
→


= 



， 即函数 ( , )f x y 在任意一点沿方向 ( , )l
→

=  − 的方向导数为零，

故函数 ( , )f x y 在该方向 ( , )l
→

=  − 上是常数，即在直线 x y c+ = 上 ( , )f x y 是常数。   

对任意的点 ( , )x y R ，总存在直线 :L x y c+ = 使得 ( , )x y L ，所以 

( , ) ( , )f x y f c=  .   



13. 设 ( , )f x y 在区域D  R 上具有连续的偏导数，
( )

:
( )

x x t
L

y y t

=


=
（ a t b  ）是D

中的光滑曲线， L的端点为 ,A B . 证明：若 ( ) ( ),f A f B=  则存在点 

( , )P x y L    使得
( )

,
f P

l



→


= 



 其中 l
→

是曲线 L在 P的单位切向量。 

证明：令 ( ) ( ( ), ( )), .g t f x t y t a t b=    不妨设 ,A B 分别对应着 , .t a t b= =  则由

条件可知 ( )g t 可导，且 ( ) ( ).g a g b=  由罗尔定理，存在 ( , )a b 使得 '( ) .g  =    

故 ' ' ' ' '( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )x yg f x y x f x y y      = + =  . 

取 ( ), ( ).x x y y  = =  则 ( , )P x y L    .令
' '

' '

( ( ), ( ))

( ) ( )

x y
l

x y

 

 

→

 
=

+
， 

所以
' '

' '

' ' ' '

( ) ( ) ( )
( ( ), ( )) ( ( ), ( )) .

( ) ( ) ( ) ( )
x y

f P x y
f x y f x y

x y x yl

 
   

   



→    


= + = 

+ +

 

 


