
第三次习题课：隐函数微分、多元函数微分学几何应用 

1. 计算下列各题： 

(1) 已知函数 ),( yxzz = 由方程 2222 azyx =++ 决定，求
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解：方程 2222 azyx =++ 两边分别对 ,x y 求偏导， 
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(2) 设函数 ( , )z z x y= 由方程 ( )xz y x y+ = 确定，求
( , )

z

y
 




. 

解：将 ,x y=  = 带入方程 ( )xz y x y+ = ，解得 z = .  

方程 ( )xz y x y+ = 两端关于 y 求偏导，得 ( ) ( )x z
x z y x

y

− 
+ + =


， 

将 , ,x y z=  =  = 带入上式，得
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y
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 
= −

 
.   

(3) 设函数 ( , )z z x y= 由方程 xyz x y z  + + + =  确定，且 ( , )z   = −，求

( , )
dz

 
. 

解：方程 xyz x y z  + + + = 两边微分，则 

xdx ydy zdz
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x y z x y z x y z        
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将 ( , , ) ( , , )x y z =   − 带入上式，有
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2. 设函数 y(z)yzxx ==   ),( 由方程组
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解:令 ( , , )F x y z x y z  = + + −， ( , , )G x y z x y z  = +  − −，则当 xy  时， 
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由此得到 ,
dx z dy z

dz x dz y

 
= − = . 



3. 已知函数 ( )yxzz ,= 由参数方程
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解: 这个问题涉及到复合函数微分法与隐函数微分法. 因变量 z 以 vu, 为中间

变量， vu, 又分别是由方程组
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确定的x y, 的隐函数,这样 z 是 yx, 的二

元复合函数。故由复合函数的链式法则，z uv= 两端分别对 yx, 求偏导，得到 

x

v
u

x

u
v

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z




























+=+=  

y

v
u

y

u
v

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z




























+=+=  

由于u v, 是由方程组
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确定的x y, 的隐函数，在这两个等式两端分别关

于x y, 求偏导数，得 
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故
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将这个结果代入前面的式子, 得到 
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4. 设 , ,f g h C . 若矩阵
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解：解法一、令 ( , , , , ) ( , , , )F x y z t u f x y z t u= − .因为矩阵
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确定了隐函数组

( , ), ( , ), ( , )z z x y t t x y u u x y= = = . 故
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解法二、 因为矩阵
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 确定了隐函数组

( ), ( )z z y t t y= = ,且 
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对复合函数 ( , , ( ), ( ))u f x y z y t y= 分别关于 ,x y 求偏导，得  
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5. 设 ( , , )f x y z xy z = 且方程 x y z xyz  + + =     (#) 

验证在 ( , , )P    附近由方程(#)能确定可微的隐函数 ( , )y y x z= 及 ( , )z z x y= ； 

求
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解： (1) 令 ( , , )F x y z x y x xyz  = + + − . 则 '
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'

zF z xy=  − . 因为 ( )F P = ， ' ' ' ( )x y zF F F C ， ， 且 ' '( ) ( )y zF P F P = = − ，所

以在 ( , )Q   的邻域内由方程(#)能确定可微的隐函数 ( , )y y x z= 及 ( , )z z x y= . 
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( ( , , ( , )))f x y z x y z
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= +

 
且
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
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6. 设 ( , )F x y 是定义在第一象限并有连续偏导数的二元函数。又设 ( , )x y  是第

一象限中的一点， ( , )F x y 在该点满足条件 ' '( , ) ( , ) ,x yx F x y y F x y     +    且

( , )F x y  =  . 证明：由方程 ( , )F x uy y ux− −+ + = 在点 ( , )x y  的一个邻域

上唯一地确定了一个满足 ( , )u x y  = 的隐函数 ( , )u u x y= ，且具有连续的

偏导数。 

证明：令 ( , , ) ( , ), , , .G x y u F x uy y ux x y u− −= + +        R   

记  ( , , ) | , ,x y u x y u=        R ， 

则 ( , , ) ( ),G x y u C   且 ( , , ) ( , ) .G x y F x y    = =   又 

' ' ' ' '( , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ( , ) ( , )) ,u x y x yG x y y F x y x F x y x y x F x y y F x y− − −

                = + = +  

由隐函数定理，存在 r  使得在点 ( , )x y  的 r 邻域上，方程 

( , )F x uy y ux− −+ + = 有唯一满足 ( , )u x y  = 的解 ( , )u u x y= ，且函数 

( , )u u x y= 在此邻域上有连续的偏导数。   

7. 求解下列各题： 

(1) 求螺线  


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

处的切线与法平面. 

解：由于点M 对应的参数为
4

0
=t ，所以螺线在M 处的切向量是  

),2,2())4(),4(),4(( caazyxv −== 


 

因而所求切线的参数方程为
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法平面方程为 ( ) ( ) ( ) 0)4()2(2)2(2 =−+−+−− czcayaaxa  . 

(2) 求曲线 
x y z

z x y

  

 

 + + − = 


− − = 
在点 ( , , )M    处的切线方程. 

解: 令 6),,( 222 −++= zyxzyxF ， yxzzyxG
22),,( −−= ， 



则 ( ) ( , , ), ( ) ( , , )   gradF M gradG M =    = − −   

所以曲线在 0 1 1 2M ( , , )处的切向量为 ( ) ( ) ( , , )v gradF M gradG M =  =  −  ，   

于是所求的切线方程为

.

x t
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8. 求曲面 S : 1222 22 =+− zyx 上切平面与直线



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523
:

zyx

zyx
L 平行的切点

的轨迹。 

解: 直线 L的方向方向： =


kji

kji




54

111

123 +−−=−− .  

切点为 ( )zyxP ,, 处曲面 S 的法向量： kjyixn


244 +−= . 

因为 


⊥n  010164 =++−= yxn 


,且切点在曲面上， 

因此切点的轨迹为空间曲线：
,

x y

x y z 

 − = 

 −  +  =

 

该曲线的参数方程： ( )

( ) .

x x

y x

z x x

 =


=  − 

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9. 证明球面 RzyxS
2222

1 : =++ 与锥面 zayxS
2222

2 : =+ 正交. 

证明：所谓两曲面正交是指它们在交点处的法向量互相垂直. 

记 zayxzyxGRzyxzyxF 22222222 ),,(    ,),,( −+=−++= , 

设点M x y z( , , )是两曲面的公共点。曲面 1S 在点M x y z( , , )处的法向量是 

           TzyxzyxgradF )2,2,2(),,( = 或者 Tzyxv ),,(1 =


， 

曲面 2S 在点M x y z( , , )处的法向量为 Tzayxv ),,( 2

2 −=


. 

则在点M x y z( , , )处有 ( , , ) ( , , )T Tv v x y z x y a z x y a z    

  =  − = + − = ， 

即在公共点处两曲面的法向量相互垂直，因此两曲面正交. 

10. 已知曲面 S 的方程 ze xy yz zx= + + ，求曲面 S 在 ( , , )  处的切平面方程；若

曲面 S 的显式方程为 ( , )z f x y= ，求 ( , ).gradf    

解：令 ( , , ) zF x y z e xy yz zx= − − − . 则 

' ' '( , , ) , ( , , ) , ( , , ) .x y zF F F  = −   = −   = −   

所以曲面 S 在 ( , , )  处的法向量为 ( , , )− − − 或 ( , , ) . 从而曲面 S 在 ( , , )  处

的切平面方程 ( ) ( )x y z− + − + =，即 .x y z+ + =    

因为
''

' '

' '

( , , )( , , )
( , ) , ( , ) ,

( , , ) ( , , )
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x y

z z

FF
f f

F F

  
 = − = −  = − = −

   
   



所以 ' '( , ) ( ( , ), ( , )) ( , ).x ygradf f f =   = − −        

11. 已知 f 可微，证明曲面 0, =




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f 上任意一点处的切平面通过一定

点，并求此点位置． 

证明：设 ( , , ) ,
x a y b

F x y z f
z c z c

− − 
=  

− − 
，则 

,
F F

f f
x z c y z c

 

      
 =  =    

 −  −   
, .

( ) ( )

F a x b y
f f

z z c z c
  

 − −
 =  + 

 − −
 

则曲面在 ),,( 0000 zyxP 处的切平面为 

( ) ( )
x x y y

f P f P
z c z c

 
   

 

− −
 + +

− −
0)(

)(
)(

)(
)( 02

0

0

022

0

0

01 =−













−

−
+

−

−
 zz

cz

yb
Pf

cz

xa
Pf ，即 

' ' ' '( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) .f P z c x x f P z c y y f P a x z z f P b y z z               − − + − − + − − + − − = 

易见当 byczax === ,, 时上式恒等于零。于是曲面 0, =








−

−

−

−

cz

by

cz

ax
f 上任意一

点处的切平面通过一定点 ( , , )a b c ． 

12. 设G 是可导函数且在自变量取值为零时，导数为零，否则函数的导数都不

等于零。曲面 S 由方程 ( )222 zyxGczbyax ++=++ 确定, 试证明：曲面 S

上任一点的法线与某定直线相交。 

证明: 曲面上任意一点 ),,( 000 zyxP 的法线为 

)(2)(2)(2 2

0

2

0

2

00

0

2

0

2

0

2

00

0

2

0

2

0

2

00

0

zyxGzc

zz

zyxGyb

yy

zyxGxa

xx

++−

−
=

++−

−
=

++−

−
. 

设相交的定直线为


111 zzyyxx −
=

−
=

−
,  

则 ( ))(2),(2),(2 2

0

2

0

2

00

2

0

2

0

2

00

2

0

2

0

2

00 zyxGzczyxGybzyxGxa ++−++−++−  

和 ( ) ,, 不平行，故 

( ) ( ) 
( ) ，=−−−

++−++−++−







































zzyyxx

zyxGzczyxGybzyxGxa

,,

,,)(),(),( 

即



0

)(2)(2)(2

010101

2

0

2

0

2

00

2

0

2

0

2

00

2

0

2

0

2

00

=

−−−

++−++−++−

zzyyxx

zyxGzczyxGybzyxGxa

 ， 

从而
0 0 0

2 2 2

0 0 0

1 0 1 0 1 0 1 1 1

2 ( ) 0

a b c x y z

G x y z

x x y y z z x y z

     − + + =

− − −

， 

故只要取 ( ) )0,0,0(),,(),,,(,, 111 == zyxcba 即可。 

13. 求过直线
x y z

x y z

 −  − = −


+ + =
且与曲面 :S x y z − + =相切的平面方程。    

解：曲面 :S x y z − + =在 ( , , )x y z 处的法向量为 ( , , )x y −  .  

故曲面在 ( , , )x y z   处的切平面方程： ( ) ( ) ( )x x x y y y z z     − − − + − =  , 

即， .x x y y z z   − + = −      

将直线方程
x y z

x y z

 −  − = −


+ + =
化为

,

y x

z x

=  + 


= −
 

代入切平面方程，得 ( )x y x y z    − − − −+ = ， 

故
.

x y

y z

 

 

 − − = 

− −+ = 

 又 x y z 

  − + = ，可解得 , , ；x y z  

 
= = − =
 

 

或 , , .x y z  

 
= − = − = 

 
 所以切平面方程为 x y z+ + =或 

.x y z− + + =    

14. 证明：设 D  R 是一个非空区域，且 ( , ) ( )z f x y C D=  . 则在旋转变换

cos sin , sin cosu x y v x y   = + = − + 下，表达式 '' ''

xx yyf f+ 不变。 

证明：因为
cos sin( , )

det
sin cos( , )

u v

x y

 

 


= =
−

，因此存在逆变换 

( , ), ( , )x x u v y y u v= = ，使得通过变量 ,u v， f 转为 ,x y的函数， 

所以 ' ' ' ' ' ' 'cos sinx u x v x u vf f u f v f f = + = − ， 

'' '' '' ''cos sin cos sinxx uu uv vvf f f f    = −  + ， 



' ' 'sin cosy u vf f f = + ， '' '' '' ''sin sin cos cosyy uu uv vvf f f f    = + + . 

故 '' '' '' '' .xx yy uu vvf f f f+ = +    


