
第一次习题课解答（多元函数极限、连续、偏导数及可微性） 

 

1. 讨论下列函数在 ( , )  点的累次极限与二重极限是否存在，若存在求其值，若

不存在，说明理由。 

(1) 
2 2

2 2 2
( , )

( )

x y
f x y

x y x y
=

+ −
.  

解：由于对 y   , ( )
0

lim , 0
x

f x y
→

= ，故 ( )
0 0

limlim , 0
y x

f x y
→ →

= ；同理可求得 

( )
0 0

limlim , 0
x y

f x y
→ →

= . 

沿直线 y x= 动点趋于 (0,0)点时，有 ( )
0

lim , 1
x
y x

f x y
→
=

= ；沿直线 0y = 动点趋于 (0,0)

点时，有 ( )
0

0

lim , 0
x
y

f x y
→
=

= ，故 ( )yxf

y
x

,lim

0
0

→
→

不存在。 

(2) 记 {( , ) | 0}D x y x y= +  ， ( , ) , ( , )
x y

f x y x y D
x y

−
= 

+
. 

解：直接计算可得 ( )
0 0 0

limlim , lim 1
x y x

x
f x y

x→ → →
= = ，且 ( )

0 0
limlim , 1
y x

f x y
→ →

= − . 

由于两个累次极限存在但不等，故
( , ) (0,0)

( , )

lim ( , )
x y

x y D

f x y
→


不存在。 

(3) ( )yxf , =








=




.,

,sin

xy

xy
y

x
 

解：对 y   , 有 lim sin
x

x
y→


=  , 所以 lim lim sin

y x
x

y→ →


=  . 由于对 x  ，lim sin

y
x

y→



不存在，故 lim lim sin
x y

x
y→ →


不存在。因为 

| sin | | | ( )x x x
y


   →  → ， 

因此二重极限 ( ) 0,lim

0
0

=

→
→

yxf

y
x

. 

2. 解答证明下列题目： 

(1) 令
2 2

( , )
2

x y
f x y

x xy y

+
=

− +
. 讨论

2 2
lim

2x
y

x y

x xy y→
→

+

− +
是否存在。 



解：取 ,y x= −  则
2 2

lim 0
2x

y

x y

x xy y→
→

+
=

− +
; 另一方面，令

1

3y x x= + ，则

1

3

2

3

2
lim
x
y

x x

x
→
→

+
=  . 

故
2 2

lim
2x

y

x y

x xy y→
→

+

− +
不存在。 

解法二、取 1,y x− =  则
2 2

lim
2x

y

x y

x xy y→
→

+
=

− +
，故

2 2
lim

2x
y

x y

x xy y→
→

+

− +
不存在。 

(2) 讨论 ( , ) sin( )x yf x y e xy
 −=  在 ,x y→+ →−时的极限状况。 

解：取 y x= − ，则 lim ( , ) lim sin( )
x x
y

f x y x

→+ →+
→−

= − 不存在，故 lim ( , )
x
y

f x y
→+
→−

不存在。 

任意固定 y  ，则 lim ( , ) lim sin( )x y

x x
f x y e xy

 −

→+ →+
=  不存在，从而 lim lim ( , )

y x
f x y

→− →+

不存在；任意固定 x  ，因为 

lim ( , ) lim sin( )x y

y y
f x y e xy

 −

→− →−
=  = ， 

因此 lim lim ( , )
x y

f x y
→+ →−

=  .     

(3) 设 , ,     且 . +    证明：
2 20

0

| | | |
lim 0.
x
y

x y

x y

 

→
→

=
+

 

证明：因为 , ,     且 , +    
1 1

2 2 2 22 2| | ( ) , | | ( )x x y y x y +  + ，因此 

22 2 2
2 2 2

2 2 2 2

| | | | ( )
0 ( ) 0 (( , ) (0,0))

x y x y
x y x y

x y x y

 
  

+
+ −

+
  = + → →

+ +
， 

所以
2 20

0

| | | |
lim 0.
x
y

x y

x y

 

→
→

=
+

 

3. 讨论下列函数极限是否存在，若存在并求其值。 

(1) 1

1

)0,1(),(
)(lim −+

++

→
+ yx

yx

yx
yx ；           (2) )ln()(lim 22

)0,0(),(
yxyx

yx
++

→
; 

(3)  
2 2

lim
x
y

x y

x xy y→
→

+

− +
；            (4) lim ( ) y x

x
y

x y e  −

→+
→−

+ .  

解：(1) 

1 1
( 1)

21 1

( , ) (1,0) ( , ) (1,0)
lim ( ) lim (1 ( 1))

x y
x y

x y x y

x y x y
x y x y e

+ +
+ +

+ − + −

→ →
+ = + + − = ； 

   (2) 设 2 2 1x y+  ，则 2 2 2 2 2 2| ln( ) | | ln |, | ln( ) | | ln |x y x x y y+  +  ， 



而 

  
2 2 2 20 | ( ) ln( ) | | ln | | ln | 0 (( , ) 0)x y x y x x y y x y + +  + → → ， 

所以 

2 2

( , ) (0,0)
lim ( ) ln( ) 0

x y
x y x y

→
+ + = . 

(3) 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

0 + +
1 1

( ) ( )
2 2

x y x y x y

x xy y x xy y x xy y
x y x y

+
  

− + − + − +
+ +

 

      
2 2

+ 0 ( , )x y
x y

 → → →  

所以
2 2

lim 0
x
y

x y

x xy y→
→

+
=

− +
. 

(4) 令 y z= − ，则 ( )lim ( ) lim ( )y x x z

x x
y z

x y e x z e  −   − +

→+ →+
→− →+

+ = + , 

当 ,x z→+ →+时，有 ( ) ,x z x z  +  +  因此 

( ) ( )( ) ( )x z x zx z e x z e  − +  − +  +  + ， 

令 x z + = ，则 ,x z→+ →+时，有 + → ，而 lim e 


  −

→+
=  . 所以 

( )lim ( ) .x z

x
z

x z e  − +

→+
→+

+ =      

解法二、求 ( )lim ( ) x z

x
z

x z e  − +

→+
→+

+ 也可用极坐标，令 cos , sinx y   = = ，则 


  


，且 ,x z→+ →+时有 + → ，所以 

 
sin( )

( )lim ( ) limx z

x
z

x z e e


 




−  +
  − +  

→+ →+
→+

+ = =  . （注意： sin( )





+ 
 

） 

4. 设

ln(1 )
, 0;

( , )

, 0.

xy
x

f x y x

y x

+


= 
 =

  讨论其在定义域内的连续性。 

解：显然 {( , ) | 1}D x y xy=  − 为函数 ( , )f x y 的定义域。显然 ( , )f x y 在 0 0 0( , ) ( 0)x y x 

点处一定连续。故只要讨论 ( , )f x y 在 y 轴上的连续性即可。 



（1）在 (0,0)点， (0,0) 0f = . 

当 0y = 时， ( ,0) 0f x = ；当 0x = 时， (0, ) 0 (( , ) (0,0))f y y x y= → → ； 

且
( , ) (0,0) ( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

0 0

ln(1 )
lim ( , ) lim lim 0 (0,0)

x y x y x y
x x

xy
f x y y f

xy→ → →
 

+
=  = = ， 

所以
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0 (0,0)
x y

f x y f
→

= = ，故 ( , )f x y 在 (0,0)点连续。 

（2）在 0 0(0, ) ( 0)y y  点， 0 0(0, )f y y= . 

0 0 0
0 0

( , ) (0, ) ( , ) (0, ) ( , ) (0, )
0 0 0

ln(1 )
lim ( , ) lim lim (0, )

x y y x y y x y y
x x x

xy
f x y y y f y

xy→ → →
  

+
=  = = ; 

所以
0

0
( , ) (0, )

lim ( , ) (0, )
x y y

f x y f y
→

= ，从而 ( , )f x y 在 0(0, )y 点连续。 

因此函数 ( , )f x y 在其定义域内连续。 

5. 若 ),( yxf 在 )0,0( 点的某个邻域内有定义， 0)0,0( =f ，且 

a
yx

yxyxf

yx
=

+

+−

→ 22

22

)0,0(),(

),(
lim ，其中 a 为常数。证明： 

（1） ),( yxf 在 )0,0( 点连续； 

（2）若 1−a ，则 ),( yxf 在 )0,0( 点连续，但不可微； 

（3）若 1−=a ，则 ),( yxf 在 )0,0( 点可微。 

证明： 因为 a
yx

yxyxf

yx
=

+

+−

→ 22

22

)0,0(),(

),(
lim ，因此 

)1(
),(

22

22

oa
yx

yxyxf
+=

+

+−
, ( ( , )x y →) 

故 )()1(),( 2222 yxoyxayxf ++++= ， ( , )x y →. 

(1) 显然。 

(2) 若 1−a ，因为 

( , ) ( , ) ( ) | | (| |)
( , ) lim limx

x x

f x f a x o x
f

x x→ →

 −   + +
   = =  

不存在，同理可知
( , ) ( , )

( , ) limy
y

f y f
f

y→

 −  
   = 不存在，因此 ),( yxf 在 )0,0( 点不



可微。 

(3) 若 1−=a ，则 ' ( , ) ( , ) ( ) | | (| |)
( , ) lim limx

x x

f x f a x o x
f

x x→ →

 −   + +
  = = = ， 

同理可求得 ' ( , )yf   = ，这样 

' '

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
lim lim

x y

x y x y

f x y f f x f y o x y

x y x y

 

   →   →  

−   −   −   +
= = 

+ +
， 

故 ),( yxf 在 )0,0( 点可微且 0)0,0( =df . 

6. 讨论函数








=+

++
+=

0,0

0),sin(),(

22

2222

22

yx

yxyx
yx

xy

yxf  在 )0,0( 点的连续性及

可微性。 

解：(1) 因为 

0),(,0)sin( 22

22
→→+

+
yxxyyx

yx

xy
， 

故 ),( yxf 在 )0,0( 点连续。 

（2） 因为
( )

0
)0,0(0,

lim)0,0(
0

=


−
=





→ x

fxf

x

f

x
，且 

( )
0

)0,0(0,
lim)0,0(

0
=



−
=





→ y

fyf

y

f

y
, 

故 

( )

( )
)sin(

)0,0()0,0()0,0(,
22

2

3
22

22
yx

yx

yx

yx

y
y

f
x

x

f
fyxf

+

+


=

+














+




−−

. 

取 y x =  ，则

( ) 


→+

+









)sin( yx

yx

yx
 ( x → ), 

所以

( )
)sin( 






+

+


yx

yx

yx
不是无穷小（当 ( , ) ( , )x y  →   时）。 

因此 ),( yxf 在 )0,0( 点不可微。  



7. 设
( )sin , ( , ) ( , )

( , )

, ( , ) ( , )

x y x y
x yf x y

x y

 

 


+   

+= 
 =  

  

证明： ( , )f x y 在 ( , )  点可微，但偏导数在 ( , )  不连续。 

证明：因为 '

sin
( , ) ( , )

( , ) lim limx
x x

x
f x f xf

x x





→ →



 −  
  = = = ， 

'

sin
( , ) ( , )

( , ) lim limy
y x

y
f y f y

f
y y





→ →



 −  
  = = = ， 

因此
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
lim lim sin

x y x y

f x y f
x y

x yx y

 

  →   →  

−   
= + = 

++
， 

故 ( , )f x y 在 ( , )  点可微，且 ( , )df   =  .  

下面求函数在 ( , ) ( , )x y    的两个偏导数： 

' ( , ) sin cos ,x

x
f x y x

x y x y x y     

  
=  −

+ + +
 

' ( , ) sin cos .y

y
f x y y

x y x y x y     

  
=  −

+ + +
 

所以 '
sin cos , ( , ) ( , )

( , )

, ( , ) ( , ),
x

x
x x y

x y x y x yf x y

x y

     

  
 −   

+ + += 
 =  

  

'
sin cos , ( , ) ( , )

( , )

, ( , ) ( , ),
y

y
y x y

x y x y x yf x y

x y

     

  
 −   

+ + += 
 =  

 

因为
( , ) ( , )

lim sin ,
x y

y
x y →  


 = 

+
 而

( , ) ( , )
lim cos

x y

y

x y x y   →  

 

+ +
不存在， 

所以 '

( , ) ( , )
lim ( , )y

x y
f x y

→  
不存在，故 ' ( , )yf x y 在点 ( , )  不连续。  

同理可证 ' ( , )xf x y 在点 ( , )  不连续。 

【该题说明：函数在一点处可微，偏导函数在该点不一定连续】 



8. 设函数 ( , )f x y 在点 ( , )  处连续，且
( , ) ( , )

( , )
lim

x y

f x y

x y →   +
存在。 

证明： ( , )f x y 在点 ( , )  处可微。 

证明：因为
( , ) ( , )

( , )
lim

x y

f x y

x y →   +
存在，记

( , ) ( , )

( , )
lim

x y

f x y
a

x y →  
=

+
. 

由于函数 ( , )f x y 在点 ( , )  处连续，因此 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )
( , ) lim ( , ) lim ( )

x y x y

f x y
f f x y x y

x y

 

 →   →  
  = = +

+
 

( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )
lim lim ( )

x y x y

f x y
x y

x y

 

 →   →  

 
=  + =  

+ 
. 

从而 ' ( , ) ( , ) ( , )
( , ) lim lim lim ,x

x x x

f x f f x
f x

x x→ → →

 −   
  = = =    

' ( , ) ( , ) ( , )
( , ) lim lim lim ,y

y x x

f y f f y
f y

y y→ → →

 −   
  = = =   

这样 ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
lim lim lim ,

x y x y x y

f x y f f x y
x y

x yx y

 

  →   →   →  

 −  
=  + =  

++  
  

由可微的定义，函数 ( , )f x y 在点 ( , )  处可微，且 ( , ) .df   =   

9. 设函数 ( , )f x y 的两个偏导数存在，且这两个偏导数在点 ( , )  处连续。 

已知 ' ( , ) ,xf   =   
' ( , ) .yf   =    求极限

( , ) ( , )
lim .
t

f t t f

t→

−  
  

解：因为函数 ( , )f x y 的两个偏导数 ' '( , ), ( , )x yf x y f x y 在点 ( , )  处连续，因此由可

微的充分条件知，函数 ( , )f x y 在点 ( , )  处可微，故 

' '( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ), ( )x yf t t f f t f t o t t−   =   +   + →  

所以 ' '( , ) ( , ) ( )
lim ( , ) ( , ) lim .x y
t t

f t t f o t
f f

t t→ →

−  
=   +   + =   

10. 求解下列问题： 

(1) 设函数 ( , )f x y 满足 sin
f

y
x xy

 
= +

 −
，且 ( , ) sin ,f y y =  求 ( , )f x y .  



解：对 sin
f

y
x xy

 
= +

 −
两边关于 x 求不定积分，得 

( , ) sin ln | | ( )f x y x y xy g y
y


= − − + . 

已知 ( , ) sin ,f y y =  所以 ( ) ln | |g y y
y


= − ，故 

( , ) sin ln | | ln | |f x y x y xy y
y y

 
= − − + − . 

(2) 设函数 ( , )f x y 的全微分为 ( , ) ( sin cos ) sinxy xydf x y e y x x dx xe xdy= + + ，且

( , ) ,f   =  求 ( , )f x y .  

解：由 ( , ) ( sin cos ) sinxy xydf x y e y x x dx xe xdy= + + 可知， 

' ( , ) ( sin cos )xy

xf x y e y x x= + ，且 ' ( , ) sinxy

yf x y xe x= . 

对 ' ( , ) sinxy

yf x y xe x= 两边关于 y 求不定积分，得 ( , ) sin ( )xyf x y e x g x= + ，两边关

于 x 求偏导，有 ' '( , ) sin cos ( )xy xy

xf x y ye x e x g x= + + ，又知  

' ( , ) ( sin cos )xy

xf x y e y x x= + ， 

因此 ( )g x = ，故 ( )g x c= 且 ( , ) sinxyf x y e x c= +  . 由于 ( , ) ,f   =   所以 c =且

( , ) sinxyf x y e x= +.     

11. 设函数 ( , )f x y 的两个偏导数在点 ( , )P x y   的某邻域U 内存在且有界，证明：

( , )f x y 在点 ( , )P x y   处连续。 

证明：因为函数 ( , )f x y 的两个偏导数在点 ( , )P x y   的某邻域U 内存在且有界， 

因此存在M  使得对任意的 ( , )x y U , 有 ' '| ( , ) | , | ( , ) |x yf x y M f x y M  . 

任取 ( , )x y U . 由一元函数的微分中值定理，存在 , ( , )      使得 

' '

| ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , ) |

| ( , ( ))( ) | | ( ( ), )( ) |

(| | | |)

y x

f x y f x y f x y f x y f x y f x y

f x y y y y y f x x x y x x

M y y x x

 

     

        

 

−  − + −

= + − − + + − −

 − + −

     



从而
( , ) ( , )

lim ( , ) ( , ).
x y x y

f x y f x y
 

 
→

=  所以 ( , )f x y 在点 ( , )P x y   处连续。 

12. 给定单位向量 (cos ,sin )v  =  , 设 l 是以 ( , )P x y   为顶点， v为方向向量的射

线，则称极限 

( , ) ( , )
( , )

lim ( , ) lim ( cos , sin )
x y x y t

x y l

f x y f x t y t 
+

 
 

→ →


= + +  

为函数 ( , )f x y 在 ( , )P x y   点沿着方向 v的方向极限。讨论下列函数在 ( , )  点

的方向极限及二重极限，并总结二者的关系。 

(1)  ( , ) ( , ) ( , );
x y

f x y x y
x y

 

 

−
=   

+
  

(2) 
, ,

( , )

, .

x
y

f x y y

y


 

= 
 = 

 

解：(1) 对任意的单位向量 (cos ,sin )v  = , 有 ( cos , sin ) cos ,f t t  =   故 

lim ( cos , sin ) cos ,
t

f t t  
+→

=   

所以函数 ( , )f x y 在 ( , )  点沿着方向 v 的方向极限是 cos .   即函数 ( , )f x y 在

( , )  点沿着不同方向的方向极限不相等，从而
( , ) ( , )

lim ( , )
x y

f x y
→  

不存在。 

(2) 对任意的单位向量 (cos ,sin )v  = , 当 ,   时，  

cos
( cos , sin ) ,

sin

t
f t t


 





=  

所以 lim ( cos , sin ) .
t

f t t 
+→

=    当 , =  时， ( cos , sin ) ( , ) ,f t t f t  =   =    故

lim ( cos , sin ) .
t

f t t 
+→

=    因此函数 ( , )f x y 在 ( , )  点沿着任何方向的方向极限都

存在且相等，都等于零。 

由于
( , ) ( , )

lim ( , ) lim
x y x

y x

x
f x y

x




→   →

=

= = ，所以二重极限
( , ) ( , )

lim ( , )
x y

f x y
→  

不存在。 

二重极限与方向极限的关系：函数在一点的二重极限存在，则在该点沿着任

意方向的方向极限都存在且都等于二重极限值；反之，若沿着两个不同方向的方

向极限存在但不等，则二重极限不存在，即便函数在该点沿着任意方向的方向极



限都存在且相等，函数在该点的二重极限也不一定存在，例如本题(2)中的函数，

原因是它沿不同方向趋于零的快慢程度不同，沿着靠近Oy 轴的方向趋于零的速

度快，而沿着靠近Ox 轴的方向趋于零的速度慢，以至于当 , → 时，函数

( , )f x y 在 ( , )  点沿着方向 (cos ,sin )v  = 趋于零的速度无限地变慢。 

不难证明，若 ( , )f x y 在 ( , )P x y   点沿任何方向的方向极限都存在且相等，而

且沿不同方向趋于极限的快慢一致，则 ( , )f x y 在 ( , )P x y   点的二重极限存在且

等于这些方向极限。 

 


