
第一次习题课习题（多元函数极限、连续、偏导数及可微性） 

 

第一部分：多元极限与连续 

1. 讨论下列函数在 (0,0) 点的累次极限与二重极限是否存在，若存在求其值，若不存在，说

明理由。 
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2. 解答下列题目： 
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3. 讨论下列函数极限是否存在，若存在并求其值。 
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  讨论其在定义域内的连续性。 

 

第二部分：可微性与偏导数 

5. 若 ( , )f x y 在 (0,0) 点的某个邻域内有定义， (0,0) 0f = ，且
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Administrator
文本框
累次极限均为0

二重极限：找y=x与y=2x两个方向，发现极限不一致，故不存在

Administrator
文本框
累次极限：分别计算 1，-1

二重极限：y=kx代入，发现与k相关，故不存在

Administrator
文本框
累次极限，先对x求极限为0，先对y求极限，不存在，故不存在

二重极限：放缩，三角函数≤1

Administrator
文本框
二重极限与累次极限都存在时，二者相等

Administrator
文本框
定义使用伊普西隆、德尔塔语言

取y=x+b方向为无穷（已经说明不存在）

取y=kx方向为0

Administrator
文本框
二重极限：取y=-x，不存在，故不存在

累次极限：为0

Administrator
文本框
放缩：分子分母都取x、y中最大的一个：分子放大、分母丢弃一个，放小。

放缩为x的a+b-2次方，趋向于0

Administrator
文本框
看形式，换元

Administrator
文本框
放缩变换：不等式

（x+y）^2≤2(x^2+y^2)

换元

Administrator
文本框
放缩，分母变小

分母变为x+y相关，与分子相消

Administrator
文本框
取对数

对数的影响小于一次项，估计为0

取x、y绝对值最大的一个设为M

Administrator
文本框
极坐标方法：

p=……

θ=……

Administrator
文本框
定义域：xy＞-1

x≠0时为连续函数

考虑x=0（y轴）、y=0（x轴）上均连续

xy≠0时：求二重极限，多除一个y单独取极限，设xy=t



其中 a为常数。证明： 

(1) f 在 (0,0) 点连续； 

(2) f 在 (0,0) 点可微当且仅当 1a = − . 

6. 讨论函数
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 在 (0,0) 点的连续性及可微性。 
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证明： ( , )f x y 在 (0,0) 点可微，但偏导数在 (0,0) 不连续。 

8. 设函数 ( , )f x y 在点 (0,0) 处连续，且
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存在。证明： ( , )f x y 在点 (0,0) 处可

微。 

9. 设函数 ( , )f x y 的两个偏导数存在，且这两个偏导数在点 (0,0) 处连续。 

已知 (0,0) 3,xf =  (0,0) 4.yf =   求极限
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10. 求解下列问题： 

(1) 设函数 ( , )f x y 满足
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(2) 设函数 f 的全微分为 d ( , ) e ( sin cos )d e sin dxy xyf x y y x x x x x y= + + ，且 (0,0) 1,f =  求 f .  

11. 设函数 ( , )f x y 的两个偏导数在点 0 0 0( , )P x y 的某邻域U 内存在且有界，证明： ( , )f x y 在

点 0 0 0( , )P x y 处连续。 

12. 给定单位向量 (cos ,sin )v  = , 设 l 是以 0 0 0( , )P x y 为顶点，v 为方向向量的射线，则称极
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为函数 ( , )f x y 在 0 0 0( , )P x y 点沿着方向 v 的方向极限。讨论下列函数在 (0,0) 点的方向极

限及二重极限，并总结二者的关系。 
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Administrator
文本框
f(x,y)=(a+1)根号(x^2+y^2)+o(根号(x^2+y^2))



可微，即可写成A(x,y),A是线性的

Administrator
文本框
连续性：sin(x)≤x，或sin展开为高阶无穷小



展开后不为线性，故不可微
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文本框
对x求偏导：y=x时极限不存在

Administrator
文本框
趋向于0时=0，故f(0,0)=0



A=0
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文本框
分子多出一项f(t,0)
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文本框
直接积分求解即可
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观察……
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文本框
加减f(x0,y)，绝对值不等式，微分中值定理
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文本框
方向极限直接代入化简



方向导数只在线性方向，二重极限需要在所有方向（包含关系）



关于重极限和累次极限 

若
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关于累次极限交换顺序 

若二重极限
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关于累次极限交换顺序的一个基本结论 

设 : nf U V → ，其中U 和V 分别是 a和b 的（去心）邻域。如果 
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特别地，如果 ( , )f x y 关于 x在 a连续，则 ( )F x 在 a处连续。 

 

【注：】这个结论适用于：累次极限交换顺序，累次积分交换顺序，极限与含参积分交换顺

序，求导与含参积分交换顺序等多种场合 


