
习题课 205参考解答：条件极值 

1. 求原点到曲面 2 1z xy x y= + − + 的最短距离． 

分析：所求问题实际上是在曲面 2 1z xy x y= + − + 上求函数 2 2 2x y z+ + 的最小值。  

解法 1：用 Lagrange 乘子法，令 2 2 2 2( , , , ) ( 1)F x y z x y z z xy x y = + + − − − + − . 则 
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由第三个方程得到 1 = 或 0z = .  
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（无解） 

所以唯一临界点为 ( , , ) (1 2, 1 2,0)x y z =  − ，此时 2 2 2 2( 2 1) 2 2x y z+ + =  =  . 

很明显当 x →或 y →， 2 2 2x y z+ + → + . 

所以在曲面 2 1z xy x y= + − + 上， 2 2 2x y z+ + 无上界，从而没有最大值，但是有最小值。

这个最小值为 2 2− . 

 

解法 2：把约束条件解得的 2z 代入目标函数， ( )2 2( , ) 1f x y x y xy x y= + + + − + 的最小值。 

( , ) 2 1xf x y x y= + + ， ( , ) 2 1yf x y y x= + − . 

由方程组 0x yf f= = 求得唯一解 ( , ) ( 1,1)x y = − .  



函数 ( , )f x y 在任意点的的 Hesse 矩阵都是常数矩阵
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，它是正定矩阵，所以 ( , )f x y

是严格凸函数，其临界点 ( , ) ( 1,1)x y = − 是唯一的最小值点，最小值为 ( 1,1) 0f − = . 所求最小

距离值为0 . 

请找出解法 2中的错误。 

 

2. 在周长为 2p 的三角形中求出满足下述要求的三角形：绕自己的一边旋转时所形成的旋

转体的体积最大。 

解：设三角形三条边的长度分别为 , ,x y z ，其中长度 x的边是旋转轴，该边上的高为 h .  

则 2x y z p+ + = ， 

 ( , , ) | 0 ,0 ,0 , 2x y z x p y p z p x y z p =       + + = . 

由三角形面积的海伦公式知
1

( )( )( )
2

S p p x p y p z xh= − − − = . 由此解得 

2 ( )( )( )p p x p y p z
h

x

− − −
=  

于是所求旋转体的体积为 21 4π ( )( )( )
( , , ) π

3 3

p p x p y p z
V V x y z h x

x

− − −
= = = . 

令 ( , , , ) ( , , ) ( 2 )F x y z V x y z x y z p = − + + − . 于是 
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由(2,3)两个方程得 y z= ，由(4)得 2( )x p y= − ，代入(1)，最终得到
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3. 求平面 0x y z+ − = 与圆柱面 2 2 2 1 0x y z xy yz zx+ + − − − − = 相交所成椭圆的面积。  

分析：(1)如果求得椭圆的长、短半轴长分别为 ,a b，则椭圆的面积 S ab= .  

(2) 由圆柱面方程看到，此圆柱关于坐标原点是对称的，故此圆柱的中心轴为通过坐标原点



的某一直线. 

(3) 因为平面 0x y z+ − = 通过坐标原点，所以此平面上的椭圆截线以坐标原点为其中心点。 

据此分析，椭圆上任意一点到坐标原点距离的最大、最小值即为所求。 

解法 1：令 2 2 2 2 2 2( , , ) ( ) ( 1)L x y z x y z x y z x y z xy yz zx = + + − + − − + + − − − − ， 

解方程组

'

'

'

2 2 2

2 2 0

2 2 0

2 2 0

0

1 0

x

y

z

L x x y z

L y y x z

L z z y x

x y z

x y z xy yz zx

   

   

   

 = − − + + =


= − − + + =

 = + − + + =


+ − =
 + + − − − − =

  

整理得 
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将 (1) (2) (3)x y z+ + ，得 

2 2 2 2 2 22( ) ( ) 2 ( ) 0x y z x y z x y z xy yz zx + + − + − − + + − − − = ， 

将 (4),(5) 带入上式，得 2 2 2 =x y z + + ，故  是 2 2 2x y z+ + 的极值，问题转而去求  ，为此，

从方程 (1) (4)− 中消去，(2)+(3), (1)+(3)与(4)联立，得  
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上述方程组有非零解的充要条件是系数矩阵行列数为零，故 
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所以 2 20
4 0

3
 − + = ，从而该方程的两个根就是 2 2 2x y z+ + 的极大、极小值，而两根之积

为 4，所以椭圆的面积是 2π . 

 

解法 2：在上述解法中求得 2 2 2 =x y z + + 之后，为求  ，将上述方程(1)-(4)看成是关于变

量 ( , , , )x y z  的方程，由于方程(5)表明 ( , , ) (0,0,0)x y z  ,因此方程(1)-(4)构成的齐次线性方

程组有非零解，故 
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解得 1 2

2
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3
 = = ，所以椭圆的面积是 2π .   

4. 已知曲线
2 22 6,

:
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x y z
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 求C 上的点到 xOy 坐标面距离的最大值。 

解:令 ( ) ( ) ( )2 2, , 2 6 4 2 30L x y z z x y z x y z = + + − − + + + − . 解方程组 
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5. 曲面 ( ) 2 2 2 5
e

2

x y z x y z− + + + + + = . 求 z 的极值（最值）。 

解：记 ( ) 2 2 2 5
( , , ) e

2

x y zF x y z x y z− + += + + + − ，  ( , , ) | ( , , ) 0K x y z F x y z=  . 

由于 F 是严格凸函数，所以K 是凸集。 

由于 2 2 2 5 5
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x y z F x y z+ +  +  ，所以K 是 3 中的一个有界闭闭集。K 与 z 轴的交集

是 z 轴上的有界闭凸集，从而  | , ( , , ) 0A z x y F x y z= 存在 使得 是有界闭区间，有最大值

和最小值。 
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令 0x yz z= = ，得到
( )

( )

2 e

2 e

x y z

x y z

x

y

− + +

− + +

 =


=

，从而 , 2 ln(2 )x y z x x= = − − ， 
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另外， ( ) 2 2 2e x y z x y z− + + + + + 在
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处的梯度为 (0,0, 1)− ，所以根据隐函数定理
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的一个邻域中确定了一个C 隐函数， ( , ) (0,0)x y =

是这个隐函数的一个临界点。 

对
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进一步求导，得到 
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是这个隐函数的极小值

点， 1z = − 是极小值，它实际上是最小值。 

当 0.09x y=  时， z 取最大值（ 1.535 ）. 

 

6.  若 ( , ) 2( 1)ex
xyf x y y = + ， ( ,0) ( 1)ex

xf x x = + ， 2(0, ) 2f y y y= + . 求 ( , )f x y 的极值。 

解：因为 ( , ) 2( 1)ex
xyf x y y = + ，因此 
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所以 ( , ) 2( 1)ex
yf x y y = + . 令 ( , ) 0yf x y = 解得 1y = − ，再由 ( , ) 0xf x y = 解得 0x = . 故唯一的

驻点是 ( , ) (0, 1)x y = − . 由于 '' '' ''(0, 1) 2, (0, 1) 0, (0, 1) 2xx xy yyf f f− = − = − = ，这样 

'' '' '' 2 ''(0, 1) (0, 1) ( (0, 1)) 4 0, (0, 1) 2 0xx yy xy xxf f f f− − − − =  − =  ， 



所以 (0, 1)− 是函数的极小值点，且极小值 (0, 1) 1f − = − . 

 

7. 求函数 (4 )z xy x y= − − 在由三条直线 1x = ， 0y = 和 6x y+ = 所围有界闭区域上的最大

值。 

解法 1：  ( , ) |1 6 ,0 5D x y x y y=   −    

(4 ) [(4 ) 2 ]xz y x y xy y y x = − − − = − −  

当
4

2

y
x

−
 时， z 关于 x严格增；当

4

2

y
x

−
 时， z 关于 x严格减。 

4
6

2

y
y

−
 − 当且仅当 8y  ，因此对0 5y  ，总有

4
6

2

y
y

−
−  . 

4
1

2

y−
 当且仅当 2y  . 

所以当 0 2y  时，
4

[1,6 ]
2

y
y

−
 − ， z 关于 x在

4

2

y
x

−
= 时取得（相对）最大值。 

由一元微积分知
2

4 4
( , )

2 2

y y
z y y

− − 
=  
 

在
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当 2 5y  时， z 关于 x在区间[1,6 ]y− 上严格减， z 在 1x = 时取得（相对）最大值。 

由一元微积分知 (1, ) (3 )z y y y= − 在
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解法 2：记由三条直线 1x = , 0y = 和 6x y+ = 所围的有界开区域为D , 有界闭区域为D . 

(I) 求函数 ( , )z x y 在区域D 内的极值．令 
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求得驻点
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，在D 内的驻点为
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． 

(II) 求函数 ( , )z x y 在边界上的最值。区域 D 的边界由三条直线段构成。这对应着如下的三

个条件极值问题： 

(1)  求函数 (4 )xy x y− − 在约束条件 1x = 下的极大值； 

(2)  求函数 (4 )xy x y− − 在约束条件 0y = 下的极大值； 

(3)  求函数 (4 )xy x y− − 在约束条件 6x y+ = 下的极大值。  

问题(1). 将 1x = 代入 (4 )z xy x y= − − 得一元函数 (3 )z y y= −  . 令 3 2 0z y = − = ，解得驻点

( )1,   3 / 2 . 对应函数值为
9

4
z = . 

问题(2). 将 0y = 代入 (4 )z xy x y= − − ，得 0z = . 

问题(3). 作 Lagrange 函数 (4 ) ( 6)L xy x y x y= − − + + − . 令 
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解这个方程组求得函数在边界 6x y+ = 上有驻点 (3,3)  . 于是我们得到函数在闭区域 D 上有

驻点 ( )4 / 3,  4/3 ， ( )1,  3/2 和 (3,   3) . 函数也可能在三个角点 (1,0),(6,0),(1,5)上取得最值。 

由于函数 (4 )z xy x y= − − 在有界闭区域 D 上连续，故函数在 D 上的最大值和最小值在这六

个点上取得。计算函数在这六个点上的函数值可知，函数 ( , )z x y 在点 ( )4 / 3,   4/3 处取得最大

值 ( )4 / 3,  4/3 64 / 27z = . 在点 ( )3,   3 处取得最小值 (3,  3) 18z = − ．解答完毕。 

8. 设 : ( , , ) 0S F x y z = 是光滑曲面， 0 0 0 0( , , )P x y z 是曲面 S 外一点。证明：若Q S 使得线段

0P Q是 0P 与曲面 S 上任意一点的连线中最短线段，则向量 0P Q必与曲面在该点的切平面

垂直。 

证明：所求问题就是在曲面上求一点 ( , , )Q x y z S 使得 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z− + − + − 的值最

小。令 

2 2 2
0 0 0( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , )L x y z x x y y z z F x y z= − + − + − − ， 

解方程组
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得 0 0 0 0( , , ) grad ( , , )
2

P Q x x y y z z F x y z


= − − − = ，即向量 0P Q与曲面 S 在点 ( , , )Q x y z 处的法向

量平行，所以向量 0P Q与曲面 S 在点 ( , , )Q x y z 处的切平面垂直。 证毕 

讨论：为什么有最小距离？ 

 

 


