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第 1章 从自然数到实数

温故而知新，可以为师矣。

孔子

我不认为自己知道那些我不知道的事情。

苏格拉底

以“你识数吗？”作为这一章的副标题应该是恰如其分的。微积分的研究对

象是函数，其自变量和函数值都是实数，要研究函数的性质就必须先了解实数

的性质。

人们对于数的认知开始于幼儿时期的数嘨噳器嘔噵，噣噯噵噮噴噩噮噧嘩数嘨噳器嘒噵，噮噵噭噢噥噲噳嘩，

到小学和中学阶段，逐步认识了自然数、分数（也就是有理数）和实数，并且

学习了它们的一些基本运算（主要是代数运算，加减乘除，乘方和开方）。我们

知道有理数都可以表示为整数的比，从而有理数的四则运算可以通过分数形式

转化为整数的四则运算。此外，我们还知道利用阿拉伯数字可以把实数表示为

十进制小数，有理数可以表示为无限循环小数，而像
√
嘲, π 这样的数只能写成

无限不循环小数，它们是无理数。而对两个十进制无限小数，确定它们的和差

积商的十进制小数表达也并非是轻而易举的事情。

在这一章中，我们要回答的主要问题是：为什么要引进实数？为什么有理

数无法满足微积分的需要？实数和有理数的根本区别在哪里？这需要我们对实

数有一个更深入的理解。

我们假定读者熟悉基本逻辑规则以及集合的语言，在本章最后一节的附录

中我们列举了一些常用记号供读者对照查看。

1.1 自然数集

定义 1.1.1. 自然数集 N 是这样一个集合，存在元素 嘰 ∈ N 以及一个单射 S 嘺

N→ N\ {嘰} 嘽嘺 N∗1，使得N满足数学归纳法原理，即：对N的任意子集A，只

嘱



嘲 噃噈噁噐噔噅噒 嘱嘮 从自然数到实数

要 嘨嘱嘩 嘰 ∈ A且 嘨嘲嘩 n ∈ A⇒ S嘨n嘩 ∈ A，就有 A 嘽 N。
称 S嘨n嘩为 n的后继，记 嘱 嘽 S嘨嘰嘩，嘲 嘽 S嘨嘱嘩，嘳 嘽 S嘨嘲嘩等等。

注 1.1.2. 嘨嘱嘩 上述定义中所称“单射”是这样的映射 f 嘺 A → B，它满足

f嘨x嘩 嘽 f嘨y嘩⇒ x 嘽 y，即任何一个函数值只能被自变量的一个值取得。

嘨嘲嘩 由数学归纳法原理可以证明上述单射 S 嘺 N → N∗ 是个满射，从而是个一一
对应：令 A 嘽 {嘰} ∪ S嘨N嘩。则 嘰 ∈ A，并且若 n ∈ A，则 S嘨n嘩 ∈ S嘨N嘩 ⊂ A。因
此 A 嘽 N。所以 S嘨N嘩 嘽 N∗。

定义 1.1.3. 自然数集 N上的加法和乘法。对任意m,n ∈ N，定义

m嘫 n 嘽

m, n 嘽 嘰嘻

S嘨m嘫 n′嘩, n 嘽 S嘨n′嘩.

m · n 嘽

嘰, n 嘽 嘰嘻

m · n′ 嘫m, n 嘽 S嘨n′嘩.

由上述定义知

S嘨m嘩 嘽 S嘨m嘫 嘰嘩 嘽 m嘫 S嘨嘰嘩 嘽 m嘫 嘱,

m嘫 嘨n嘫 嘱嘩 嘽 m嘫 S嘨n嘩 嘽 S嘨m嘫 n嘩 嘽 嘨m嘫 n嘩 嘫 嘱.

定理 1.1.4. N上的加法满足结合律：即对任意m,n, k ∈ N，

m嘫 嘨n嘫 k嘩 嘽 嘨m嘫 n嘩 嘫 k.

证明. 令 A 嘽 {k ∈ N| ∀m,n ∈ N,m嘫 嘨n嘫 k嘩 嘽 嘨m嘫 n嘩 嘫 k}。
由加法定义知 嘰, 嘱 ∈ A。
若 k ∈ A，则

m嘫 嘨n嘫 嘨k 嘫 嘱嘩嘩 嘽 m嘫 嘨嘨n嘫 k嘩 嘫 嘱嘩 嘽 嘨m嘫 嘨n嘫 k嘩嘩 嘫 嘱 嘨嘱 ∈ A嘩

嘽 嘨嘨m嘫 n嘩 嘫 k嘩 嘫 嘱 嘨k ∈ A嘩

嘽 嘨m嘫 n嘩 嘫 嘨k 嘫 嘱嘩. 嘨嘱 ∈ A嘩

因此 k 嘫 嘱 ∈ A。从而 A 嘽 N。

定理 1.1.5. 嘰是 N的加法单位元：即对任意m ∈ N，m嘫 嘰 嘽 嘰 嘫m 嘽 m。
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证明. 令 A 嘽 {m ∈ N|m嘫 嘰 嘽 嘰 嘫m 嘽 m}。
因为 嘰 嘫 嘰 嘽 嘰，所以 嘰 ∈ A。
设m ∈ A。则

嘨m嘫 嘱嘩 嘫 嘰 嘽 m嘫 嘱 嘽 嘨嘰 嘫m嘩 嘫 嘱 嘽 嘰 嘫 嘨m嘫 嘱嘩,

所以m嘫 嘱 ∈ A。
因此 A 嘽 N。

定理 1.1.6. N上的加法满足交换律：即对任意m,n ∈ N，m嘫 n 嘽 n嘫m。

证明. 令 A 嘽 {n ∈ N| ∀m ∈ N,m嘫 n 嘽 n嘫m}。
由于 嘰是加法单位元，所以 嘰 ∈ A。
令 B 嘽 {m ∈ N|m嘫 嘱 嘽 嘱 嘫m}。则 嘰 ∈ B。对任意m ∈ B，

嘱 嘫 嘨m嘫 嘱嘩 嘽 嘨嘱 嘫m嘩 嘫 嘱 嘽 嘨m嘫 嘱嘩 嘫 嘱,

所以m嘫 嘱 ∈ B，因此 B 嘽 N。从而 嘱 ∈ A。
设 n ∈ A。则

m嘫 嘨n嘫 嘱嘩 嘽 嘨m嘫 n嘩 嘫 嘱 嘨加法结合律嘩

嘽 嘨n嘫m嘩 嘫 嘱 嘨n ∈ A嘩

嘽 n嘫 嘨m嘫 嘱嘩 嘨加法结合律嘩

嘽 n嘫 嘨嘱 嘫m嘩 嘨嘱 ∈ A嘩

嘽 嘨n嘫 嘱嘩 嘫m, 嘨加法结合律嘩

因此 n嘫 嘱 ∈ A。从而 A 嘽 N。

定理 1.1.7. N上的加法对乘法满足分配律：即对任意m,n, k ∈ N，

嘨m嘫 n嘩 · k 嘽 m · k 嘫 n · k.

定理 1.1.8. 嘱是N上乘法的单位元：即对任意m ∈ N，

m · 嘱 嘽 嘱 ·m 嘽 m.

定理 1.1.9. N上的乘法满足交换律：即对任意m,n ∈ N，m · n 嘽 n ·m。

定理 1.1.10. N上的乘法满足结合律：即对任意m,n, k ∈ N，

m · 嘨n · k嘩 嘽 嘨m · n嘩 · k.

习题1.1
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嘱嘮 证明定理嘱嘮嘱嘮嘷，嘱嘮嘱嘮嘹和嘱嘮嘱嘮嘱嘰。

嘲嘮 证明对任意 n ∈ N，

嘲 · 嘨嘰 嘫 嘱 嘫 嘲 嘫 嘳 嘫 · · ·嘫 n嘩 嘽 n嘨n嘫 嘱嘩,

嘱 嘫 嘳 嘫 嘵 嘫 · · ·嘫 嘨嘲n嘫 嘱嘩 嘽 嘨n嘫 嘱嘩 · 嘨n嘫 嘱嘩.

嘳嘮 设m,n, k ∈ N，证明
嘨嘱嘩 （加法消去律）：若m嘫 k 嘽 n嘫 k，则m 嘽 n。

嘨嘲嘩 （乘法消去律）：若 k 6嘽 嘰且m · k 嘽 n · k，则m 嘽 n。

嘴嘮 嘨嘱嘩 证明：对任意m,n ∈ N，存在 k ∈ N使得m 嘽 n嘫 k或者 n 嘽 m嘫 k。

对前者我们记 n ≤ m。
嘨嘲嘩 证明对 N 的任意非空子集 A，存在 m ∈ A 使得对任意 n ∈ A 都有

m ≤ n。即 N的任意非空子集都有最小值。

嘵嘮 设 A ⊆ N满足：对任意 k ∈ N，若 S嘨k嘩 ∈ A，则 k ∈ A。证明以下三种情
况之一恰有一个成立：

嘨嘱嘩 A 嘽 ∅；
嘨嘲嘩 存在 n ∈ N使得 n ∈ A但 S嘨n嘩 6∈ A；
嘨嘳嘩 A 嘽 N。

1.2 整数集

定义 1.2.1. 称 Z 嘽 {m− n|m,n ∈ N}为整数集，称其元素为整数。约定：对
m,n, p, q ∈ N，

m− n 嘽 p− q, 若m嘫 q 嘽 p嘫 n.

定义 Z上的加法和乘法为：

嘨m− n嘩 嘫 嘨p− q嘩 嘽 嘨m嘫 p嘩− 嘨n嘫 q嘩，

嘨m− n嘩 · 嘨p− q嘩 嘽 嘨m · p嘫 n · q嘩− 嘨n · p嘫m · q嘩。

定理 1.2.2. Z上的加法和乘法是良好定义的，即：若

m1 − n1 嘽 m2 − n2, p1 − q1 嘽 p2 − q2,

则

嘨m1 − n1嘩 嘫 嘨p1 − q1嘩 嘽 嘨m2 − n2嘩 嘫 嘨p2 − q2嘩,

嘨m1 − n1嘩 · 嘨p1 − q1嘩 嘽 嘨m2 − n2嘩 · 嘨p2 − q2嘩.
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定理 1.2.3. 1. Z上的加法和乘法满足交换律、结合律、分配律。

2. 记 嘰 嘽 嘰−嘰。则 嘰是Z上的加法单位元：对任意 z ∈ Z，z嘫嘰 嘽 嘰嘫z 嘽 z。

3. 对任意 z ∈ Z，z 嘽 m− n（m,n ∈ N），令 −z 嘽 n−m，则 −z ∈ Z满足
z 嘫 嘨−z嘩 嘽 嘨−z嘩 嘫 z 嘽 嘰。即任何整数 z有加法逆元 −z。

4. 嘱 嘽 嘱− 嘰是 Z上的乘法单位元：对任意 z ∈ Z，z · 嘱 嘽 嘱 · z 嘽 z。

上述定理证明留作练习。

定理 1.2.4. f 嘺 N→ Z， f嘨n嘩 嘽 n− 嘰( n ∈ N)是 N到 f嘨N嘩的一个一一对应，
且 f嘨嘰嘩 嘽 嘰，f嘨S嘨n嘩嘩 嘽 f嘨n嘩 嘫 嘱。

证明. 若 f嘨n嘩 嘽 f嘨m嘩，则 n− 嘰 嘽 m− 嘰，从而按整数的定义，n嘫嘰 嘽 m嘫嘰，

所以 n 嘽 m。所以 f 嘺 N→ f嘨N嘩是一一对应。 f嘨嘰嘩 嘽 嘰− 嘰 嘽 嘰，

f嘨S嘨n嘩嘩 嘽 S嘨n嘩− 嘰 嘨 f 的定义嘩

嘽 嘨n嘫 嘱嘩− 嘰 嘨自然数加法的定义嘩

嘽 嘨n− 嘰嘩 嘫 嘨嘱− 嘰嘩 嘨整数加法的定义嘩

嘽 f嘨n嘩 嘫 嘱. 嘨 f 和整数 嘱的定义嘩

根据这个定理，我们可视 f嘨N嘩 嘽 N，从而 N ⊆ Z。记 Z+ 嘽 f嘨N∗嘩，

定理 1.2.5. 对任意 z ∈ Z， z ∈ Z+、z 嘽 嘰和 −z ∈ Z+三者中恰有一个成立。

证明. 我们证明对任何 z ∈ Z，z ∈ Z+ 与 −z ∈ Z+中至多只有一个成立。

若 z 嘽 m− n ∈ Z+ 满足 −z ∈ Z+，则存在 k, l ∈ N使得

m− n 嘽 S嘨k嘩− 嘰, n−m 嘽 S嘨l嘩− 嘰.

二者相加得到

嘰− 嘰 嘽 嘨m嘫 n嘩− 嘨n嘫m嘩 嘽 嘨S嘨k嘩 嘫 S嘨l嘩嘩− 嘰 嘽 S嘨k 嘫 S嘨l嘩嘩− 嘰,

从而 嘰 嘽 S嘨k 嘫 S嘨l嘩嘩，但这与 嘰 /∈ S嘨N嘩矛盾。所以对任何 z ∈ Z，z ∈ Z+ 与

−z ∈ Z+ 中至多只有一个成立。

又因为 嘰 嘽 −嘰，所以 嘰 /∈ Z+，−嘰 /∈ Z+。因此对任意 z ∈ Z，z 嘽 嘰、

z ∈ Z+ 与 −z ∈ Z+中至多只有一个成立。

设 z 嘽 m − n（ m,n ∈ N ）满足 z 6嘽 嘰。则 m 6嘽 n。由习题嘱嘮嘱中的结论

可知，存在 k ∈ N∗ 嘽 S嘨N嘩使得m 嘽 n嘫 k或者 n 嘽 m嘫 k。对前者，我们有

z ∈ Z+，对后者我们有 −z 嘽 n−m ∈ Z+。

习题1.2

嘱嘮 证明定理 嘱嘮嘲嘮嘲和 嘱嘮嘲嘮嘳。
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1.3 有理数集

定义 1.3.1. 称 Q 嘺嘽
{
z1
z2

∣∣∣ z1 ∈ Z, z2 ∈ Z\{嘰}
}
为有理数集，称其元素为有理

数。约定：对 z1, u1 ∈ Z和 z2, u2 ∈ Z\{嘰}：

z1

z2
嘽
u1

u2
, 若z1 · u2 嘽 z2 · u1.

定义 Q上的加法和乘法为

z1

z2
嘫
u1

u2
嘽
z1 · u2 嘫 z2 · u1

z2 · u2
,

z1

z2
· u1

u2
嘽
z1 · u1

z2 · u2
,

并记

嘰 嘺嘽
嘰

嘱
, 嘱 嘺嘽

嘱

嘱
,

−z1

z2
嘺嘽
−z1

z2
,(

z1

z2

)−1

嘺嘽
z2

z1
, 若z1, z2 ∈ Z\{嘰}.

定理 1.3.2. Q是一个域，即 Q上的加法和乘法是良好定义的，且满足交换律、
结合律和分配律；嘰, 嘱分别是加法和乘法的单位元，且嘱 6嘽 嘰；任何 r ∈ Q有加
法逆元；任何 r ∈ Q\{嘰}有乘法逆元 r−1，即 r · r−1 嘽 r−1 · r 嘽 嘱。

对域中元素 a和 b 6嘽 嘰以及正整数 n，记

a

b
嘺嘽 ab−1, an 嘺嘽 a · · · · · a︸ ︷︷ ︸

n个a

.

定理 1.3.3. f 嘺 Z → Q, f嘨z嘩 嘽 z
1 是一个单射，并且满足对任意 z1, z2 ∈ Z，

f嘨z1 嘫 z2嘩 嘽 f嘨z1嘩 嘫 f嘨z2嘩，f嘨z1 · z2嘩 嘽 f嘨z1嘩 · f嘨z2嘩，f嘨嘰嘩 嘽 嘰，f嘨嘱嘩 嘽 嘱。因

此可视 Z ⊆ Q。

定理 1.3.4. 记 Q+ 嘽
{
z1
z2
∈ Q

∣∣∣ z1, z2 ∈ Z+
}
，则 ∀r ∈ Q，r ∈ Q+、r 嘽 嘰和

−r ∈ Q+ 三者中恰有一个成立。

定义 1.3.5. ∀r1, r2 ∈ Q，定义

r1 < r2（也记作 r2 > r1），若 r2 − r1 ∈ Q+；

r1 ≤ r2（也记作 r2 ≥ r1），若 r1 < r2或者 r1 嘽 r2。
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推论 1.3.6. ∀r1, r2 ∈ Q，r1 < r2、r1 嘽 r2 和 r1 > r2 三者中恰有一个成立。

定理 1.3.7. ∀r1, r2, r3 ∈ Q，

r1 < r2 ⇒ r1 嘫 r3 < r2 嘫 r3嘻 r1 < r2且 r3 > 嘰⇒ r1 · r3 < r2 · r3.

推论 1.3.8. ∀r1, r2, r3 ∈ Q，

r1 ≤ r2 且 r2 ≤ r3 ⇒r1 ≤ r3；（传递）

r1 ≤ r1；（自反）

r1 ≤ r2 且 r2 ≤ r1 ⇒r1 嘽 r2.（反对称）

上述定理和推论的证明留作练习。

定义 1.3.9. 设 F 是一个域，F+ ⊆ F 满足： 嘨嘱嘩 ∀x ∈ F，x ∈ F+、x 嘽 嘰 和

−x ∈ F+ 三者中恰有一个成立； 嘨嘲嘩 ∀x, y ∈ F+，x嘫 y, xy ∈ F+。则称 嘨F,F+嘩

是一个序域（也简称 F是一个序域）。

总结：嘨Q,Q+嘩是一个序域。

习题1.3

嘱嘮 证明本节中未证明的定理和推论。

嘲嘮 嘨噡嘩 证明对于任何有理数 r ∈ Q，存在唯一的整数 z ∈ Z使得 z ≤ r <

z 嘫 嘱。我们记 z 嘽 噛r噝，称它为 r的整数部分。

嘨噢嘩 （正整数的进位制表示法）任意给定正整数 p > 嘱，证明对于任意正

整数 N，N 可以唯一写成如下形式

N 嘽 anp
n 嘫 an−1p

n−1 嘫 · · ·嘫 a1p嘫 a0,

其中 an, an−1, a1, a0是小于 p的非负整数，an > 嘰。

嘳嘮 重要的不等式

嘨噡嘩 证明在任何序域 F中 x2 ≥ 嘰嘨∀x ∈ F嘩，并且 x2 嘽 嘰当且仅当 x 嘽 嘰。

嘨噢嘩 嘨Cauchy-Schwarz不等式嘩 证明对任意实数 a1, . . . , an, b1, . . . , bn，

嘨a1b1 嘫 · · ·嘫 anbn嘩
2 ≤ 嘨a2

1 嘫 · · ·嘫 a2
n嘩嘨b

2
1 嘫 · · ·嘫 b2n嘩.

等式成立当且仅当存在实数 λ使得

ak 嘽 λbk, ∀嘱 ≤ k ≤ n,



嘸 噃噈噁噐噔噅噒 嘱嘮 从自然数到实数

或者

bk 嘽 λak, ∀嘱 ≤ k ≤ n.

事实上，成立等式

嘨a2
1嘫· · ·嘫a2

n嘩嘨b
2
1嘫· · ·嘫b2n嘩−嘨a1b1嘫· · ·嘫anbn嘩2 嘽

∑
1≤i<j≤n

嘨aibj−ajbi嘩2.

这个等式的几何意义是 Rn 中由向量 a 嘽 嘨a1, a2, . . . , an嘩
T 和 b 嘽

嘨b1, b2, . . . , bn嘩
T 所形成的平行四边形的面积与它在各 嘲 维坐标平面

中的投影平行四边形面积之间的关系。

嘨噣嘩 （Bernoulli 不等式）设 x1, . . . , xn > −嘱，且 xixj ≥ 嘰嘨∀i, j ∈
{嘱, 嘲, . . . , n}嘩。证明

嘨嘱 嘫 x1嘩 · · · · · 嘨嘱 嘫 xn嘩 ≥ 嘱 嘫 嘨x1 嘫 · · ·嘫 xn嘩,

其中等号成立当且仅当 n 嘽 嘱或者 x1, . . . , xn 中至多有一个非零。经

典的 噂噥噲噮噯噵噬噬噩不等式：

嘨嘱 嘫 x嘩n ≥ 嘱 嘫 nx, ∀n ∈ N,∀x > −嘱.

嘨噤嘩 利用 噂噥噲噮噯噵噬噬噩不等式证明对任何正整数 n以及任何正数 a, b，都有

abn ≤
(
a嘫 nb

n嘫 嘱

)n+1

,

且等号成立当且仅当 a 嘽 b。并利用这个不等式证明对任何正整数 n，

都有(
嘱 嘫

嘱

n

)n
<

(
嘱 嘫

嘱

n嘫 嘱

)n+1

<

(
嘱 嘫

嘱

n嘫 嘱

)n+2

<

(
嘱 嘫

嘱

n

)n+1

.

嘨噥嘩 （算术-几何平均值不等式）利用嘨噤嘩中不等式证明：在任何序域 F
中，对任意正整数 n和非负数 x1, x2, . . . , xn ∈ F，都成立

x1x2 · · · · · xn ≤
(
x1 嘫 x2 嘫 · · ·嘫 xn

n

)n
.

其中等号成立当且仅当 x1 嘽 x2 嘽 · · · 嘽 xn。（提示：不是每个序域

中都可以使用开方运算）

嘨噦嘩 （广义的算术-几何平均值不等式）证明对任何非负数x1, x2, . . . , xn ∈
F和任何正整数 p1, p2, . . . , pn都成立

xp11 x
p2
2 · · · · · xpnn ≤

(
p1x1 嘫 p2x2 嘫 · · ·嘫 pnxn

p1 嘫 p2 嘫 · · ·嘫 pn

)p1+p2+···+pn
.

其中等号成立当且仅当 x1 嘽 x2 嘽 · · · 嘽 xn。
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嘴嘮 证明 嘨Q,Q+嘩是最小的序域。即对任何序域 嘨F,F+嘩，Q ⊆ F，Q+ ⊆ F+。

嘵嘮 Z2 嘽 {嘰, 嘱}按如下加法和乘法构成一个域，它是最小的域，但不是序域。

嘫 嘰 嘱

嘰 嘰 嘱

嘱 嘱 嘰

· 嘰 嘱

嘰 嘰 嘰

嘱 嘰 嘱

嘶嘮 令 F 嘽 {x嘫 噩y|x, y ∈ Q}，对 x1 嘫 噩y1, x2 嘫 噩y2 ∈ F，定义加法和乘法

嘨x1 嘫 噩y1嘩 嘫 嘨x2 嘫 噩y2嘩 嘽 嘨x1 嘫 x2嘩 嘫 噩嘨y1 嘫 y2嘩,

嘨x1 嘫 噩y1嘩 · 嘨x2 嘫 噩y2嘩 嘽 嘨x1x2 − y1y2嘩 嘫 噩嘨x1y2 嘫 x2y1嘩.

证明

嘨噡嘩 F是一个域；

嘨噢嘩 噩2 嘽 −嘱；

嘨噣嘩 F不是一个序域。

1.4 实数集

设 嘨F,F+嘩是一个序域。

定义 1.4.1. 对 x ∈ F，记

|x| 嘺嘽


x, 若 x ∈ F+,

嘰, 若 x 嘽 嘰,

−x, 若 − x ∈ F+.

定理 1.4.2. 1. ∀x ∈ F，|x| ≥ 嘰；|x| 嘽 嘰当且仅当 x 嘽 嘰。

2. ∀x, y ∈ F，|xy| 嘽 |x| · |y|，|x嘫 y| ≤ |x|嘫 |y|。

3. 于是 d嘨x, y嘩 嘽 |x− y|定义了 F上一个距离：

d嘨x, y嘩 嘽 d嘨y, x嘩 ≥ 嘰；

d嘨x, y嘩 嘽 嘰当且仅当 x 嘽 y；

d嘨x, y嘩 ≤ d嘨x, z嘩 嘫 d嘨z, y嘩.

证明. 证明作为练习留给读者完成。
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有了距离，就可以定量研究逼近的误差。因为有序，所以就有所谓不足近

似值和过剩近似值。这都离不开下面这些概念。

定义 1.4.3. 设 A ⊆ F。
称 A在域 F中有界，若存在M ∈ F使得：x ∈ A⇒ |x| ≤M。此时称这样

的M 为 A（在域 F中）的一个界。
称 A在域 F中有上界（相应地，有下界），若存在 b ∈ F使得：x ∈ A ⇒

x ≤ b（相应地，x ∈ A ⇒ x ≥ b）。此时称这样的 b为 A在域 F中的一个上界
（相应地，下界）。

如果 M ∈ A 是 A 的上界，则称 M 为 A 的最大值，记 M 嘽嘺 噭噡噸A 嘽嘺

噭噡噸
x∈A

x。如果 m ∈ A是 A的下界，则称 m为 A的最小值，记 m 嘽嘺 噭噩噮A 嘽嘺

噭噩噮
x∈A

x。

如果 A在域 F中有最小上界，则称这个最小上界为 A在域 F中的上确界，
记为 噳噵噰FA或 噳噵噰

x∈A
x。如果 A在域 F中有最大下界，则称这个最大下界为 A在

域 F中的下确界，记为 噩噮噦FA或 噩噮噦
x∈A

x。

在不引起歧义的情况下，我们简记 噳噵噰A 嘺嘽 噳噵噰FA， 噩噮噦 A 嘺嘽 噩噮噦FA。

不难发现：对序域 F的子集 A，

嘱嘮 A有界当且仅当 A既有上界又有下界。

嘲嘮 若 A非空且只有有限多个元素，则 A必然有最大值和最小值。

嘳嘮 如果 A 有最大值，则 噭噡噸A 嘽 噳噵噰A；如果 A 有最小值，则 噭噩噮A 嘽

噩噮噦 A。

例 1.4.4. 对 A 嘽 {x ∈ F|嘰 ≤ x < 嘱}，A有最小值 嘰，从而 噩噮噦 A 嘽 噭噩噮A 嘽 嘰。

A 有上界，但没有最大值：∀x ∈ A，x < x+1
2 < 嘱，所以 x+1

2 ∈ A。嘱 是

A 的最小上界，噳噵噰A 嘽 嘱：嘱 是 A 的一个上界；∀x < 嘱，max{x,0}+1
2 ∈ A，

max{x,0}+1
2 > x，所以 x不是 A的上界。

例 1.4.5. 空集 ∅是有界集，任何M ∈ F既是 ∅的上界也是 ∅的下界。∅既无上
确界，也无下确界。

例 1.4.6. 自然数集N∗在有理数集Q中无上界。事实上，对任何有理数 m
n ∈ Q，

m
n ≤

∣∣m
n

∣∣ 嘽 |m|
|n| ≤ |m| < |m|嘫 嘱，其中 |m|嘫 嘱 ∈ N∗。所以 m

n 不是 N∗ 的上界。

例 1.4.7. 集合 A 嘽
{
x ∈ Q|x > 嘰, x2 < 嘲

}
非空，在 Q中有上界，但在 Q中没

有上确界。
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证明. A不是空集，因为 嘱 ∈ A。 A在 Q中有上界，因为从如下断言知 嘲是 A

的一个上界。

断言：若 y > 嘰满足 y2 ≥ 嘲，则 y是 A的一个上界。

断言的证明：若 y 不是 A的一个上界，则存在 x ∈ A使得 x > y > 嘰，于

是 x2 > x · y > y2 ≥ 嘲，这与 x ∈ A矛盾。断言证毕。
设 b ∈ Q满足 b > 嘰。

若 b2 < 嘲，则 1
2
b2
−1
∈ Q，因 N∗在 Q中无上界，故可取正整数 N > 1

2
b2
−1
，

于是(
b嘫

b

嘳N

)2

嘽 b2
(
嘱 嘫

嘲

嘳N
嘫

嘱

嘹N2

)
≤ b2

(
嘱 嘫

嘷

嘹N

)
< b2

(
嘱 嘫

嘱

N

)
< 嘲.

因此 b嘫 b
3N ∈ A，从而 b不是 A的上界。同时这还表明 A没有最大值。

若 b2 > 嘲，则取正整数 N > 1
1− 2

b2
，则(

b− b

嘲N

)2

嘽 b2
(
嘱− 嘱

N
嘫

嘱

嘴N2

)
> b2

(
嘱− 嘱

N

)
> 嘲.

而 嘰 < b− b
2N < b，所以由断言知 b− b

2N 是 A的上界，所以 b不是 A的最小上

界。

若 b2 嘽 嘲，因 b ∈ Q，所以存在 m,n ∈ N∗ 使得 b 嘽 m
n，m

2 嘽 嘲n2。由

n2 < m2 嘽 嘲n2 < 嘨嘲n嘩2 知 n < m < 嘲n。取 n′ 嘽 m − n，m′ 嘽 嘲n −m，则
m′, n′ ∈ N∗，n′ < n，m′ < m，

m′2 − 嘲n′2 嘽 嘨嘲n−m嘩2 − 嘲嘨m− n嘩2 嘽 嘲n2 −m2 嘽 嘰,

所以 b 嘽 m′

n′。这个过程可以不断重复，但这与不超过m,n的自然数只有有限多

个是矛盾的。因此 b2 6嘽 嘲。

因此 A在 Q中没有上确界。

另一方面，根据勾股定理，边长为 嘱 的正方形的对角线长度 x 满足 x2 嘽

嘱2 嘫 嘱2 嘽 嘲。

就像上面例子表明的那样，在很多问题中有理数无法满足我们的要求的，

这就需要在有理数的基础上进一步扩展数的概念。噄噥噤噥噫噩噮噤通过对有理数进行

分割的方式构造了实数。

定义 1.4.8. 设 A是有理数集 Q的一个非空子集。称 A是一个实数，如果

嘱嘮 A在 Q中有上界；

嘲嘮 ∀x ∈ A，y ∈ Q且 y < x⇒ y ∈ A；

嘳嘮 若 A在 Q中有上确界，则 噳噵噰QA ∈ A。

记 R为所有实数组成的集合，称为实数集。
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定义 1.4.9. 在 R上定义序：对 A,B ∈ R，A ≤ B 当且仅当它们作为有理数集

Q的子集满足 A ⊆ B。

定理 1.4.10. R上的序 ≤满足传递、自反和反对称，并且 ∀A,B ∈ R，A ≤ B

和 B ≤ A中至少有一个成立。

定理 1.4.11. 定义 f 嘺 Q → R，f嘨r嘩 嘽 Ar 嘽 {x ∈ Q|x ≤ r}。则 f 嘺 Q → R是
严格增函数，即 ∀r, s ∈ Q，r < s⇒ f嘨r嘩 < f嘨s嘩。但 f 不是满射。

证明. 设 r, s ∈ Q, r < s。则 s ∈ As\Ar，所以 Ar ⊂ As。因此 f 嘺 Q → R是严
格增函数。令A 嘽

{
x ∈ Q|x < 嘰或 x2 < 嘲

}
。由例嘱嘮嘴嘮嘷知，A非空，在Q中有

上界但无上确界。设 x ∈ A，y ∈ Q满足 y < x。若 y ≤ 嘰，则 y ∈ A；若 y > 嘰，

则 x > y > 嘰，从而 y2 < x2 < 嘲，所以 y ∈ A。因此 A是个实数。但 A无最大

值，所以 ∀r ∈ Q，A 6嘽 Ar。即 A /∈ f嘨Q嘩。故 f 嘺 Q→ R不是满射。

因此可视 Q ⊂ R。

定理 1.4.12. Q 在 R 中稠密，即 ∀A,B ∈ R, A < B，存在 r ∈ Q 使得 A <

Ar < B。

证明. 任取 A,B ∈ R, A < B。则 A ⊂ B，因此存在 b ∈ Q使得 b ∈ B\A。
因为 B ∈ R且 b ∈ B，所以 Ab ⊆ B。因为 b /∈ A，所以 b是 A的上界（假

设存在 x ∈ A使得 b < x，则由 A ∈ R知 b ∈ A，矛盾），但不是 A的上确界。

因此存在 c ∈ Q 使得 c < b 且 c 是 A 的上界。故 r 嘽 b+c
2 ∈ Q 满足

A ⊆ Ac ⊂ Ar ⊂ Ab ⊆ B。

定理 1.4.13. R中任何非空有上界的集合都有上确界。

证明. 设 A ⊆ R非空有上界。令 A∗ 嘽
⋃
A∈A

A。则 A∗ ⊆ Q。

对A的任何上界B ∈ R，对任意A ∈ A，A ≤ B。取 噾A ∈ A，则 噾A ⊆ A∗ ⊆
B。所以 A∗ 6嘽 ∅。因为 B 在 Q中有上界，所以 A∗在 Q中有上界。

设 x ∈ A∗，y ∈ Q 满足 y < x。则存在 A嘨x嘩 ∈ A，x ∈ A嘨x嘩，因为

A嘨x嘩 ∈ R，所以 y ∈ A嘨x嘩 ⊆ A∗。
嘨嘱嘩 如果 A∗ 在 Q中没有上确界，则令 嘖A 嘽 A∗，于是 嘖A ∈ R。 嘖A是 A的上

界。对 A的任何上界 B ∈ R， 嘖A 嘽 A∗ ⊆ B，所以 嘖A ≤ B，所以 嘖A是 A的最小
上界，即上确界。

嘨嘲嘩 如果 A∗ 在 Q中有上确界 b∗ ∈ Q，则令 嘖A 嘽 A∗
⋃
{b∗}。易见 b∗ 是 嘖A

的最大值。对任意 y ∈ Q，若 y < b∗，则 y 不是 A∗ 在 Q中的上界，所以存在
x ∈ A∗ 使得 y < x。于是 y ∈ A∗ ⊆ 嘖A。所以 嘖A ∈ R且 嘖A是 A的上界。接下来，
我们证明 嘖A是 A的上确界。
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假设 嘖A 不是 A 的上确界（即最小上界），则存在 A 的上界 B，使得 B <

嘖A。由有理数集在实数集中的稠密性（定理嘱嘮嘴嘮嘱嘱），存在有理数 r ∈ Q 使得
B < Ar < 嘖A。所以 r ∈ 嘖A 且 r < b∗，因此 r ∈ A∗。从而存在 A嘨r嘩 ∈ A使得
r ∈ A嘨r嘩。而 A嘨r嘩 ≤ B，所以 r ∈ B，因此 Ar ⊆ B，这与 B < Ar 矛盾。所以

嘖A是 A的上确界。
总之，A在 R中有上确界。

下面考虑 R上的运算。

定义 1.4.14. 设 A,B ∈ R，定义

A嘫B 嘽 {r ∈ Q| ∀a ∈ Q\A,∀b ∈ Q\B, r ≤ a嘫 b} ,

−A 嘽 {r ∈ Q| ∀a ∈ A, r ≤ −a} ,

嘰 嘽 {r ∈ Q| r ≤ 嘰} ,

嘱 嘽 {r ∈ Q| r ≤ 嘱} .

对 A,B ∈ R，如果 A ≥ 嘰且 B ≥ 嘰，则定义

A ·B 嘽 {r ∈ Q| ∀a ∈ Q\A,∀b ∈ Q\B, r ≤ a · b} 嘻

如果 A ≥ 嘰且 B < 嘰，则定义 A · B 嘽 −嘨A · 嘨−B嘩嘩；如果 A < 嘰且 B ≥ 嘰，则

定义A ·B 嘽 −嘨嘨−A嘩 ·B嘩；如果A < 嘰且B < 嘰，则定义A ·B 嘽 嘨−A嘩 · 嘨−B嘩。

定理 1.4.15. 嘨R,R+嘩是一个序域，其中 R+ 嘽 {A ∈ R|A > 嘰}。

定理 1.4.16 嘨阿基米德性质). N在 R中没有上界。

证明. 假设 N在 R中有上界。因为 N非空（嘱 ∈ N），所以由定理 嘱嘮嘴嘮嘱嘳知 N在
R中有上确界 b ∈ R。从而 b−嘱不是N的上界，因此存在 n ∈ N使得 b−嘱 < n，

于是 b < n嘫 嘱，而 n嘫 嘱 ∈ N，所以 b不是 N的上界，但这与 b是 N的上确界
矛盾。

最后，我们可以总结一下这一章中最重要的结论：实数集 R是唯一一个具
有确界性质的序域。

定理 1.4.17. 若 嘨F1,F+
1 嘩和 嘨F2,F+

2 嘩是两个序域，都具有确界性质，则存在唯

一的一一对应 f 嘺 F1 → F2 使得 f 保持加法、乘法和序，即

f嘨x嘫 y嘩 嘽 f嘨x嘩 嘫 f嘨y嘩, f嘨x · y嘩 嘽 f嘨x嘩 · f嘨y嘩, ∀x, y ∈ F1,

且 f嘨F+
1 嘩 嘽 F+

2。
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证明. 证明留给读者完成。

习题1.4

嘱嘮 证明本节中未经证明的定理和推论。

嘲嘮 讨论集合 {qn|n ∈ N}的有界性，其中 q ∈ R。

嘳嘮 设 F是一个阿基米德序域（即 F是一个序域，且 N在 F中无上界）。

嘨噡嘩 对 a, b ∈ F，证明 a ≤ b当且仅当对任意 n ∈ N∗， a < b嘫 1
n。

嘨噢嘩 证明 Q在 F中稠密。

嘴嘮 称 I ⊆ R是一个区间，如果对任意 x, y ∈ I 以及任意 z ∈ R，x < z < y ⇒
z ∈ I。证明区间必然是如下九种集合之一：

嘨−∞,嘫∞嘩 嘽 R,

嘨−∞, b嘩 嘽 {x ∈ R|x < b}, 嘨−∞, b噝 嘽 {x ∈ R|x ≤ b},

噛a, b噝 嘽 {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}, 噛a, b嘩 嘽 {x ∈ R|a ≤ x < b},

嘨a, b噝 嘽 {x ∈ R|a < x ≤ b}, 嘨a, b嘩 嘽 {x ∈ R|a < x < b},

噛a,嘫∞嘩 嘽 {x ∈ R|a ≤ x}, 嘨a,嘫∞嘩 嘽 {x ∈ R|a < x}.

嘵嘮 嘨噡嘩 证明：对任意实数 x，存在唯一的整数 噛x噝使得 噛x噝 ≤ x < 噛x噝 嘫 嘱；

嘨噢嘩 （实数的 p进制表示）设 p > 嘱是正整数，证明对任意实数 x > 嘰，存

在唯一的整数 k和整数 ak使得 嘱 ≤ ak ≤ p−嘱且 嘰 ≤ x−akpk < pk。

嘶嘮 从乘方到开方：关于有理数指数的幂函数

嘨噡嘩 嘨 噂噥噲噮噯噵噬噬噩不等式嘩证明：对任意整数 n和任何实数 x > −嘱，

嘨嘱 嘫 x嘩n ≥ 嘱 嘫 nx,

其中等号成立当且仅当 n 嘽 嘰或 n 嘽 嘱或 x 嘽 嘰。

嘨噢嘩 对任意m ∈ Z, n ∈ N∗ 和任何正数 x。证明：

嘨嘱嘩 集合 Ax,m,n 嘽 {r ∈ Q|r > 嘰, rn < xm}有上确界；
嘨嘲嘩 Ax,m,n的上确界是满足 yn 嘽 xm的唯一正实数 y，记 y 嘽 x

m
n。

嘨噣嘩 证明：对任何 x > 嘰 及任何有理数 r，xr 有唯一定义且与分数表示

r 嘽 m
n 的选取无关。

嘨噤嘩 证明：对正有理数 r，函数 fr 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩→ 嘨嘰,嘫∞嘩，f嘨x嘩 嘽 xr 是严

格增满射；对负有理数 r，f 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩 → 嘨嘰,嘫∞嘩，f嘨x嘩 嘽 xr 是严

格减满射。
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嘨噥嘩 对 x > 嘰，证明 x0 嘽 嘱，并且对任意 r, s ∈ Q 以及任意 x, y > 嘰，

xr · xs 嘽 xr+s，嘨xr嘩s 嘽 xr·s，xr · yr 嘽 嘨x · y嘩r。

嘷嘮 关于有理数集上的指数函数。设 a > 嘱。证明：函数 f 嘺 Q → R，f嘨x嘩 嘽
ax 是严格增函数。

嘸嘮 从乘方到对数 设 a > 嘱。

嘨噡嘩 证明：对任何正数 x，存在整数m使得 am ≤ x < am+1。

嘨噢嘩 对任何 x > 嘰，记集合

Ax 嘺嘽
{m
n

∣∣∣ am ≤ xn,m ∈ Z, n ∈ N∗
}
.

证明：如果 am > xn 嘨m ∈ Z, n ∈ N∗ 嘩，则 m
n 是 Ax 的一个上界。

嘨噣嘩 证明：对任何 x > 嘰，Ax非空、有上界。

嘨噤嘩 证明：f 嘺 R+ → R，f嘨x嘩 嘽 噳噵噰Ax 是严格增函数。

嘨噥嘩 证明：f嘨a嘩 嘽 嘱且 f嘨xy嘩 嘽 f嘨x嘩 嘫 f嘨y嘩, ∀x, y ∈ R+。

嘨噦嘩 证明：若 b > 嘰且 b 6嘽 嘱，则存在唯一的单调函数 g 嘺 R+ → R满足
g嘨b嘩 嘽 嘱且 g嘨xy嘩 嘽 g嘨x嘩 嘫 g嘨y嘩, ∀x, y ∈ R+。记 g为 噬噯噧b，称为以

b为底的对数函数。

嘨噧嘩 证明：若 a, b > 嘰且 a, b 6嘽 嘱，则 噬噯噧b x 嘽 loga x
loga b

, x > 嘰。

嘹嘮 证明 {噳噩噮n|n ∈ N}在区间 噛−嘱, 嘱噝中稠密。

嘱嘰嘮 Q是最小的阿基米德序域。R是否为最大的阿基米德序域？

1.5 附：集合与逻辑

数学推理依靠逻辑，而集合是现代数学的语言。

设 p是一个陈述。则 ¬p也是一个陈述，称为“非 p”，它们的真值关系为

p 真 假

¬p 假 真

设 p, q是两个陈述。

p∧ q和 p∨ q是两个陈述，分别称为“ p且 q ”和“ p或 q”，它们的真值

为

p ∧ q
q

真 假

p
真 真 假

假 假 假

p ∨ q
q

真 假

p
真 真 真

假 真 假
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即当且仅当 p, q都是真时，p ∧ q为真；当且仅当 p, q都是假时，p ∨ q为假。
陈述 p ⇒ q表示 嘨¬p嘩 ∧ q，称为“ p蕴涵 q ”或者“若 p，则 q ”，其中 p

称为前件， q称为后件。 p⇒ q的真值为

p⇒ q
q

真 假

p
真 真 假

假 真 真

即当且仅当 p真且 q假时，p⇒ q为假。p⇒ q也可以写成 q ⇐ p。

记 p⇔ q表示“ p⇒ q且 q ⇒ p”，称为 p和 q 等价。

在日常语言中，p ⇒ q 有以下不同的表述形式：“若 p，则 q ”，“如果 p，

那么 q ”，“如果 p，就有 q ”，“当 p成立时，q 成立”，“只要 p成立，q 就成

立”，“只有 q成立，p才成立”等等。

当 p⇒ q为真时，p称为 q的充分条件，q称为 p的必要条件。当 p⇔ q为

真时，称 p和 q 为对方的充分必要条件。 p ⇔ q 为真当且仅当 p, q 都是真或都

是假。

易见以下陈述为真

p ∨ 嘨¬p嘩, ¬嘨¬p嘩⇔ p,

¬嘨p ∧ q嘩⇔ 嘨¬p嘩 ∨ 嘨¬q嘩, ¬嘨p ∨ q嘩⇔ 嘨¬p嘩 ∧ 嘨¬q嘩,

另外，

嘨p ∧ p嘩⇔ p, 嘨p ∨ p嘩⇔ p,

p ∨ 嘨q ∨ r嘩⇔ 嘨p ∨ q嘩 ∨ r, p ∧ 嘨q ∧ r嘩⇔ 嘨p ∧ q嘩 ∧ r,

p ∨ 嘨q ∧ r嘩⇔ 嘨p ∧ q嘩 ∨ 嘨p ∧ r嘩, p ∧ 嘨q ∨ r嘩⇔ 嘨p ∨ q嘩 ∧ 嘨p ∨ r嘩.

特别要提醒读者注意的是：p，q和 p ⇒ q是三个不同的陈述；并且当条件

p为假时，无论后件 q是真还是假，蕴涵关系 p⇒ q都是真的。另外，

嘨p⇒ q嘩⇔ 嘨¬q ⇒ ¬p嘩,

即逆否命题与原命题具有相同的真值，这为反证法提供了逻辑依据。

设 A是一个集合。记号 x ∈ A表示对象 x是集合 A的一个成员，称 x是 A

的一个元素。x /∈ A表示 ¬嘨x ∈ A嘩。
设 A,B是两个集合。如果

x ∈ A⇒ x ∈ B,

则称 A是 B 的一个子集，记为 A ⊆ B。如果进一步有A 6嘽 B，则称 A是 B 的

一个真子集，记为 A ⊂ B。根据蕴涵关系的逻辑可以证明空集 ∅是任何集合的
子集。
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设 X 是一个集合，p嘨x嘩是一个包括变元 x的陈述。则记

{x ∈ X|p嘨x嘩}

为 X 中所有使得 p嘨x嘩为真的那些元素 x组成的集合。

一般而言，{x|p嘨x嘩}可能并不是一个集合。例如A 嘽 {x|x /∈ x}，如果A是

个集合，那么 A ∈ A和 A /∈ A中必有一个成立。但无论它们中的哪一个成立都
会和 A的定义矛盾。为了避免产生类似的矛盾，所以数学家对“集合”这个看

似朴素的概念做了必要的局限，这导致了公理化集合论的产生。在公理化集合

论中，对于已有的集合 X，{x ∈ X|p嘨x嘩}是一个集合。
陈述“ ∀x ∈ A, p嘨x嘩” 为真当且仅当对 A的所有元素 x，p嘨x嘩为真。陈述

“ ∃x ∈ A, p嘨x嘩”为真当且仅当存在 A的元素 x使得 p嘨x嘩为真。

陈述“ ∀x ∈ A, p嘨x嘩” 等价于 x ∈ A⇒ p嘨x嘩。在日常语言中，这个陈述可

以有不同形式的表述，例如“凡 A中成员 x，都 p嘨x嘩”，“对 A中任一嘯任意嘯每

个嘯所有 x，都 p嘨x嘩”等。

易见

¬嘨∀x ∈ A, p嘨x嘩嘩 嘽 ∃x ∈ A,¬嘨p嘨x嘩嘩嘻

¬嘨∃x ∈ A, p嘨x嘩嘩 嘽 ∀x ∈ A,¬嘨p嘨x嘩嘩.

但是当 ∀ （对所有，对每一个，对任意）和 ∃ （存在，至少有一个）同时出
现在一个陈述中时，它们的前后顺序不能随意改变，比如：“对· 每· 个· 男人 噁，

都· 存在一个男人 噂 使得 噁 是 噂 的儿子”和“存在一个男人 噂 使得每· 一· 个· 男
人 噁都· 是 噂的儿子”的意思是完全不同的。

设 嘃是一个集合，对每个 λ ∈ 嘃，Aλ是 X 的一个子集，记⋂
λ∈Λ

Aλ 嘽 {x ∈ X|∀λ ∈ 嘃, x ∈ Aλ},⋃
λ∈Λ

Aλ 嘽 {x ∈ X|∃λ ∈ 嘃, x ∈ Aλ},

它们分别称为集合 Aλ们的交集和并集。对 X 的子集 A，

Ac 嘽 {x ∈ X|x /∈ A}

称为 A的补集。

易见 (⋂
λ∈Λ

Aλ

)c
嘽
⋃
λ∈Λ

Acλ,(⋃
λ∈Λ

Aλ

)c
嘽
⋂
λ∈Λ

Acλ.
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记

∅X 嘽 {x ∈ X|x 6嘽 x},

称它为 X 中的空集。易见对于 X 的任何子集 A，都有 ∅X ⊆ A。
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一个物理量 y 的值由另一个物理量 x决定，x的值可以直接观测，而 y 的

值只能通过 y 嘽 f嘨x嘩间接得到。由于任何测量都有误差，所以观测值只可能是

近似值。一个自然的问题是：如果 x是 x∗的近似值，那么 f嘨x嘩是否也是 f嘨x∗嘩

的近似值呢？或者更严格地说，我们能否通过控制 x和 x∗之间的误差，来减小

f嘨x嘩与 f嘨x∗嘩之间的误差呢？

本章研究函数在一点附近或无穷远附近的渐近行为，其中在一点附近的渐

近行为涉及函数的连续性和极限。我们把数列看成自变量取正整数值的函数，

因此把数列极限作为函数极限的一种特殊情况。对无穷小量和无穷大量的概念

以及大 O和小 o的语言，我们做了一个简明扼要又不失严谨的介绍。

2.1 函数的连续性

在上一章的习题里，我们已经对所有有理数 r确定了幂 嘲r 的意义。如果要

试图对所有实数（特别是无理数） x定义 嘲x，使其适合已经确定了的 嘲r，就必

须研究函数 f 嘺 Q→ R，f嘨r嘩 嘽 嘲r 的性质，也就是它的连续性。

有鉴于此，在本章中函数的定义域可以是任何实数子集，而不必是区间，

这是要特别提醒读者注意的。

定义 2.1.1. 称函数 f 嘺 I → R在 a ∈ I 处连续，如果对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰

使得对任意 x ∈ I，只要 |x− a| < δ，就成立 |f嘨x嘩− f嘨a嘩| < ε。即

∀ε > 嘰,∃δ > 嘰,∀x ∈ I
(
|x− a| < δ ⇒ |f嘨x嘩− f嘨a嘩| < ε

)
.

换句话说，凡· I 中 δ嘭接近于 a的 x，其函数值 f嘨x嘩都· ε嘭接近于 f嘨a嘩。

称 f 嘺 I → R是连续函数，如果 f 在每个 a ∈ I 处连续。

上述定义中，|f嘨x嘩−f嘨a嘩|和 |x−a|是距离，也可以理解为误差。ε和 δ出现

在不等式较大的一侧，是很小的正数，用来控制距离和误差。|f嘨x嘩− f嘨a嘩| < ε

嘱嘹
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是目的，所以 ε可以任意变小。|x− a| < δ是为了实现这个目的而采取的手段，

δ会随 ε的改变而做出适当调整，因此通常把 δ写成 δε 的形式，来体现 δε 依赖

于 ε。可以任意变小的 ε和与之相应变小的 δε 体现了上述定义本质上是一个动

态过程。

本书中我们有时也讨论变量取值为复数的函数，易见上述定义也适用于自

变量或函数值为复数的函数。

例 2.1.2. 任何常值函数都是连续函数。

例 2.1.3. x2是连续函数。

证明. 对任意 a ∈ R，任意给定 ε > 嘰，对任意 x，记 h 嘽 x− a，则

|x2 − a2| 嘽 |嘨a嘫 h嘩2 − a2| 嘽 |嘲ah嘫 h2|

≤ 嘨嘲|a|嘫 |h|嘩 |h|

≤ 嘨嘲|a|嘫 嘱嘩 |h| 嘨若 |h| < 嘱嘩

< ε, 嘨若 |h| < ε

嘱 嘫 嘲|a|
嘩

因此当 |x− a| < ε
1+2|a|+ε 时，|x

2 − a2| < ε，x2 在 a处连续，x2 是连续函数。

例 2.1.4.
√
x是区间 噛嘰,嘫∞嘩上的连续函数。

证明. 任意给定 a ≥ 嘰，任意给定 ε > 嘰，则对满足 |x− a| < ε2的任意非负实数

x，都有

|
√
x−
√
a|2 嘽 |

√
x−
√
a||
√
x−
√
a| ≤ |

√
x−
√
a||
√
x嘫
√
a| 嘽 |x− a| < ε2.

所以 |
√
x−
√
a| < ε，从而

√
x在 a处连续。从而

√
x是连续函数。
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注 2.1.5. 嘨嘱嘩 按定义，验证连续就是验证以下逻辑命题

∀ε > 嘰

[
∃δ > 嘰

(
∀x ∈ I

(
|x− a| < δ ⇒ |f嘨x嘩− f嘨a嘩| < ε

))]
.

注意最后这个蕴涵关系只是充分条件，不是充分必要条件，所以验证连续性并

不是求解不等式 |f嘨x嘩 − f嘨a嘩| < ε，而只是找到一个使这个不等式成立的形如

|x− a| < δ的充分条件。

嘨嘲嘩 上述两个例子表现出来的连续性质有所不同。

对函数
√
x而言，

δ嘨ε嘩 嘽 ε2

只与 ε有关，可以适用于所有 a ∈ 噛嘰,嘫∞嘩。

对函数 x2而言，

δ嘨ε, a嘩 嘽
ε

嘱 嘫 ε嘫 嘲|a|
不仅与 ε有关，也与 a有关。对任何 ε, δ > 嘰，当 n > ε

2 嘫 1
δ 时，对于 a 嘽 n2，

|n2 嘫 1
n − n

2| 嘽 1
n < δ，但是∣∣∣∣∣
(
n2 嘫

嘱

n

)2

− 嘨n2嘩2

∣∣∣∣∣ 嘽
∣∣∣∣嘲n嘫

嘱

n2

∣∣∣∣ > 嘲n > ε.

稍后我们会更细致地研究这两种不同的连续性质。

例 2.1.6. 1
x 是 R\{嘰}上的连续函数。

证明. 对任意 a 6嘽 嘰，只要 |x− a| < δ，就有

|x| ≥ |a| − |x− a| > |a| − δ,

当 δ < |a|时，|x| > 嘰，从而 x 6嘽 嘰，且∣∣∣∣ 嘱x − 嘱

a

∣∣∣∣ 嘽 |x− a||a||x|
<

δ

|a|嘨|a| − δ嘩
.

对任意 ε > 嘰，由

嘰 <
δ

|a|嘨|a| − δ嘩
< ε

解得

嘰 < δ <
|a|2ε

嘱 嘫 |a|ε
.

所以当|x− a| < a2ε
1+|a|ε时，

∣∣ 1
x −

1
a

∣∣ < ε。从而 1
x 在任何 a ∈ R\{嘰}处连续。

以下定理确保在复合以及四则运算下可以保持函数的连续性，它使得我们

可以通过函数的代数结构把一些复杂函数的连续性归结到一些“基础构件”的

连续性，从而避免陷入繁琐的不等式论证。但是，如果我们希望对误差进行

细致的分析，不等式的讨论仍然是至关重要的，这也是我们给出详细证明的目

的。
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定理 2.1.7 嘨连续函数的复合). 设函数 f 在 a处连续，g在 b 嘽 f嘨a嘩处连续。则

f 与 g的复合函数 g ◦ f 在 a处连续，其中 嘨g ◦ f嘩嘨x嘩 嘽 g嘨f嘨x嘩嘩。

证明. 对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得对 g定义域中任意 y，只要 |y− b| < δ，就

有 |g嘨y嘩− g嘨b嘩| < ε。

对应于这个 δ，存在 σ > 嘰使得对 f 定义域中任意 x，只要 |x− a| < σ，就

有 |f嘨x嘩− f嘨a嘩| < δ。

于是

|g嘨f嘨x嘩嘩− g嘨f嘨a嘩嘩| 嘽 |g嘨f嘨x嘩嘩− g嘨b嘩| < ε.

因此 g ◦ f 在 a处连续。

利用数学归纳法，这个定理可以推广到任意有限多个函数的情形。

定理 2.1.8 嘨连续函数四则运算). 设函数 f1 和 f2 都在 a 处连续。则 f1 嘫 f2，

f1 · f2，
f1
f2
（若 f2嘨a嘩 6嘽 嘰）都在 a处连续。

证明. 嘨嘱嘩 加法和数乘的连续性。

对任意 ε > 嘰，存在正数 δ1, δ2 使得：对任意 x ∈ I，只要 |x− a| < δk ，就

有 |fk嘨x嘩− fk嘨a嘩| < ε
2 嘨 k 嘽 嘱, 嘲 嘩。因此当 |x− a| < 噭噩噮{δ1, δ2}时，

|f1嘨x嘩 嘫 f2嘨x嘩− f1嘨a嘩− f2嘨a嘩| ≤
2∑
k=1

|fk嘨x嘩− fk嘨a嘩| < ε.

因此 f1 嘫 f2在 a连续。

嘨嘲嘩 乘法的连续性。

先证明 f1嘨a嘩 嘽 f2嘨a嘩 嘽 嘰时的情形。此时，对任意 ε > 嘰，存在正数 δ 使

得：对任意 x ∈ I，只要 |x− a| < δ，就有

|fk嘨x嘩| < 噭噩噮{ε, 嘱}, k 嘽 嘱, 嘲.

于是

|f1嘨x嘩f2嘨x嘩| 嘽 |f1嘨x嘩||f2嘨x嘩| < 嘱 · ε 嘽 ε.

因此 f1 · f2在 a处连续。

再证明 f1 是常数的情形。此时，对任意 ε > 嘰，存在正数 δ 使得：对任意

x ∈ I，只要 |x− a| < δ，就有

|f2嘨x嘩| <
ε

|f1嘨a嘩|嘫 嘱
.

于是

|f1嘨x嘩f2嘨x嘩− f1嘨a嘩f2嘨a嘩| 嘽 |f1嘨a嘩||f2嘨x嘩− f2嘨a嘩| ≤ |f1嘨a嘩|
ε

|f1嘨a嘩|嘫 嘱
< ε.

因此 f1 · f2 在 a处连续。
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对一般情形，

f1嘨x嘩f2嘨x嘩 嘽 嘨f1嘨x嘩− f1嘨a嘩嘩嘨f2嘨x嘩− f2嘨a嘩嘩嘫 f2嘨a嘩嘨f1嘨x嘩− f1嘨a嘩嘩嘫 f1嘨a嘩f2嘨x嘩,

由加法的连续性以及上述两个特殊情形下的连续性知，上式右端是连续函数。

因此 f1 · f2在 a连续。

乘法的连续性也可以利用如下等式

f嘨x嘩g嘨x嘩 嘽

(
f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩

嘲

)2

−
(
f嘨x嘩− g嘨x嘩

嘲

)2

以及加法的连续性、x2 的连续性、复合函数的连续性以及数乘运算的连续性得

到。

嘨嘳嘩 除法的连续性。

由 1
x 的连续性和复合函数的连续性定理知

1
f2
在 a 处连续。再由乘法的连

续性结论知 f1
f2
在 a处连续。

推论 2.1.9. 代数函数(多项式，有理函数——多项式的商)都是连续函数。

注 2.1.10. 本节中我们使用了很多不等式论证。这种不等式论证方法是误差估

计的基本方法，在实验科学和工程技术中会经常遇到。

习题2.1

嘱嘮 如何仅用十进制有限小数加减乘运算得到
√
嘲的给定精度的近似值？

嘲嘮 证明以下函数的连续性

嘨嘱嘩 f嘨x嘩 嘽 |x|；
嘨嘲嘩 g嘨x嘩 嘽 噭噡噸{f1嘨x嘩, . . . , fn嘨x嘩} 嘨其中 f1, . . . , fn 都是 I 上的连续函数嘩

嘳嘮 乘方和开方的连续性。用定义证明对任何正整数 n，xn 和 x
1
n 都是区间

嘨嘰,嘫∞嘩上的连续函数。分别对 f嘨x嘩 嘽 xn 和 f嘨x嘩 嘽 x
1
n 判断是否对任意

ε > 嘰都存在与 x0 > 嘰无关的正数 δ 使得只要正数 x满足 |x− x0| < δ 就

有 |f嘨x嘩− f嘨x0嘩| < ε。

嘴嘮 对数函数的连续性。证明：对 a > 嘱，对数函数 噬噯噧a 嘺 R+ → R（定义见
习题嘱嘮嘴）是连续函数。

嘵嘮 以下论证希望表明任何严格增函数都是连续函数。

证明. 设 f 嘺 嘨a, b嘩→ 嘨c, d嘩是一个严格增函数。任取 x0 ∈ 嘨a, b嘩。

对任意 ε > 嘰，取 x±使得 f嘨x±嘩 嘽 f嘨x0嘩±ε以及 δ 嘽 噭噩噮{x+−
x0, x0 − x−}。则 x− < x0 < x+，δ > 嘰，且对任意 x ∈ 嘨x0 −
δ, x0 嘫 δ嘩，

f嘨x0嘩− ε 嘽 f嘨x−嘩 < f嘨x嘩 < f嘨x+嘩 嘽 f嘨x0嘩 嘫 ε.
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因此 f 在 x0处连续。

请问上述结论对吗？这个证明对吗？如果你发现这个证明有问题，你能够

把它修改成一个正确的证明吗？

嘶嘮 以下论证希望表明 x2是连续函数。

对于 a ∈ R，任取正数 ε 嘨 嘰 < ε < a2 嘩，当

|x− a| < 噭噩噮
{√

a2 嘫 ε− a, a−
√
a2 − ε

}
时， √

a2 − ε− a < x− a <
√
a2 嘫 ε− a,

从而 √
a2 − ε < x <

√
a2 嘫 ε,

因此

a2 − ε < x2 < a2 嘫 ε,

于是 |x2 − a2| < ε，所以 x2在 x 嘽 a处连续。

请问：这个论证有问题吗？

嘷嘮 设 f 嘺 R→ R连续，且满足对任意 x, y ∈ R，

f嘨x嘫 y嘩 嘽 f嘨x嘩 嘫 f嘨y嘩.

证明对任意 x ∈ R，f嘨x嘩 嘽 f嘨嘱嘩x。

嘸嘮 设 f 嘺 R→ R连续，且满足对任意 x, y ∈ R，

f嘨
√
x2 嘫 y2嘩 嘽 f嘨x嘩f嘨y嘩.

证明对任意 x ∈ R，f嘨x嘩 嘽 嘨f嘨嘱嘩嘩
x2

。

嘹嘮 设 f 嘺 R→ R在任何有界闭区间上有界，且满足对任意 x, y ∈ R，

f

(
x嘫 y

嘲

)
≤ f嘨x嘩 嘫 f嘨y嘩

嘲
.

证明 f 是连续函数。

2.2 函数在一点处的极限，函数的可去间断点

极限 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩与 f 由靠近 a但不是 a的那些 x所对应的函数值所决定，它

反映了函数 f 在 a附近的性质，它可以帮助我们更好地了解函数的连续性。



嘲嘮嘲嘮 函数在一点处的极限，函数的可去间断点 嘲嘵

定义 2.2.1. 称 {x ∈ R|嘰 < |x − a| < ε} 为 a 的 ε嘭去心邻域。称 {x ∈ I|嘰 <
|x− a| < ε}为 a在 I 中的 ε-去心邻域。

定义 2.2.2. 称 a是 I 的一个孤立点，如果 a ∈ I 且 a的某个去心邻域中没有 I

的成员，即存在 δ0 > 嘰使得

x ∈ I 且 |x− a| < δ0 ⇒ x 嘽 a.

称 a ∈ R 是集合 I 的一个聚点，如果对任意 ε > 嘰，存在 x ∈ I 使得

嘰 < |x− a| < ε。即在 a的任意去心邻域中都有 I 的成员。

简言之，I 的孤立点必然是 I 的成员，但不能被 I 的其他成员逼近；I 的聚

点未必是 I 的成员，但可以被 I 的（其他）成员逼近。

例 2.2.3. 嘱嘮 区间 嘨嘰, 嘱嘩的所有聚点组成的集合为 噛嘰, 嘱噝。

嘲嘮 嘰是集合
{

1
n

∣∣n ∈ N∗
}
的唯一聚点。

嘳嘮 任何实数都是 Q的聚点。

嘴嘮 Z没有聚点。

嘵嘮 对非空集合 I ，I 中的每个数要么是 I 的孤立点，要么是 I 的聚点。

由定义知，如果 a是 I 的一个孤立点，则 f 嘺 I → R在 a处连续。这是连

续性的一种平凡情形。

连续性的非平凡情形与极限有关。函数 f 在其自变量 x 趋于 a 时的极限，

由 f 的定义域中那些足够靠近 a却不同于 a的 x所对应的函数值 f嘨x嘩决定。

定义 2.2.4. 设 a ∈ R是集合 I 的一个聚点，称当 x趋于 a时函数 f 嘺 I → R存
在极限（也称收敛），如果存在 A ∈ R使得：对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得对

任意 x ∈ I，只要 嘰 < |x− a| < δ，就成立 |f嘨x嘩−A| < ε。此时称 A为当 x趋

于 a时 f 嘺 I → R的一个极限，记为 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A。即

噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A 嘺 ∀ε > 嘰,∃δ > 嘰,∀x ∈ I
(
嘰 < |x− a| < δ ⇒ |f嘨x嘩−A| < ε

)
.

注意在上述定义中出现的“任意”、“存在”是不能随意交换先后顺序的。



嘲嘶 噃噈噁噐噔噅噒 嘲嘮 连续与极限

定理 2.2.5. 若当 x趋于 a时函数 f 嘺 I → R存在极限，则极限唯一。

证明. 嘨反证法嘩 设 A,B 都是当 x 趋于 a 时 f 的极限。假设 A 6嘽 B。则存在

δ > 嘰使得对任意 x ∈ I，只要 嘰 < |x− a| < δ，就成立 |f嘨x嘩−A| < |A−B|
4 ，

|f嘨x嘩−B| < |A−B|
4 。于是

|A−B| ≤ |f嘨x嘩−A|嘫 |f嘨x嘩−B| < |A−B|
嘲

,

矛盾。所以 A 嘽 B。

嘨噡嘩 嘨噢嘩

图 嘲嘮嘱嘺

下面这个例子表明，极限 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩与 f 是否在 a有定义或 f嘨a嘩的值无关。

例 2.2.6. 证明： 噬噩噭
x→0

xg嘨x嘩 嘽 嘰，其中函数 g 嘺 R\{嘰} → R是一个奇函数，并
且满足：对任意正整数 n，在区间 噛 1

n+1 ,
1
n 噝上 y 嘽 g嘨x嘩是连接点 嘨 1

n , 嘨−嘱嘩
n嘩到

点 嘨 1
n+1 , 嘨−嘱嘩

n+1嘩的直线段，在区间 噛n, n嘫 嘱噝上 y 嘽 g嘨x嘩是连接点 嘨n, 嘨−嘱嘩n嘩
到点 嘨n嘫 嘱, 嘨−嘱嘩n+1嘩的直线段。

证明. xg嘨x嘩的定义域为 I 嘽 嘨−∞, 嘰嘩
⋃
嘨嘰,嘫∞嘩，嘰是 I 的聚点。对任意 ε > 嘰，

取 δ 嘽 ε，则 嘰 < |x− 嘰| < ε时

|xg嘨x嘩− 嘰| 嘽 |x| |g嘨x嘩| ≤ |x| < ε,

所以 噬噩噭
x→0

xg嘨x嘩 嘽 嘰。见图嘲嘮嘱嘨噡嘩。

例 2.2.7. 对 噒噩噥噭噡噮噮函数（见图嘲嘮嘱嘨噢嘩）

R嘨x嘩 嘽

 1
p , 若 x 嘽 q

p 是既约分数嘻

嘰, 若 x是无理数,

这里称 q
p 是既约分数是指，p ∈ N∗, q ∈ Z，p, q的最大的正整数公因子为 嘱。证

明对任意 a ∈ R， 噬噩噭
x→a

R嘨x嘩 嘽 嘰。
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证明. 对任意 ε > 嘰，取正整数 N > 1
ε。

对分母不大于 N 的任意两个不同的分数 q1
p1
, q2p2，∣∣∣∣ q1

p1
− q2

p2

∣∣∣∣ ≥ 嘱

p1p2
≥ 嘱

N2
.

因为区间 嘨a− 1
3N2 , a嘫

1
3N2 嘩长度小于

1
N2，所以其中分母不超过 N 的既约分数

最多只有一个，所以存在 δε > 嘰使得当 嘰 < |x− a| < δε 时，x要么是一个无理

数，要么是一个分母大于 N 的既约分数，无论哪种情况都有

嘰 ≤ R嘨x嘩 < 嘱

N
< ε.

所以 噬噩噭
x→a

R嘨x嘩 嘽 嘰。

下述定理说明了极限与连续性之间的关系。

定理 2.2.8. 设 a是 I 的聚点。则

1. 若在 a的一个去心邻域中f嘨x嘩 嘽 g嘨x嘩， 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A，则 噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽 A。

2. 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A的充分必要条件是

噾f嘨x嘩 嘽

f嘨x嘩, x ∈ I\{a},

A, x 嘽 a

在 a ∈ I 处连续。

3. f 在 a处连续当且仅当 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩。

例 2.2.9. 噬噩噭
x→1

x2 − 嘳x嘫 嘲

x2 − x
嘽 −嘱。

证明. 对任何实数 x，只要 嘰 < |x− 嘱| < 嘱，就有 x 6嘽 嘰且 x 6嘽 嘱，

x2 − 嘳x嘫 嘲

x2 − x
嘽

嘨x− 嘱嘩嘨x− 嘲嘩

x嘨x− 嘱嘩
嘽
x− 嘲

x
,

等式最右端在 x 嘽 嘱处连续，故 噬噩噭
x→1

x2−3x+2
x2−x 嘽 噬噩噭

x→1

x−2
x 嘽 1−2

1 嘽 −嘱。见图嘲嘮嘲。

例 2.2.10. 设 a > 嘰，求 噬噩噭
x→a

√
x−
√
a

x− a
。

解： 对任何正数 x 6嘽 a，
√
x−
√
a

x−a 嘽 1√
x+
√
a
。等式右端在 x 嘽 a处连续，所以

噬噩噭
x→a

√
x−
√
a

x− a
嘽 噬噩噭
x→a

嘱√
x嘫
√
a
嘽

嘱

嘲
√
a
.

利用连续函数的四则运算和复合性质，我们得到如下结论，它们把复杂情

况分解为一些较简单的情形。
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图 嘲嘮嘲嘺

定理 2.2.11 嘨复合函数的极限). 设 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 b，g在点 b处连续。则

噬噩噭
x→a

g嘨f嘨x嘩嘩 嘽 g嘨b嘩。

注 2.2.12. 嘨嘱嘩 复合函数极限定理就是在极限计算中可以采取适当的换元。

嘨嘲嘩 上述定理能否把 g 的连续性条件改为 噬噩噭
y→b

g嘨y嘩 嘽 B，并把结论改为

噬噩噭
x→a

g嘨f嘨x嘩嘩 嘽 B？为什么？

定理 2.2.13. 设 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A， 噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽 B。则

1. 噬噩噭
x→a

噛f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩噝存在，且 噬噩噭
x→a

噛f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩噝 嘽 A嘫B。

2. 噬噩噭
x→a

噛f嘨x嘩 · g嘨x嘩噝存在，且 噬噩噭
x→a

噛f嘨x嘩 · g嘨x嘩噝 嘽 A ·B。

3. 若 B 6嘽 嘰，则 噬噩噭
x→a

f(x)
g(x) 存在，且 噬噩噭

x→a
f(x)
g(x) 嘽 A

B。

利用函数之间的大小关系，我们也可以通过适当放缩，把把复杂函数极限

的计算转化为简单函数的极限。

定理 2.2.14 嘨夹挤定理). 设 a是 I 的聚点。若在 a的一个去心邻域中总有

l嘨x嘩 ≤ f嘨x嘩 ≤ u嘨x嘩,

且 噬噩噭
x→a

l嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a

u嘨x嘩 嘽 A。则 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩存在且 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A。

证明. 设 δ0 > 嘰满足对任意 x ∈ I 且 嘰 < |x− a| < δ0，都有

l嘨x嘩 ≤ f嘨x嘩 ≤ u嘨x嘩.

对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰 使得对任意 x ∈ I，只要 嘰 < |x− a| < δ，就成立

|l嘨x嘩−A| < ε嘬|u嘨x嘩−A| < ε。则当 x ∈ I 且 嘰 < |x− a| < 噭噩噮{δ, δ0}时，

−ε < l嘨x嘩−A ≤ f嘨x嘩−A ≤ u嘨x嘩−A < ε,
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于是 |f嘨x嘩−A| < ε，因此 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A。

在下面这个例子中，我们将得到三角函数的一些重要极限，利用它们我们

可以得到三角函数的连续性和可微性。

例 2.2.15. 三角函数的连续性和重要极限

噬噩噭
x→0

噳噩噮x 嘽 嘰, 噬噩噭
x→0

噣噯噳x 嘽 嘱, 噬噩噭
x→0

噳噩噮x

x
嘽 噬噩噭
x→0

噴噡噮x

x
嘽 噬噩噭
x→0

嘱− 噣噯噳x

x2/嘲
嘽 嘱.

解： 按三角函数的几何定义，在平面直角坐标系中，点 嘨嘱, 嘰嘩沿半径长为 嘱的

图 嘲嘮嘳嘺

圆周逆时针方向移动长度 x（当 x < 嘰时，顺时针移动长度 |x|）时，处于坐
标为 嘨噣噯噳x, 噳噩噮x嘩的点处。半径长为 嘱的圆周周长为 嘲π。

当 嘰 < x < π
2 时，由图嘲嘮嘳中等腰三角形、扇形、直角三角形所确定的三个

区域的包含关系，以及相应面积的大小顺序，得到

嘰 <
噳噩噮x

嘲
<
x

嘲
<

噴噡噮x

嘲
.

再由上述函数的奇偶性知，当 嘰 < |x| < π

嘲
时，

嘰 < |噳噩噮x| < |x| < |噴噡噮x| ,

而 噬噩噭
x→0

x 嘽 嘰，由夹挤定理， 噬噩噭
x→0

噳噩噮x 嘽 嘰。由 噣噯噳x 嘽
√
嘱− 噳噩噮2x以及极限的

四则运算和复合函数极限性质，

噬噩噭
x→0

噣噯噳x 嘽 噬噩噭
x→0

√
嘱− 噳噩噮2x 嘽

√
嘱−

(
噬噩噭
x→0

噳噩噮x
)2

嘽 嘱.
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由

嘰 <
噳噩噮x

x
< 嘱 <

噴噡噮x

x

得

噣噯噳x <
噳噩噮x

x
< 嘱,

再由夹挤定理得 噬噩噭
x→0

sin x
x 嘽 嘱。由极限的四则运算性质以及复合函数极限性质

得

噬噩噭
x→0

噴噡噮x

x
嘽

噬噩噭
x→0

sin x
x

噬噩噭
x→0

噣噯噳x
嘽 嘱.

噬噩噭
x→0

嘱− 噣噯噳x

x2
嘽 噬噩噭
x→0

嘲噳噩噮2 x
2

嘴
(
x
2

)2 嘽
嘱

嘲

(
噬噩噭
x→0

噳噩噮 x
2

x
2

)2

嘽
嘱

嘲
.

利用实数集的序结构，我们可以得到极限与序的关系。

定理 2.2.16 嘨保序性和有界性). 设 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A， 噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽 B。则

1. 若 A < B。则在 a的某个去心邻域中总成立 f嘨x嘩 < g嘨x嘩。

2. f 在 a的某个去心邻域中有界。

3. 若在 a的某个去心邻域中总成立 f嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩，则 A ≤ B。

证明. 嘨嘱嘩 若 A < B，则存在 δ0 > 嘰使得对任意 x ∈ I 且 嘰 < |x− a| < δ0，

|f嘨x嘩−A| < B −A
嘲

, |g嘨x嘩−B| < B −A
嘲

,

所以

f嘨x嘩 ≤ |f嘨x嘩−A|嘫A <
A嘫B

嘲
< B − |g嘨x嘩−B| < g嘨x嘩.

嘨嘲嘩 A − 嘱 < 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 < A 嘫 嘱，所以由嘨嘱嘩，存在 δ0 > 嘰使得对任意 x ∈ I 且
嘰 < |x− a| < δ0， A− 嘱 < f嘨x嘩 < A嘫 嘱。

嘨嘳嘩 由嘨嘱嘩和反证法知结论成立。

例 2.2.17. 噬噩噭
x→0

1
x 噳噩噮

1
x 不存在。

证明. 记 f嘨x嘩 嘽 1
x 噳噩噮

1
x。对任意M > 嘰和任意 δ > 嘰，由阿基米德性质，存在

正整数 n使得 嘲nπ 嘫 π
2 > M 嘫 1

δ。取 xn 嘽
(
嘲nπ 嘫 π

2

)−1
，所以 嘰 < xn < δ，

f嘨xn嘩 嘽 嘲nπ 嘫 π
2 > M。所以 f 在 x 嘽 嘰的任意近旁无界。所以 噬噩噭

x→0
f嘨x嘩不存

在。

函数在聚点附近有界是存在极限的必要条件，但不是充分条件。

例 2.2.18. 噬噩噭
x→0

噳噩噮 1
x 不存在。
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证明. 假设 A 嘽 噬噩噭
x→0

噳噩噮 1
x 存在。则存在 n ∈ N∗ 使得当 嘰 < |x| < 1

n 时，噳噩噮 1
x ∈

嘨A− 1
4 , A嘫 1

4 嘩。令

xn 嘽
嘲

嘴nπ 嘫 π
, yn 嘽

嘱

嘲nπ
.

则 嘰 < xn < yn <
1
n。所以

嘱 嘽

∣∣∣∣噳噩噮 嘱

xn
− 噳噩噮

嘱

yn

∣∣∣∣ < (A嘫
嘱

嘴

)
−
(
A− 嘱

嘴

)
嘽

嘱

嘲
,

矛盾。因此 噬噩噭
x→0

噳噩噮 1
x 不存在。

习题2.2

嘱嘮 为观察极限 噬噩噭
x→1

x2−3x+2
x2−x ，请用噅噸噣噥噬做数值计算，观察并思考其中出现的

问题。

嘲嘮 （有理分式与根式，换元及四则运算）求极限

嘨嘱嘩 噬噩噭
x→2

x2−3x+2
x3+x2−6x 嘨提示令 h 嘽 x− 嘲嘩；

嘨嘲嘩 噬噩噭
x→a

xn−an
x−a 嘨 n是正整数，提示令 h 嘽 x− a嘩；

嘨嘳嘩 噬噩噭
x→a

xm/n−am/n
x−a 嘨m,n是正整数，提示令 y 嘽 n

√
x 嘩；

嘨嘴嘩 噬噩噭
x→0

√
1+x− 3

√
1−x

x ；

嘨嘵嘩 噬噩噭
x→4

√
1+2x−3√
x−2

。

嘳嘮 （三角函数，换元及四则运算）求极限

嘨嘱嘩 噬噩噭
x→a

噳噩噮x， 噬噩噭
x→a

噣噯噳x 嘨提示令 h 嘽 x− a嘩；
嘨嘲嘩 噬噩噭

x→a
sin x−sin a

x−a 嘨提示令 h 嘽 x− a嘩；
嘨嘳嘩 噬噩噭

x→0
x 噣噯噴x；

嘨嘴嘩 噬噩噭
x→0

√
cos x− 3

√
cos x

sin x2 ；

嘨嘵嘩 噬噩噭
x→0

1−cos x
√

cos 2x 3√cos 3x
x2 ；

嘨嘶嘩 噬噩噭
x→π

3

tan3 x−3 tan x

cos嘨x+π
6 嘩

嘨提示令 h 嘽 x− π
3 嘩。

嘴嘮 求极限

嘨嘱嘩 噬噩噭
x→0

x
[

1
x

]
嘨 噛t噝表示不大于 t的最大整数嘩；

嘨嘲嘩 噬噩噭
x→0

x 噣噯噳 1
x。

嘵嘮 设 f 嘺 R→ R是连续函数，c > 嘰。证明

g 嘺 R→ R, g嘨x嘩 嘽


c, f嘨x嘩 > c嘻

f嘨x嘩, |f嘨x嘩| ≤ c嘻

−c, f嘨x嘩 < −c

是连续函数。
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嘶嘮 三角函数的基本性质及其推论 正弦和余弦 噳噩噮, 噣噯噳是两个定义在整个 R上
的函数，满足：存在正数 π使得

嘨噡嘩 噣噯噳 嘰 嘽 噳噩噮 π
2 嘽 嘱，噣噯噳π 嘽 −嘱；

嘨噢嘩 对任意实数 x, y，

噣噯噳嘨x− y嘩 嘽 噣噯噳x 噣噯噳 y 嘫 噳噩噮x 噳噩噮 y嘻

嘨噣嘩 对任意 嘰 < x < π
2，

嘰 < 噣噯噳x <
噳噩噮x

x
<

嘱

噣噯噳x
.

利用性质嘨噡嘩和嘨噢嘩证明：

嘨嘱嘩 对任意实数 x，噣噯噳2 x嘫 噳噩噮2 x 嘽 嘱；

嘨嘲嘩 噳噩噮 嘰 嘽 噳噩噮π 嘽 噣噯噳 π2 嘽 嘰；

嘨嘳嘩 对任意实数 x，

噣噯噳嘨−x嘩 嘽 噣噯噳x, 噣噯噳
(π
嘲
− x
)
嘽 噳噩噮x, 噣噯噳嘨π − x嘩 嘽 − 噣噯噳x嘻

嘨嘴嘩 对任意实数 x，

噳噩噮嘨−x嘩 嘽 − 噳噩噮x,

噳噩噮
(π
嘲
嘫 x
)
嘽 噣噯噳x, 噣噯噳

(π
嘲
嘫 x
)

嘽 − 噳噩噮x,

噳噩噮 嘨π 嘫 x嘩 嘽 − 噳噩噮x, 噣噯噳 嘨π 嘫 x嘩 嘽 − 噣噯噳x,

噳噩噮 嘨嘲π 嘫 x嘩 嘽 噳噩噮x, 噣噯噳 嘨嘲π 嘫 x嘩 嘽 噣噯噳x嘻

嘨嘵嘩 对任意实数 x, y，

噣噯噳嘨x嘫 y嘩 嘽 噣噯噳x 噣噯噳 y − 噳噩噮x 噳噩噮 y,

噳噩噮嘨x嘫 y嘩 嘽 噳噩噮x 噣噯噳 y 嘫 噣噯噳x 噳噩噮 y嘻

并且

噳噩噮x− 噳噩噮 y 嘽 嘲 噳噩噮
x− y
嘲

噣噯噳
x嘫 y

嘲
,

噣噯噳x− 噣噯噳 y 嘽 −嘲 噳噩噮 x− y
嘲

噳噩噮
x嘫 y

嘲
嘻

嘨嘶嘩 对任意实数 x，

噳噩噮 嘲x 嘽 嘲 噳噩噮x 噣噯噳x,

噣噯噳 嘲x 嘽 噣噯噳2 x− 噳噩噮2 x

嘽 嘲 噣噯噳2 x− 嘱 嘽 嘱− 嘲 噳噩噮2 x嘻
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利用嘨噣嘩和嘨嘶嘩证明

嘨嘷嘩 对任意实数 嘰 < x < π
2，

噣噯噳x <
噳噩噮x

x
< 嘱嘻

利用嘨嘵嘩和嘨嘷嘩证明

嘨嘸嘩 噳噩噮, 噣噯噳是连续函数，并且 噬噩噭
x→0

sin x
x 嘽 嘱。

嘨嘹嘩 证明 噣噯噳在区间 噛嘰, π噝上是减函数， 噳噩噮在区间 噛−π2 ,
π
2 噝上是增函数。

2.3 单侧极限与间断，单调性与极限

因为实数集具有序结构，所以对于一元函数，其自变量与函数值的大小变

化都只有两种可能（从小变大或从大变小），自变量与函数值之间大小关系的协

调性体现为函数的单调性。这使得一元函数尤其是单调函数在连续性和极限行

为方面有一些独特的性质。在这一节中，我们讨论函数的单侧极限与单侧连续

性，特别对单调函数的连续性做深入讨论，最终给出指数函数、对数函数和幂

函数的严格定义及连续性的证明。

定义 2.3.1 嘨函数的单侧极限与单侧连续性). 设函数 f 嘺 I → R在 a ∈ R左侧
任意近旁有定义，即对任意 δ > 嘰， I ∩ 嘨a − δ, a嘩 6嘽 ∅。称 A ∈ R 为 f 在 a

左侧的极限（记为 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 A），如果对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得只要

x ∈ I ∩ 嘨a− δ, a嘩，就有 |f嘨x嘩−A| < ε。

称 f 在 a ∈ R左连续，如果 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩。

类似定义 f 在 a 右侧的极限（记为 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩 嘽 A）以及 f 在 a ∈ R右连

续。

左右极限也可以分别记为 f嘨a−嘩和 f嘨a嘫嘩。

易见对单侧极限，上述（双侧）极限所有的性质（唯一性、四则运算、复

合函数、夹挤定理、保序性和有界性）都成立，读者可以自己陈述相应的结论

并给出证明。

定理 2.3.2. 设 f 在 a左右两侧任意近旁有定义。则

1. 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 存在当且仅当单侧极限 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 和 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩 都存在且相等。

此时 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩。

2. f 在 a处连续当且仅当 f 在 a处既右连续又左连续。
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定义 2.3.3 嘨函数的间断点). 设 a ∈ R是 I 的聚点。称 a ∈ R是函数 f 嘺 I → R
的一个间断点，若 f 在 a处无定义或不连续。

进一步，若极限 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩存在，但 f 在 a处无定义或者 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 6嘽 f嘨a嘩，

则称 a ∈ R是函数 f 的一个可去间断点。

若单侧极限 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩和 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩都存在但不相等，则称 a ∈ R是函数 f

的一个跳跃间断点。

可去间断点和跳跃间断点统称为第一类间断点。

第一类间断点以外的间断点称为第二类间断点。

注 2.3.4. 嘨嘱嘩 f 在它的可去间断点 a处不连续，是由于 f 在 a处未定义或 f嘨a嘩

的值不恰当所致，只要把 f 在 a的值改为 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩，即可让函数在 a处变为连

续。

嘨嘲嘩 如果 a是 f 的跳跃间断点，则可以把 f 在 a的值改为某一侧的单侧极

限值，从而使函数在那一侧是连续的，但无论如何不可能让函数在 x0处连续。

嘨嘳嘩如果 a是 f 的第二类间断点，则在 a处某一侧，无论怎样修改 f 在 a的

值都无法使函数 f 在这一侧连续。

例 2.3.5. 嘨嘱嘩 x 嘽 嘱是 x2−3x+2
x2−x 的可去间断点。

嘨嘲嘩 x 嘽 嘰是函数 h嘨x嘩 嘽

嘱, x > 嘰嘻

嘰, x ≤ 嘰
的跳跃间断点。

嘨嘳嘩 x 嘽 嘰是函数 1
x 和 噳噩噮 1

x 的第二类间断点。

细心的读者可能会注意到，到目前为止出现的所有涉及极限的结论，都是

在某些极限存在的前提下得到的。下面这个结论与众不同，它给出了极限存在

的一个充分条件，它是实数连续性的一个重要体现。

定理 2.3.6 嘨单调有界⇒单侧极限存在). 1. 设 f 在 a左侧任意近旁有定义，

且存在 δ0 > 嘰使得 f 在 I
⋂
嘨a− δ0, a嘩上单调不减且有上界（或单调不增

且有下界），则 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩存在。

2. 设 f 在 a右侧任意近旁有定义，且存在 δ0 > 嘰使得 f 在 I
⋂
嘨a, a嘫 δ0嘩上

单调不减且有下界（或单调不增且有上界），则 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩存在。
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3. 设 f 嘺 I → R是单调函数。若 f 在 a左右两侧任意近旁有定义，则单侧极

限 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩和 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩都存在，并且或者 f 在 a处连续，或者 a是 f

的跳跃间断点，或者 a是 f 的可去间断点且 f 在 a无定义。

证明. 嘨嘱嘩 由确界公理，上确界 A 嘽 噳噵噰
x∈I

⋂
(a−δ0,a)

f嘨x嘩存在。对任意 ε > 嘰，因

为 A − ε不是 {f嘨x嘩|x ∈ I
⋂
嘨a− δ0, a嘩}的上界，所以存在 x1 ∈ I

⋂
嘨a − δ0, a嘩

使得 f嘨x1嘩 > A−ε。由 f 的单调性知，对任意 x ∈ I
⋂
嘨x1, a嘩，A−ε < f嘨x1嘩 ≤

f嘨x嘩 ≤ A。所以 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 A。

嘨嘲嘩 与 嘨嘱嘩 类似，留作练习。

嘨嘳嘩 不妨设 f 单调不减。任取 x1 < a < x2 使得 f嘨x1嘩, f嘨x2嘩 都有定义。则对

任意 x ∈ I
⋂
嘨x1, a嘩 和任意 y ∈ I

⋂
嘨a, x2嘩，f嘨x1嘩 ≤ f嘨x嘩 ≤ f嘨y嘩 ≤ f嘨x2嘩。

于是由嘨嘱嘩和嘨嘲嘩， 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 和 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩 都存在。且由保序性知 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 ≤
噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩。

如果 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 < 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩，则 a是 f 的跳跃间断点。

如果 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩且 f 在 a无定义，则 a是 f 的可去间断点。

如果 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩且 f 在 a有定义，则对任意 x ∈ I
⋂
嘨x1, a嘩和

任意 y ∈ I
⋂
嘨a, x2嘩，

f嘨x1嘩 ≤ f嘨x嘩 ≤ f嘨a嘩 ≤ f嘨y嘩 ≤ f嘨x2嘩,

所以 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 ≤ f嘨a嘩 ≤ 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩。若 噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩，则

噬噩噭
x→a−

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩 嘽 噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩.

从而 f 在 a处连续。

从 噳噩噮 1
x 在 x→ 嘰+ 和 1

x 在 x→ 嘰+ 的情况我们知道，仅靠有界性或仅靠单

调性都不足以保证极限存在。

定义 2.3.7. 如果函数 f 嘺 A → B 是一一对应，则对任意 y ∈ B，存在唯一的
x ∈ A使得 f嘨x嘩 嘽 y，此时记 x 嘽 f−1嘨y嘩，称 f−1 嘺 B → A为 f 嘺 A→ B 的反

函数。

定理 2.3.8 嘨单调函数的连续性、反函数的连续性). 设 I ⊂ R是区间，f 嘺 I → R
是单调函数。则

1. f 连续当且仅当 f嘨I嘩是区间。

2. 若 f 是严格单调的连续函数，则 f−1 嘺 f嘨I嘩→ I 连续。
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证明. 不妨设 f 单调不减。

嘨嘱嘩 f 连续⇒ f嘨I嘩是区间：

对任意 f嘨x1嘩, f嘨x2嘩 ∈ f嘨I嘩 嘨 x1, x2 ∈ I 嘩以及任意 y ∈
(
f嘨x1嘩, f嘨x2嘩

)
，令

A 嘺嘽 {x ∈ I|f嘨x嘩 < y}。则 x1 ∈ A，x2 是 A的上界。从而 A有上确界 x0。于

是 x1 ≤ y ≤ x2，因为 I 是区间，所以 x0 ∈ I。
对任意 x ∈ I ∩ 嘨−∞, x0嘩 和任意 z ∈ I ∩ 嘨x0,嘫∞嘩，存在 x3 ∈ A 使得

x < x3 < x0，同时，z /∈ A。于是

f嘨x嘩 ≤ f嘨x3嘩 < y ≤ f嘨z嘩, f嘨x嘩 ≤ f嘨x3嘩 ≤ f嘨x0嘩 ≤ f嘨z嘩,

从而 噬噩噭
x→x−0

f嘨x嘩 ≤ 噭噩噮{y, f嘨x0嘩}并且 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩 ≥ 噭噡噸{y, f嘨x0嘩}。

因为 f在 x0处连续，所以 噬噩噭
x→x−0

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩。于是 噭噡噸{y, f嘨x0嘩} ≤

噭噩噮{y, f嘨x0嘩}，所以 y 嘽 f嘨x0嘩 ∈ f嘨I嘩。因此 f嘨I嘩是区间。

f嘨I嘩是区间⇒ f 连续：

假设 f 在 x0 ∈ I 处不连续。则要么 f嘨x0嘩 < 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩，要么 f嘨x0嘩 >

噬噩噭
x→x−0

f嘨x嘩。

若 f嘨x0嘩 < 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩 嘽嘺 α，则对任意 x1, x2 ∈ I, x1 ≤ x0 < x2，成立不

等式 f嘨x1嘩 ≤ f嘨x0嘩 < α ≤ f嘨x2嘩。从而
f(x0)+α

2 /∈ f嘨I嘩，但这与 f嘨I嘩是区间矛

盾。

类似可证 f嘨x0嘩 > 噬噩噭
x→x−0

f嘨x嘩也与 f嘨I嘩是区间矛盾。

所以 噬噩噭
x→x−0

f嘨x嘩 嘽 f嘨x0嘩 嘽 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩（当 x0 是区间 I 的端点时，这里有

一个单侧极限不能定义），从而 f 在 x0处连续。

嘨嘲嘩 若 f 严格单调且连续，则 f嘨I嘩是区间且 f−1 嘺 f嘨I嘩 → I 严格单调。又

f−1嘨f嘨I嘩嘩 嘽 I 是区间，所以根据嘨嘱嘩，f−1连续。

例 2.3.9 嘨乘方与开方的连续性). 对任何正整数 n，我们已知 xn是区间 嘨嘰,嘫∞嘩

到 嘨嘰,嘫∞嘩的严格增的连续函数，因此其值域是一个区间。

对任意正数 y，取正整数m > y 嘫 1
y，则mn ≥ m > y > 1

m ≥
(

1
m

)n
，所以

y在 xn的值域中。所以 xn 的值域为 嘨嘰,嘫∞嘩。

因此 xn 的反函数 x
1
n 是区间 嘨嘰,嘫∞嘩到 嘨嘰,嘫∞嘩上的严格增的连续函数。

例 2.3.10 嘨对数函数的连续性，以及指数函数——作为对数函数的反函数——

的连续性). 对任何正数 a > 嘱，我们已知对数函数 噬噯噧a 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩 → R是严格
增的连续函数（见习题嘱嘮嘴和习题嘲嘮嘱），因此其值域是一个区间。
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对任意实数 y，取正整数 m > |y|，则 噬噯噧a嘨a
m嘩 嘽 m > y > −m 嘽

噬噯噧a嘨a
−m嘩，所以 y在 噬噯噧a的值域中。所以 噬噯噧a的值域为 R。
因此对数函数 噬噯噧a 的反函数——指数函数 ax 是 R到区间 嘨嘰,嘫∞嘩上严格

增的连续函数。

当 嘰 < a < 嘱时，对数函数 噬噯噧a 嘽 − 噬噯噧1/a 是从区间 嘨嘰,嘫∞嘩到 R上的严
格减的连续函数，其反函数 ax是 R到区间 嘨嘰,嘫∞嘩上严格减的连续函数。

例 2.3.11 嘨幂函数的连续性). 对任何正数 x和实数 µ，定义

xµ 嘽 嘲µ log2 x,

则 xµ 是区间 嘨嘰,嘫∞嘩上的连续函数。

当 µ > 嘰时， xµ 严格增，值域为 嘨嘰,嘫∞嘩。

当 µ < 嘰时， xµ 严格减，值域为 嘨嘰,嘫∞嘩。

当 µ 嘽 嘰时， x0 嘽 嘱。

下面我们不借助对数函数，直接利用从有理数指数逼近的办法定义任意实

数指数的指数函数，并证明它的连续性。

例 2.3.12 嘨指数函数的另一定义以及连续性). 设 a > 嘱，考虑 f 嘺 Q → R，
f嘨x嘩 嘽 ax。证明

嘱嘮 f 嘺 Q→ R是严格增函数；

嘲嘮 对任意 x0 ∈ R，极限 噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩都存在，记为 噞f嘨x0嘩；

嘳嘮 f 在任何 x0 ∈ Q处连续， 噞f嘨x0嘩 嘽 f嘨x0嘩；

嘴嘮 噞f 嘺 R→ R是严格增函数；

嘵嘮 噞f 嘺 R→ R是连续函数。

因此可记 ax 嘽 噬噩噭
r→x

ar。

证明. 嘨嘱嘩对任意两个有理数 r < s，存在正整数N 和整数m,n使得 r 嘽 m
N , s 嘽

n
N。从而 n−m ∈ N∗。因为 xN 严格增，

(
a

1
N

)N
嘽 a > 嘱 嘽 嘱N，所以 a

1
N > 嘱。

故
as

ar
嘽 a

n−m
N 嘽

(
a

1
N

)n−m
> 嘱.

所以 ar < as。所以 f嘨x嘩 嘽 ax是 Q上的严格增函数。
嘨嘲嘩 根据定理嘲嘮嘳嘮嘶，对任意 x0 ∈ R，A 嘽 噬噩噭

x→x−0
f嘨x嘩和 B 嘽 噬噩噭

x→x+
0

f嘨x嘩都存在。

因 f 严格增，所以 A ≤ B。对任意正整数 N，由有理数的稠密性，存在有理数

r, s满足

x0 −
嘱

N
< r < x0.
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于是 x0 < r嘫 1
N < x0 嘫

1
N，a

r ≤ A ≤ B ≤ ar+ 1
N，所以 嘱 ≤ B

A <
ar+

1
N

ar
嘽 a

1
N，

从而
(
B
A

)N
< a。根据 噂噥噲噮噯噵噬噬噩不等式，

a >

(
B

A

)N
> N

(
B

A
− 嘱

)
.

若 A < B，则 N < a
B
A−1
，这与阿基米德性质矛盾。故 A 嘽 B， 噬噩噭

x→x0

f嘨x嘩 存

在。

嘨嘳嘩 由嘨嘲嘩及定理嘲嘮嘳嘮嘶嘨嘳嘩，f 在任何 x0 ∈ Q处连续。
嘨嘴嘩 设 x, y ∈ R 满足 x < y。由有理数的稠密性，存在有理数 r0, s0 使得 x <

r0 < s0 < y。任取有理数 r, s，满足 x < r < r0 < s0 < s < y。则

ar < ar0 < as0 < as,

从而 噞f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
r→x

ar ≤ ar0 < as0 ≤ 噬噩噭
s→y

as 嘽 噞f嘨y嘩， 噞f 嘺 R→ R是严格增函数。

嘨嘵嘩 任取 x0 ∈ R。由嘨嘴嘩和定理嘲嘮嘳嘮嘶，A 嘽 噬噩噭
x→x−0

噞f嘨x嘩和 B 嘽 噬噩噭
x→x+

0

噞f嘨x嘩都存在，

且 A ≤ B。
因为 ar嘨r ∈ Q嘩连续，所以对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得当 x ∈ Q满足

嘰 < x < δ时，嘱 嘽 a0 < ax < 嘱 嘫 ε。

取正整数 N > 1
δ，取有理数 r满足 x0 − 1

N < r < x0，于是

ar 嘽 噞f嘨r嘩 < A ≤ B < 噞f嘨r 嘫
嘱

N
嘩 嘽 ar+

1
N ,

从而

嘱 ≤ B

A
<
ar+

1
N

ar
嘽 a

1
N < 嘱 嘫 ε.

所以 A 嘽 B，再由定理嘲嘮嘳嘮嘶嘨嘳嘩知 噞f 在 x0处连续。

对 嘰 < a < 嘱，可以类似定义 ax 并得到相应的性质。

习题2.3

嘱嘮 指数函数的运算性质。证明对任意 a, b > 嘰和 x, y ∈ R， ax · ay 嘽 ax+y，

嘨ax嘩
y
嘽 axy，ax · bx 嘽 嘨ab嘩x。

嘲嘮 幂函数的运算性质。证明对任意 x, y > 嘰以及任意 λ, µ ∈ R，

xµyµ 嘽 嘨xy嘩µ, xλxµ 嘽 xλ+µ, 嘨xµ嘩λ 嘽 xλµ.

嘳嘮 是否每个函数都可以写成一个单调不增函数与一个单调不减函数的和？

嘴嘮 设 A是 I 的一个稠密子集。是否每个严格单调的连续函数 f 嘺 A → R都
可以扩充为一个连续函数 噞f 嘺 I → R，即 ∀x ∈ A, 噞f嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩？
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嘵嘮 设 f 嘺 嘨a, b嘩→ R是一个有界函数，

g 嘺 嘨a, b嘩→ R, g嘨x嘩 嘽 噳噵噰
a<t≤x

f嘨t嘩.

嘨嘱嘩 证明：若 f 是连续函数，则 g是连续函数。

嘨嘲嘩 如果不假定f 是连续函数，那么 g 是否为连续函数？是否具有单侧连

续性？

嘶嘮 你能构造出一个单调有界的函数，使其具有尽· 可· 能· 多· 的间断点吗？

用WolframAlpha进行计算

访问噷噷噷嘮噷噯噬噦噲噡噭噡噬噰器噡嘮噣噯噭网页，在对话框中输入噜lim (x^2-3x+2)/(x^2-x)

as x->1嘢，然后按后面的“嘽”按钮或直接回车，就能得到 噬噩噭
x→1

x2−3x+2
x2−x 的值

以及函数 x2−3x+2
x2−x 的图像和它在 x→ 嘱时的渐近展开式。

2.4 无穷远、无穷小与无穷大，数列的极限

无穷远是从自变量的角度说的。

定义 2.4.1. 设 A ∈ R，函数 f 嘺 I → R满足对任意 N > 嘰，I
⋂
噛N,嘫∞嘩 6嘽 ∅。

噬噩噭
x→+∞

f嘨x嘩 嘽 A表示：对任意 ε > 嘰，存在 N > 嘰使得对任意 x ∈ I，只要
x > N，就成立 |f嘨x嘩−A| < ε。这时我们称当 x→ 嘫∞时，f嘨x嘩收敛。

类似定义 噬噩噭
x→−∞

f嘨x嘩 嘽 A，请读者给出相应的陈述。
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定义 2.4.2. 设函数 f 嘺 I → R 满足对任意 N > 嘰，I
⋂
嘨−∞,−N 噝 6嘽 ∅ 且

I
⋂
噛N,嘫∞嘩 6嘽 ∅。 噬噩噭

x→∞
f嘨x嘩 嘽 A表示：对任意 ε > 嘰，存在 N > 嘰使得对任

意 x ∈ I，只要 |x| > N，就成立 |f嘨x嘩−A| < ε。

无穷小和无穷大是从函数值的角度说的。

定义 2.4.3. 设 c是一个实数或者为 嘫∞,−∞,∞之一。
称当 x→ c时函数 f 是一个无穷小，如果 噬噩噭

x→c
f嘨x嘩 嘽 嘰。

称当 x→ c时函数 f 是一个无穷大，如果 噬噩噭
x→c

1
f(x) 嘽 嘰，此时记 噬噩噭

x→c
f嘨x嘩 嘽

∞。
称当 x→ c时函数 f 是一个正（负）无穷大，如果当 x→ c时 f 是无穷大，

且 f嘨x嘩 > 嘰（ f嘨x嘩 < 嘰），此时记 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 嘫∞（ 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 −∞）。

数列 {an}n≥1 实际上是一个定义在正整数集 N∗ 上的函数 f 嘺 N∗ → R，
f嘨n嘩 嘽 an。所以上述定义适用于数列，但为了方便读者，我们还是把定义再叙

述一遍。

定义 2.4.4. 称数列 {an}收敛，如果存在实数 A使得 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A，即对任意

ε > 嘰，存在 N > 嘰使得对任意 n > N，就成立 |an −A| < ε。

称数列 {an}是一个无穷小数列，如果 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 嘰。

称数列 {an}是一个无穷大数列，如果 噬噩噭
n→+∞

an 嘽∞。
称数列 {an} 是一个正（负）无穷大数列，如果 噬噩噭

n→+∞
an 嘽 嘫∞（

噬噩噭
n→+∞

an 嘽 −∞）。

现在，在符号 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 A 中，c 和 A 都可以是一个实数，也可以是

嘫∞,−∞,∞ 中的任何一个，c 还可以是某个实数的左侧或右侧。这样这个符

号有二十多种组合情形。为了便于统一讨论，我们引入“邻域”和“去心邻域”

的概念。

定义 2.4.5. 对 a ∈ R，称 V ⊂ R为 a的一个邻域 ，如果 V 包含一个含 a的开

区间；此时称 V \{a}为 a的一个去心邻域。
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任何以 a为右端点（左端点）的开区间称为 a的一个左侧去心邻域（右侧

去心邻域）。

称任何形如嘨N,嘫∞嘩（N ∈ R）的开区间为 嘫∞的一个邻域。
称任何形如嘨−∞, N嘩（N ∈ R）的开区间为 −∞的一个邻域。
称任何形如嘨−∞,−N嘩

⋃
嘨N,嘫∞嘩（N > 嘰）的开区间为 ∞ 的一个邻域。

嘫∞,−∞,∞的邻域也称为它们的去心邻域。

注 2.4.6. 嘱嘮 有限多个邻域的交集仍是邻域，有限多个去心邻域的交集仍是

去心邻域。

嘲嘮 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 A，即对A的任何邻域W，存在 c的去心邻域 V 使得 f嘨V 嘩 ⊆
W。

嘳嘮 f在 x0处连续，即对 f嘨x0嘩的任何邻域W，存在 x0的邻域 V 使得 f嘨V 嘩 ⊆
W。

例 2.4.7. 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽∞当且仅当对任意M > 嘰，存在 c的一个去心邻域 V 使

得对任意 x ∈ V，都有 |f嘨x嘩| > M。

证明. 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽∞当且仅当 噬噩噭
x→c

1
f(x) 嘽 嘰，后者当且仅当对任意 ε > 嘰，存在

c的一个去心邻域 V 使得对任意 x ∈ V，都有
∣∣∣ 1
f(x)

∣∣∣ < ε，即 |f嘨x嘩| > 1
ε。

对任意M > 嘰，取 ε 嘽 嘱/M，于是对任意 x ∈ V，都有 |f嘨x嘩| > M。

反之，对任意 ε > 嘰，取M 嘽 嘱/ε，于是对任意 x ∈ V，都有
∣∣∣ 1
f(x)

∣∣∣ < ε。

W 嘽 {y ∈ R||y| > M}是∞的一个邻域。

例 2.4.8. 设 α > 嘰。则 噬噩噭
x→+∞

xα 嘽 嘫∞， 噬噩噭
x→0+

xα 嘽 嘰。

证明. 取正整数 n使得 嘰 < 1
n < α。对任意 N ≥ 嘱，当 x > Nn时，利用指数函

数与幂函数的单调性，xα > x
1
n > 嘨Nn嘩

1
n 嘽 N，所以 噬噩噭

x→+∞
xα 嘽 嘫∞。

当 嘰 < x < 1
Nn 时，

(
1
x

)α
> N，嘰 < xα < 1

N。所以 噬噩噭
x→0+

xα 嘽 嘰。

例 2.4.9. 设 a > 嘱。证明 噬噩噭
x→−∞

ax 嘽 嘰， 噬噩噭
x→+∞

ax 嘽 嘫∞。

证明. 对任意 ε > 嘰，取正整数 N > 1
ε(a−1)。由 噂噥噲噮噯噵噬噬噩不等式，

aN 嘽 嘨嘱 嘫 a− 嘱嘩N > N嘨a− 嘱嘩 >
嘱

ε
.

所以对任意 x < −N， 嘰 ≤ ax < a−N 嘽 1
aN

< ε。所以 噬噩噭
x→−∞

ax 嘽 嘰。

对任意 x > N，ax > aN，所以 嘰 < 1
a(x) <

1
aN

< ε，因此 噬噩噭
x→+∞

ax 嘽 嘫∞。
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当极限值为实数时，上节中极限的唯一性、四则运算、夹挤定理、保序性

和有界性、单调有界收敛的结论对在无穷远处的极限（包括数列极限）也都成

立。请读者给出相应的陈述和证明。

相比于连续变量的函数，数列的单调性往往可以用初等的办法得到。

例 2.4.10. 证明数列
(
嘱 嘫 1

n

)n
和

n∑
k=0

1
k! 都有极限，且极限值相等。记 噥为它们

共同的极限。

证明. 记 bn 嘽
n∑
k=0

1
k!。易见 bn 单调增，且对 n ≥ 嘲，

bn 嘽 嘱 嘫 嘱 嘫

n∑
k=2

嘱

k嘡
< 嘱 嘫 嘱 嘫

n∑
k=2

嘱

嘨k − 嘱嘩k
嘽 嘳− 嘱

n
< 嘳.

因此 噬噩噭
n→+∞

bn存在，记 噥 嘽 噬噩噭
n→+∞

bn。

记 an 嘽
(
嘱 嘫 1

n

)n
。由习题嘱嘮嘳嘭嘳嘨噤嘩的结论知 {an}n≥1单调增。

对任意正整数 n，利用二项式展开得到

an 嘽

(
嘱 嘫

嘱

n

)n
嘽 嘱 嘫

n∑
k=1

n · · · 嘨n− k 嘫 嘱嘩

k嘡

嘱

nk
≤ 嘱 嘫

n∑
k=1

嘱

k嘡
嘽 bn < 噥,

所以 {an}n≥1有上界。从而 α 嘽 噬噩噭
n→+∞

an存在，并且 α ≤ 噥。

对任意正整数 N 以及任意正整数 n ≥ N，

an 嘽 嘱 嘫

n∑
k=1

n · · · 嘨n− k 嘫 嘱嘩

k嘡

嘱

nk
≥ 嘱 嘫

N∑
k=1

n · · · 嘨n− k 嘫 嘱嘩

nk
嘱

k嘡
,

对上式最左和最右两端同时让 n→ 嘫∞取极限，由极限的保序性和四则运算性
质（这时 N 是固定的）得到

α ≥ 嘱 嘫

N∑
k=1

嘱

k嘡
嘽 bN .

再让 N → 嘫∞，得到 α ≥ 噥。因此 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 α 嘽 噥。

请读者思考，上述证明最后一段为什么要分两次取极限。

例 2.4.11. 证明 噬噩噭
x→∞

(
嘱 嘫 1

x

)x
嘽 噥。

证明. 因为 噬噩噭
n→+∞

(
嘱 嘫 1

n

)n
嘽 噥，所以

噬噩噭
n→+∞

(
嘱 嘫

嘱

n

)n+1

嘽 噥, 噬噩噭
n→+∞

(
嘱 嘫

嘱

n嘫 嘱

)n
嘽 噥.

对任意 ε > 嘰，存在正整数 N 使得对任意正整数 n ≥ N，(
嘱 嘫

嘱

n

)n+1

< 噥 嘫 ε,

(
嘱 嘫

嘱

n嘫 嘱

)n
> 噥− ε.
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当 x ≥ N 时，存在正整数 n ≥ N 使得 n ≤ |x| < n嘫 嘱，因此

噥− ε <
(
嘱 嘫

嘱

n嘫 嘱

)n
≤
(
嘱 嘫

嘱

x

)x
≤
(
嘱 嘫

嘱

n

)n+1

< 噥 嘫 ε.

因此 噬噩噭
x→+∞

(
嘱 嘫 1

x

)x
嘽 噥。

对 y < 嘰，

噬噩噭
y→−∞

(
嘱 嘫

嘱

y

)y
x=−y
嘽 噬噩噭

x→+∞

(
嘱− 嘱

x

)−x
嘽 噬噩噭
x→+∞

(
嘱 嘫

嘱

x− 嘱

)x
嘽 噥.

因此 噬噩噭
x→∞

(
嘱 嘫 1

x

)x
嘽 噥。

注 2.4.12. 极限 噬噩噭
x→∞

(
嘱 嘫 1

x

)x
对进一步研究指数函数和对数函数特别重要，但

其存在性却不容易直接得到。因此我们先考虑它的一个特殊情况，即 x是正整

数的情况。这时，数列
(
嘱 嘫 1

n

)n
的单调性可以用上面的初等方法得到，该数列

的有界性可借助另一个数列 bn 嘽
n∑
k=0

1
k! 得到证明。这两个数列具有相同的极限

值，在实际计算中，前者要重新计算乘方，后者只需进行累乘和累加，从运算

复杂性和控制误差两个方面看，后者在计算 噥的近似值时都有着明显的优势。

上例证明的最后一步用到了极限换元，也就是复合函数的极限，其一般结

论如下。

定理 2.4.13 嘨复合函数的极限). 设 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 A， 噬噩噭
y→A

g嘨y嘩 嘽 B，其中 c, A,B

可以是某个实数或无穷大 ∞,嘫∞,−∞，或某个实数的某一侧。则在下述三个
条件之一成立时，都有 噬噩噭

x→c
g嘨f嘨x嘩嘩 嘽 B：

1. A 嘽∞,嘫∞,−∞；

2. A是实数或实数的某侧，且 f嘨x嘩总在 A的去心邻域中；

3. A是实数或实数的某侧，g在 A处连续。

证明. 我们只证明前两种情形，第三种情形的证明留给读者自己完成。

对前两种情形，都存在 c的去心邻域W0 和 A的去心邻域 V0，使得对任意

x ∈W0，f嘨x嘩 ∈ V0。
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由 噬噩噭
y→A

g嘨y嘩 嘽 B 知，对 B 的任意邻域 U，存在 A 的去心邻域 V 使得

g嘨V 嘩 ⊆ U。
若 A是无穷远，则取 V1 嘽 V；若 A是有限实数，则取 V1 嘽 V ∪ {A}。于

是 V1是 A的邻域。

由 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 A知，对 A的邻域 V1，存在 c的去心邻域W 使得 f嘨W 嘩 ⊆
V1。

于是对任意 x ∈W0 ∩W，f嘨x嘩 ∈ V0 ∩ V1 ⊆ V，从而 g嘨f嘨x嘩嘩 ∈ U。

例 2.4.14 嘨与指数函数、对数函数有关的重要极限).

噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩
1
x 嘽 噥, 噬噩噭

x→0

噬噮嘨嘱 嘫 x嘩

x
嘽 嘱, 噬噩噭

x→0

噥x − 嘱

x
嘽 嘱.

证明. 由复合函数极限定理知，

噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩
1
x

t= 1
x嘽 噬噩噭

t→∞

(
嘱 嘫

嘱

t

)t
嘽 噥.

由复合函数极限定理以及对数函数 噬噮 嘽 噬噯噧e 的连续性知

噬噩噭
x→0

噬噮嘨嘱 嘫 x嘩

x
嘽 噬噩噭
x→0

噬噮 嘨嘱 嘫 x嘩
1
x 嘽 噬噮 噥 嘽 嘱.

由复合函数极限定理以及极限的四则运算性质知

噬噩噭
x→0

噥x − 嘱

x

y=ex−1
嘽 噬噩噭

y→0

y

噬噮嘨嘱 嘫 y嘩
嘽

嘱

噬噩噭
y→0

噬噮嘨嘱 嘫 y嘩

y

嘽 嘱.

我们可以通过换元，把无穷远处的极限变为有限点处的极限。

例 2.4.15. 证明 噬噩噭
x→∞

√
x2+1
x2−1 嘽 嘱。

证明. 不难用定义证明 噬噩噭
x→∞

1
x2 嘽 嘰。因为

√
x2 嘫 嘱

x2 − 嘱
嘽

√
嘱 嘫 t

嘱− t
, t 嘽

嘱

x2
,

而且
√

1+t
1−t 在 t 嘽 嘰处连续，所以 噬噩噭

x→∞

√
x2+1
x2−1 嘽 嘱。

上述定理有以下推论。

推论 2.4.16. 设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A，则对任意单射 f 嘺 N∗ → N∗，都有 噬噩噭
k→+∞

af(k) 嘽

A。

当 f严格增时，称数列 {af(k)}k≥1为 {an}n≥1的子列。因此：若 噬噩噭
n→+∞

an 嘽

A，则 {an}n≥1 的任何子列也满足 噬噩噭
k→+∞

af(k) 嘽 A。
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证明. 对任意正整数M，集合 f−1{嘱, 嘲, . . . ,M}是有限集，取

NM 嘺嘽 噭噩噮N∗\f−1{嘱, 嘲, . . . ,M},

于是对任意 n ≥ NM，f嘨n嘩 > M。因此 噬噩噭
n→+∞

f嘨n嘩 嘽 嘫∞。
所以由复合函数极限有 噬噩噭

k→+∞
af(k) 嘽 A。

定理 2.4.17 嘨噈噥噩噮噥嘩. 函数 g 在y0 处连续当且仅当对 g 的定义域中任意满足

噬噩噭
n→+∞

yn 嘽 y0 的数列{yn}n≥1，都有 噬噩噭
n→+∞

g嘨yn嘩 嘽 g嘨y0嘩。

证明. 必要性部分是前述定理的推论。下证充分性部分：设任意满足 噬噩噭
n→+∞

yn 嘽

y0 的数列 {yn}n≥1，都有 噬噩噭
x→+∞

g嘨yn嘩 嘽 g嘨y0嘩。假设 g 在 y0 不连续，则存在

ε0 > 嘰使得对任意正整数 n都存在 yn使得 |yn − y0| < 1
n，|g嘨yn嘩− g嘨y0嘩| ≥ ε0。

于是 噬噩噭
n→+∞

yn 嘽 y0，但是 噬噩噭
n→+∞

g嘨yn嘩 嘽 g嘨y0嘩不成立。这与已知矛盾。

例 2.4.18. 证明 噄噩噲噩噣器噬噥噴函数

D嘨x嘩 嘽

嘱, 若 x是有理数嘻

嘰, 若 x是无理数

处处间断。

证明. 对任意 a ∈ R，由于有理数的稠密性，所以对于任何正整数 n，存在有理

数 xn使得
1

n+1 < |xn − a| <
1
n。 噬噩噭

n→+∞
xn 嘽 a， 噬噩噭

n→+∞
D嘨xn嘩 嘽 嘱。

另一方面，取 yn 嘽 xn 嘫
√

2
4n+4，则 yn 都是无理数，满足 |yn − a| ≤ |xn −

a|嘫 |xn − yn| ≤ 3
n， 噬噩噭

n→+∞
yn 嘽 a， 噬噩噭

n→+∞
D嘨yn嘩 嘽 嘰。

所以 D在 a处间断。

同时

|yn − a| ≥ |xn − a| − |xn − yn| >
嘱

n嘫 嘱
−
√
嘲

嘴n嘫 嘴
>

嘱

嘲n嘫 嘲
> |xn − yn|.

易见我们可以取xn位于 a的某一侧，则 yn与xn位于 a的同侧。因此 噬噩噭
x→a+

D嘨x嘩

和 噬噩噭
x→a−

D嘨x嘩都不存在，所以 a是 D的第二类间断点。

对于无穷大量，有以下结论

定理 2.4.19. 设 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 嘨±嘩∞。

1. 若 |g嘨x嘩|有正下界，则

噬噩噭
x→c

(
f嘨x嘩g嘨x嘩

)
嘽∞,

其正负由 f 和 g的正负决定。
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2. 若 g是一个有界函数，则

噬噩噭
x→c

(
f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩

)
嘽 嘨±嘩∞.

3. 若 噬噩噭
x→c

f嘨x嘩 嘽 嘫∞，且 f嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩，则 噬噩噭
x→c

g嘨x嘩 嘽 嘫∞。

证明. 嘨嘱嘩 设 |g嘨x嘩| ≥ m > 嘰。则∣∣∣∣ 嘱

f嘨x嘩g嘨x嘩

∣∣∣∣ ≤ 嘱

m

∣∣∣∣ 嘱

f嘨x嘩

∣∣∣∣→ 嘰, x→ c,

所以

噬噩噭
x→c

(
f嘨x嘩g嘨x嘩

)
嘽∞.

嘨嘲嘩 设 |g嘨x嘩| ≤M。于是∣∣∣∣ g嘨x嘩f嘨x嘩

∣∣∣∣ ≤M · ∣∣∣∣ 嘱

f嘨x嘩

∣∣∣∣→ 嘰, x→ c,

所以

噬噩噭
x→c

嘱

嘱 嘫 g(x)
f(x)

嘽 嘱.

因此
嘱

f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩
嘽

嘱

f嘨x嘩
· 嘱

嘱 嘫 g(x)
f(x)

→ 嘰, x→ c,

故 噬噩噭
x→c

1
f(x)+g(x) 嘽 嘰， 噬噩噭

x→c

(
f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩

)
嘽∞，且 f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩与 f嘨x嘩具有相

同的正负号。

嘨嘳嘩 读者可以自行给出证明。

定义 2.4.20. 如果 a ∈ R 并且 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 ∞，则称直线 x 嘽 a 为函数图像

y 嘽 f嘨x嘩在 a处的竖直渐近线。

定义 2.4.21. 如果 噬噩噭
x→±∞

嘨f嘨x嘩− 嘨kx嘫 b嘩嘩 嘽 嘰，则称直线 y 嘽 kx嘫 b为函数图

像 y 嘽 f嘨x嘩在 x→ ±∞时的斜渐近线。若其中 k 嘽 嘰，这渐近线又称为水平渐

近线。

易见，y 嘽 kx嘫 b为函数图像 y 嘽 f嘨x嘩在 x→ ±∞时的渐近线当且仅当

k 嘽 噬噩噭
x→±∞

f嘨x嘩

x
, b 嘽 噬噩噭

x→±∞

(
f嘨x嘩− kx嘩.

例 2.4.22. 设 f嘨x嘩 嘽
√

x3

x−1。求 y 嘽 f嘨x嘩的渐近线。
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解： f 的定义域为 嘨−∞, 嘰噝
⋃
嘨嘱,嘫∞嘩，f 嘺 嘨−∞, 嘰噝

⋃
嘨嘱,嘫∞嘩 → R 为连续函

数。

噬噩噭
x→1+

√
x3

x− 嘱

h=x−1
嘽 噬噩噭

h→0+

√
嘨嘱 嘫 h嘩3

h
嘽 噬噩噭
h→0+

√
嘱

h
嘫 嘳 嘫 嘳h嘫 h2 嘽 嘫∞,

所以 x 嘽 嘱是 y 嘽 f嘨x嘩在 x→ 嘱+ 时的竖直渐近线。

当 x > 嘱时，√
x3

x− 嘱
嘽 x

√
嘱

嘱− 1
x

, 噬噩噭
x→+∞

√
嘱

嘱− 1
x

嘽 嘱,

√
x3

x− 嘱
− x 嘽 x

[√
嘱

嘱− 1
x

− 嘱

]
嘽

x
(
嘱−

(
嘱− 1

x

))√
嘱− 1

x

(
嘱 嘫

√
嘱− 1

x

) → 嘱

嘲
, x→ 嘫∞,

所以 y 嘽 x嘫 1
2 是函数图象 y 嘽 f嘨x嘩在 x→ 嘫∞时的斜渐近线。

类似可证 噬噩噭
x→+∞

(√
x3

x−1 嘫 x
)
嘽 − 1

2，所以 y 嘽 −x− 1
2 是函数图象 y 嘽 f嘨x嘩

在 x→ −∞时的斜渐近线。

习题2.4

嘱嘮 记 R为实数集 R添加两个元素−∞,嘫∞所得到的集合。考虑 R上的函数

h嘨x嘩 嘽


x

1+|x| , x ∈ R嘻

嘱, x 嘽 嘫∞嘻

−嘱, x 嘽 −∞.

嘨噡嘩 证明：h|R 是 R到区间 嘨−嘱, 嘱嘩上的严格增的连续函数。

嘨噢嘩 证明：

d嘨x, y嘩 嘽 |h嘨x嘩− h嘨y嘩|, x, y ∈ R

是 R上的一个距离。

嘨噣嘩 证明：对任意 x, y ∈ R，d嘨x, y嘩 ≤ 嘲|x− y|。
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嘨噤嘩 设 x0 ∈ R，A ∈ R。证明： 噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 A（按通常含义）当且仅当

对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得对任意 x ∈ R，只要 嘰 < d嘨x, x0嘩 < δ，

就有 |f嘨x嘩−A| < ε。后者我们记为 噬噩噭
d(x,x0)→0

f嘨x嘩 嘽 A。

嘨噥嘩 对任意 x0 ∈ R，x0 在 R中的去心邻域就是 x0 在 R中按距离 d给出

的去心邻域。

嘨噦嘩 对任意 x0, A ∈ R， 噬噩噭
x→x0

f嘨x0嘩 嘽 A 当且仅当对任意 ε > 嘰，存在

δ > 嘰使得只要 嘰 < d嘨x, x0嘩 < δ，就有 d嘨f嘨x嘩, A嘩 < ε。

嘲嘮 关于极限 噬噩噭
x→∞

√
x2+1
x2−1，有人认为：当 x 充分大时，x2 嘫 嘱 ≈ x2，x2 −

嘱 ≈ x2，所以
√

x2+1
x2−1 ≈ 嘱，从而 噬噩噭

x→∞

√
x2+1
x2−1 嘽 嘱。请问这样的说法成

立吗？为什么？作为一个对照，请讨论极限 噬噩噭
x→+∞

(√
x2 嘫 xα − x

)
，其中

嘰 < α < 嘲。

嘳嘮 设 嘰 < a < b，f嘨x嘩 嘽
(
ax+bx

2

) 1
x。求极限 噬噩噭

x→−∞
f嘨x嘩和 噬噩噭

x→+∞
f嘨x嘩。

嘴嘮 叙述并证明数列情形的单调有界收敛定理。

嘵嘮 嘨p进制小数嘩 设 p > 嘱是正整数。对任何实数 x，令

a0 嘽 bxc, x0 嘽 a0,

对正整数 n，记

an 嘽 bpn嘨x− xn−1嘩c, xn 嘽 xn−1 嘫
an
pn
.

证明对每个正整数 n，an 是小于 p的非负整数，且

xn ≤ x < xn 嘫
嘱

pn
.

从而 噬噩噭
n→+∞

xn 嘽 x。这样，每个实数 x与唯一一个整数数列 {an}n≥0 对

应，后者满足 a0 ∈ Z，an ∈ {嘰, 嘱, . . . , p− 嘱}嘨n ≥ 嘱嘩，且

a0 嘫
a1

p
嘫
a2

p2
嘫 · · ·嘫 an

pn
≤ x < a0 嘫

a1

p
嘫
a2

p2
嘫 · · ·嘫 an 嘫 嘱

pn
.

对非负实数 x，a0.a1a2 · · · an · · · 就是 x的 p进制小数展开。

嘶嘮 设 f 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩→ 嘨嘰,嘫∞嘩满足：若 a0.a1a2a3 · · · 是 x的二进制小数展开，

则

f嘨x嘩 嘽 a0.嘰a1嘰a2嘰a3 · · · .

求 f 的所有间断点。
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嘷嘮 设正整数m ≥ 嘳，an和 bn分别是半径为 嘱的圆的内接和外切正 嘲nm边形

的边长，pn 和 qn是相应的周长。

嘨嘱嘩 证明

an+1 嘽

√
嘲−

√
嘴− a2

n, pn+1 嘽 嘲n+1m

√
嘲−

√
嘴− p2

n

嘲2nm2
,

并计算圆的周长的近似值。

嘨嘲嘩 证明

an+1 嘽
an

嘲

√
1
2 嘫 1

2

√
嘱− a2n

4

, pn+1 嘽
pn√

1
2 嘫 1

2

√
嘱− p2n

22n+2m2

,

并计算圆的周长的近似值。

嘨嘳嘩 证明

bn+1 嘽
bn

嘱 嘫
√
嘱 嘫

b2n
4

, qn+1 嘽
嘲qn

嘱 嘫
√
嘱 嘫

q2n
22n+2m2

,

并计算圆的周长的近似值。

嘨嘴嘩 证明

an
嘲

嘽 噳噩噮
θn
嘲
,

bn
嘲

嘽 噴噡噮
θn
嘲
, θn 嘽

嘲π

嘲nm
,

an+1 嘽

√
anbn+1

嘲
, bn+1 嘽

anbn
an 嘫 bn

,

pn+1 嘽
√
pnqn+1, qn+1 嘽

嘲pnqn
pn 嘫 qn

.

并计算圆的周长的近似值。

嘨嘵嘩 通过数值计算，观察并比较以上算法的逼近效果，解释其中出现的现

象。

嘨嘶嘩 证明 pn < pn+1 < qn+1 < qn，从而极限 噬噩噭
n→+∞

pn, 噬噩噭
n→+∞

qn 都存在。

嘨嘷嘩 证明 噬噩噭
n→+∞

pn 嘽 噬噩噭
n→+∞

qn。

嘸嘮 用 噅噸噣噥噬计算以下数列
(
嘱 嘫 1

n

)n
，
(
嘱 嘫 1

n

)n+1
，
(
嘱 嘫 1

n

)n+λ
嘨 嘰 < λ < 嘱 嘩，

n∑
k=0

1
k!，观察它们的单调性并比较它们的收敛速度。

嘹嘮 嘨嘱嘩 证明数列 cn 嘽 嘱 嘫 1
1! 嘫 · · ·嘫

1
n! 嘫

1
n!n 单调减，且 噬噩噭

n→+∞
cn 嘽 噥。

嘨嘲嘩 证明对任意正整数 n，

嘱

嘨n嘫 嘱嘩嘡
< 噥−

(
嘱 嘫

嘱

嘱嘡
嘫 · · ·嘫 嘱

n嘡

)
<

嘱

n嘡n
.

嘨嘳嘩 噬噩噭
n→+∞

n 噳噩噮嘨嘲πn嘡噥嘩 嘽 嘲π。

嘨嘴嘩 证明 噥是无理数。



嘵嘰 噃噈噁噐噔噅噒 嘲嘮 连续与极限

嘱嘰嘮 证明

嘨嘱嘩
(
嘱 嘫 1

n

)n
< 噥 <

(
嘱 嘫 1

n

)n+1
；

嘨嘲嘩 1
n+1 < 噬噮嘨n嘫 嘱嘩− 噬噮n < 1

n；

嘨嘳嘩 数列

an 嘽 嘱 嘫
嘱

嘲
嘫

嘱

嘳
嘫 · · ·嘫 嘱

n
− 噬噮n.

单调递减；

嘨嘴嘩 数列

bn 嘽 嘱 嘫
嘱

嘲
嘫

嘱

嘳
嘫 · · ·嘫 嘱

n
− 噬噮嘨n嘫 嘱嘩.

单调递增；

嘨嘵嘩 极限 噬噩噭
n→+∞

an 和 噬噩噭
n→+∞

bn 存在且相等，这个共同的极限值称为欧拉

常数；

嘨嘶嘩 噬噩噭
n→+∞

(
嘱− 1

2 嘫 1
3 − · · ·嘫

(−1)n−1

n

)
嘽 噬噮 嘲；

嘨嘷嘩 噬噩噭
n→+∞

(
1
n 嘫 1

n+1 嘫 1
n+2 · · ·嘫

1
2n

)
嘽 噬噮 嘲。

嘱嘱嘮 设 a1 > 嘰, b1 > 嘰，an+1 嘽 an+bn
2 , bn+1 嘽

√
anbn。证明 {an}n≥1 和

{bn}n≥1收敛到相同极限。

嘱嘲嘮 对数函数的另一种定义方式。设 x > 嘰。对正整数 n，记

an嘨x嘩 嘽 嘲n
(
x

1
2n − 嘱

)
.

证明 {an嘨x嘩}n≥1单调有界。定义

噬噮x 嘽 噬噩噭
n→+∞

嘲n
(
x

1
2n − 嘱

)
,

证明对任意正数 x, y， 噬噮嘨xy嘩 嘽 噬噮x嘫 噬噮 y。

嘱嘳嘮 （几何级数） 嘨嘱嘩 对任意 x ∈ R及任意正整数 n，记 Sn 嘽 嘱 嘫 x 嘫 x2 嘫

· · · 嘫 xn。证明：数列 {Sn}n≥1 收敛当且仅当 |x| < 嘱。并求 噬噩噭
n→+∞

Sn 的

值。

嘨嘲嘩 设 p > 嘱是正整数。证明 x ∈ R是有理数当且仅当在 p进制下 x是一

个有限小数或一个无限循环小数。

嘱嘴嘮 设 an > 嘰， 噬噩噭
n→+∞

an+1

an
嘽 α。

嘨嘱嘩 设 嘰 ≤ A < α < B。证明存在 N 使得当 n ≥ N 时 A < an+1

an
< B。从

而 aN
AN

An < an <
aN
BN

Bn。

嘨嘲嘩 设 α < 嘱，证明 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 嘰。

嘨嘳嘩 利用嘨嘱嘩证明 噬噩噭
n→+∞

n
√
an 嘽 α。

嘱嘵嘮 设 a > 嘱 及 k > 嘰。求 噬噩噭
n→+∞

an

n!， 噬噩噭
n→+∞

nk

an， 噬噩噭
n→+∞

n!
nn。 嘨提示：用

第嘱嘨噡嘩噸噩噶题结论嘩
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嘱嘶嘮 设 an > 嘰， 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 a。证明 噬噩噭
n→+∞

n
√
a1a2 . . . an 嘽 a。嘨提示：用

第嘱嘨噡嘩噸噩噶题结论嘩

嘱嘷嘮 求 噬噩噭
n→+∞

n
√
a， 噬噩噭

n→+∞
n
√
n， 噬噩噭

n→+∞
lnn
n ， 噬噩噭

n→+∞
n
n√
n!
， 噬噩噭
n→+∞

n

√
1·3·5···(2n−1)

2·4·6···(2n) 。

嘨提示：用第嘱嘨噡嘩噸噩噶题结论嘩

嘱嘸嘮 设 a > 嘱 及 k > 嘰。求 噬噩噭
x→+∞

x
1
x， 噬噩噭

x→+∞
ln x
xk
， 噬噩噭

x→+∞
xk

ax， 噬噩噭
x→0+

xk 噬噮x。

嘨提示：用第??题结论嘩

嘱嘹嘮 设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 α。证明 噬噩噭
n→+∞

a1+a2+···+an
n 嘽 α。

嘲嘰嘮 求 噬噩噭
n→+∞

1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) 。嘨提示：用不等式

√
ab ≤ a+b

2 嘩

嘲嘱嘮 写出一个数列 {an}使得对于任意 A ∈ R或 A 嘽 嘫∞,−∞,∞，都存在子
列 {ank}使得 噬噩噭

k→+∞
ank 嘽 A。

嘲嘲嘮 证明：任何一个实数数列都含有一个单调子列。

嘲嘳嘮 证明关于实数集 R的以下两个陈述是等价的：
嘨嘱嘩 R是一个序域，且满足确界公理，即任何非空有上界的实数集合 X ⊂
R都在 R中有上确界。
嘨嘲嘩 R是一个序域，且满足：任何单调不减且有上界的实数数列 {xn}n≥1

都在 R中有极限。

用WolframAlpha进行计算

在噷噷噷嘮噷噯噬噦噲噡噭噡噬噰器噡嘮噣噯噭网页的对话框中输入

lim sqrt((x^2+1)/(x^2-1)) as x->infinity

检查计算结果。

用WolframAlpha进行计算

在噷噷噷嘮噷噯噬噦噲噡噭噡噬噰器噡嘮噣噯噭网页的对话框中输入

sqrt(x^3/(x-1)) as x goes to -infinity

得到
√

x3

x−1 在 x→ −∞时的渐近展开式，从中可以得到 y 嘽
√

x3

x−1 在 x→ −∞
处的渐近线。在对话框中输入

asymptotes | sqrt(x^3/(x - 1))

会得到
√

x3

x−1 在 x→ 嘱和 x→ 嘫∞时的渐近线。
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2.5 大 O 与小 o，函数的主项，阶的比较

在解决复杂问题时，我们往往采取突出主要矛盾忽略次要矛盾的办法，使

得在不改变问题本质的情况下，问题得到适当的简化。

把一个函数分解成具有简单形式的主要项（简称主项）和次要项是微积分

中常用的一个办法。例如对多项式P 嘨x嘩 嘽 嘳x−嘲x2而言，当 x→ 嘰时，−嘲x2的

绝对值要远比 嘳x的绝对值更小，此时是 P 嘨x嘩的两项中 嘳x对 P 嘨x嘩的贡献是主

要的，它是 P 嘨x嘩主项；而当 x→ 嘫∞时，−嘲x2 和 嘳x都是无穷大量，但−嘲x2

的绝对值要远比 嘳x的绝对值更大，此时 −嘲x2是 P 嘨x嘩的主项，相比之下 嘳x对

P 嘨x嘩的贡献可以被忽略。

在一个极限过程中，比较不同函数大小变化的相对快慢，涉及到阶的概念，

而大 O和小 o提供了一个描述阶的一种方式。

定义 2.5.1. “f嘨x嘩 嘽 O嘨g嘨x嘩嘩, x→ a”表示：存在常数M > 嘰以及 a的去心

邻域 V 使得对任意 x ∈ V，|f嘨x嘩| ≤M |g嘨x嘩|。
“f嘨x嘩 嘽 o嘨g嘨x嘩嘩, x→ a”表示：对任意 ε > 嘰，都存在 a的去心邻域 Vε

使得对任意 x ∈ Vε，|f嘨x嘩| ≤ ε |g嘨x嘩|。
称当 x→ a时，函数 f 是有界量，如果 f嘨x嘩 嘽 O嘨嘱嘩, x→ a。即存在常数

M > 嘰以及 a的去心邻域 V 使得对任意 x ∈ V，|f嘨x嘩| ≤M。

因此，

x→ a时，f 是无穷小量，当且仅当 f嘨x嘩 嘽 o嘨嘱嘩, x→ a；

x→ a时，f 是无穷大量，当且仅当 1
f(x) 嘽 o嘨嘱嘩, x→ a；

噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A ∈ R当且仅当 f嘨x嘩−A 嘽 o嘨嘱嘩, x→ a。

例 2.5.2. 当 x→ 嘰时， 嘱− 噣噯噳x 嘽 O嘨x2嘩，噳噩噮嘨x2嘩 嘽 O嘨x2嘩，x2 嘽 O嘨x2嘩。但

这三个函数并不恒等。

同样，x→ 嘰时， 噥x−嘱−x 嘽 o嘨x嘩，噳噩噮x−x 嘽 o嘨x嘩，噬噮嘨嘱嘫x嘩−x 嘽 o嘨x嘩。

这三个函数也不恒等。

注 2.5.3. 上述例子表明 O嘨g嘨x嘩嘩或 o嘨g嘨x嘩嘩都不是一个函数，而是一个由函数

组成的集合，也就是一类函数，这类函数具有上述定义所描述的那样的共同性

质。f嘨x嘩 嘽 O嘨g嘨x嘩嘩 的确切含义应该是 f ∈ O嘨g嘩。但后者这个表达虽然准确，

但不适合计算，所以习惯上仍使用 f嘨x嘩 嘽 O嘨g嘨x嘩嘩的表达形式。

O和 o满足一些运算性质，例如

• f 嘽 O嘨f嘩。

• 若 f 嘽 o嘨g嘩，则 f 嘽 O嘨g嘩。
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• 若 f 嘽 O嘨p嘩，则 fo嘨g嘩 嘽 o嘨pg嘩，fO嘨g嘩 嘽 O嘨pg嘩。特别地，因为 f 嘽

O嘨f嘩，所以 fo嘨g嘩 嘽 o嘨fg嘩，fO嘨g嘩 嘽 O嘨fg嘩。若 f是有界函数，则fO嘨g嘩 嘽

O嘨g嘩，fo嘨g嘩 嘽 o嘨g嘩。

• o嘨h嘩和 O嘨h嘩都是线性空间。即，若 x→ c时，f 嘽 o嘨h嘩, g 嘽 o嘨h嘩，则对

任意 λ, µ ∈ R，λf 嘫 µg 嘽 o嘨h嘩。对 O成立类似结论。

定义 2.5.4. 嘨嘱嘩 设 x→ a时，f, g都是无穷小量。

称 f 是不比 g 更低阶的无穷小量，如果 f嘨x嘩 嘽 O嘨g嘨x嘩嘩, x→ a；

称 f 是比 g 更高阶的无穷小量，如果 f嘨x嘩 嘽 o嘨g嘨x嘩嘩, x→ a。

嘨嘲嘩 设 x→ a时，f, g都是无穷大量。

称 f 是不比 g 更低阶的无穷大量，如果 1
f 是不比

1
g 更高阶的无穷大量，即

g嘨x嘩 嘽 O嘨f嘨x嘩嘩, x→ a；

称 f 是比 g更高阶的无穷大量，如果当 x→ a时， 1
f 是比

1
g 更高阶的无穷

小量，即 g嘨x嘩 嘽 o嘨f嘨x嘩嘩, x→ a。

例 2.5.5. 嘨嘱嘩 x→ 嘰时，xβ 是比 xα更高阶的无穷小量当且仅当 嘰 < α < β，xρ

是比 xτ 更高阶的无穷大量当且仅当 ρ < τ < 嘰。

嘨嘲嘩 x→ 嘫∞时，xβ 是比 xα更高阶的无穷大量当且仅当 嘰 < α < β，xρ是

比 xτ 更高阶的无穷小量当且仅当 ρ < τ < 嘰。

嘨嘳嘩 对 α ≤ 嘱，当 嘰 < |x| < 嘱时，

|x| 噳噩噮2 嘱

x
嘫 x2 噣噯噳2

嘱

x
≤ |x|α|x|1−α

(
噳噩噮2 嘱

x
嘫 噣噯噳2

嘱

x

)
嘽 |x|α|x|1−α,

所以 |x| 噳噩噮2 1
x 嘫x

2 噣噯噳2 1
x 嘽 O嘨|x|嘩；对 α < 嘱，|x| 噳噩噮2 1

x 嘫x
2 噣噯噳2 1

x 嘽 o嘨|x|α嘩。
对 α > 嘱，取 xn 嘽 1

2nπ+π
2
，则

|xn| 噳噩噮2 1
xn

嘫 x2
n 噣噯噳

2 1
xn

|xn|α
嘽

嘱

xα−1
n

→ 嘫∞, n→ 嘫∞,

所以 |x| 噳噩噮2 1
x 嘫 x2 噣噯噳2 1

x 6嘽 O嘨|x|α嘩。
对 β ≥ 嘲，

|x|β 嘽 |x|β 噳噩噮2 嘱

x
嘫 |x|β 噣噯噳2 嘱

x
≤ |x|β−2

(
|x| 噳噩噮2 嘱

x
嘫 x2 噣噯噳2

嘱

x

)
.

所以x2 嘽 O
(
|x| 噳噩噮2 1

x 嘫 x2 噣噯噳2 1
x

)
；对 β > 嘲，|x|β 嘽 o

(
|x| 噳噩噮2 1

x 嘫 x2 噣噯噳2 1
x

)
。

对 β < 嘲，取 xn 嘽 1
nπ，则

|xn|β

|xn| 噳噩噮2 1
xn

嘫 x2
n 噣噯噳

2 1
xn

嘽
嘱

x2−β
n

→ 嘫∞, n→ 嘫∞,

所以 |x|β 6嘽 O
(
|x| 噳噩噮2 1

x 嘫 x2 噣噯噳2 1
x

)
。
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“不比……更低阶”和“比……更高阶”满足传递性，但不是任何两个无

穷小量都可以比较高阶，例如，x 噳噩噮2 1
x 嘫 x2 噣噯噳2 1

x 是无穷小量，但是它无法和

|x|3/2比较哪个是更高阶的无穷小量。

定义 2.5.6. 嘨嘱嘩 称 x → a时 f, g 同阶，如果当 x → a时，f嘨x嘩 嘽 O嘨g嘨x嘩嘩且

g嘨x嘩 嘽 O嘨f嘨x嘩嘩，即存在常数M > 嘱以及 a的去心邻域 V 使得对任意 x ∈ V，

嘱

M
|g嘨x嘩| ≤ |f嘨x嘩| ≤M |g嘨x嘩| .

嘨嘲嘩 称 x→ a时 f, g等价，如果 f嘨x嘩 嘽 g嘨x嘩 嘫 o嘨g嘨x嘩嘩, x→ a。

如果 g嘨x嘩 6嘽 嘰，则 f嘨x嘩 嘽 g嘨x嘩 嘫 o嘨g嘨x嘩嘩, x → a当且仅当 噬噩噭
x→a

f(x)
g(x) 嘽 嘱。

于是我们此前得到的一些极限现在可以写成如下形式。

例 2.5.7. 当 x→ 嘰时，

噳噩噮x 嘽 x嘫 o嘨x嘩, 噣噯噳x 嘽 嘱− x2

嘲
嘫 o嘨x2嘩, 噴噡噮x 嘽 x嘫 o嘨x嘩,

噬噮嘨嘱 嘫 x嘩 嘽 x嘫 o嘨x嘩, 噥x 嘽 嘱 嘫 x嘫 o嘨x嘩, 嘨嘱 嘫 x嘩r 嘽 嘱 嘫 rx嘫 o嘨x嘩.

这些等式的作用是把超越函数渐近展开为主项是多项式的形式。

证明. 我们只证明最后一个。

嘨嘱 嘫 x嘩r 嘽 噥r ln(1+x)

嘽 噥rx+o(x)

嘽 嘱 嘫 rx嘫 o嘨x嘩 嘫 o嘨rx嘫 o嘨x嘩嘩

嘽 嘱 嘫 rx嘫 o嘨x嘩.

上述过程中使用了如下事实

ro嘨x嘩 嘽 o嘨x嘩嘻

若 f嘨x嘩 嘽 O嘨g嘨x嘩嘩，则 o嘨f嘨x嘩嘩 嘽 o嘨g嘨x嘩嘩嘻

o嘨x嘩 嘫 o嘨x嘩 嘽 o嘨x嘩.

类似的关于 O, o的运算性质我们留作习题。

例 2.5.8. 求 噬噩噭
x→0

√
嘱 嘫 嘲x4 − 3

√
嘱− x4

噳噩噮2 x 嘨嘱− 噣噯噳x嘩
嘮
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解：

噬噩噭
x→0

√
嘱 嘫 嘲x4 − 3

√
嘱− x4

噳噩噮2 x 嘨嘱− 噣噯噳x嘩

嘽 噬噩噭
x→0

嘱 嘫
嘱

嘲
嘨嘲x4嘩 嘫 o嘨嘲x4嘩−

(
嘱 嘫

嘱

嘳
嘨−x4嘩 嘫 o嘨−x4嘩

)
噛x嘫 o嘨x嘩噝

2

[
嘱−

(
嘱− x2

嘲
嘫 o嘨x2嘩

)]

嘽 噬噩噭
x→0

嘴

嘳
x4 嘫 o嘨x4嘩

x4

嘲
噛嘱 嘫 o嘨嘱嘩噝

2
噛嘱 嘫 o嘨嘱嘩噝

嘽 噬噩噭
x→0

嘴x4

嘳
噛嘱 嘫 o嘨嘱嘩噝

x4

嘲
噛嘱 嘫 o嘨嘱嘩噝

嘽
嘸

嘳

例 2.5.9. 求 噬噩噭
x→0

噴噡噮x− 噳噩噮x

x2 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩
。

解：
噴噡噮x− 噳噩噮x

x2 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩
嘽
x嘫 o嘨x嘩− 噛x嘫 o嘨x嘩噝

x2嘨x嘫 o嘨x嘩嘩
嘽

o嘨x嘩

x3 嘫 o嘨x3嘩
,

这样展开是无法确定最后的极限的，因为分子 o嘨x嘩无法与分母中的主项 x3 比

较。

噴噡噮x− 噳噩噮x

x2 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩
嘽

噴噡噮x嘨嘱− 噣噯噳x嘩

x2嘨x嘫 o嘨x嘩嘩
嘽

噛x嘫 o嘨x嘩噝

[
x2

嘲
嘫 o嘨x2嘩

]
x3 嘫 o嘨x3嘩

嘽

x3

嘲
嘫 o嘨x3嘩

x3 嘫 o嘨x3嘩

嘽

嘱

嘲
嘫
o嘨x3嘩

x3

嘱 嘫
o嘨x3嘩

x3

嘽

嘱

嘲
嘫 o嘨嘱嘩

嘱 嘫 o嘨嘱嘩
,

所以 噬噩噭
x→0

噴噡噮x− 噳噩噮x

x2 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩
嘽

嘱

嘲
。

注 2.5.10. 有些教材用“f嘨x嘩 ∼ g嘨x嘩, x → a”来表示 f 与 g 等价，并提出了

无穷小等价替换的做法。例如

噳噩噮x ∼ x, 噴噡噮x ∼ x, 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩 ∼ x, x→ 嘰,

当 x→ 嘰时用 x替换 噳噩噮x、噴噡噮x、噬噮x等。初学者常常会据此得到

噬噩噭
x→0

噴噡噮x− 噳噩噮x

x2 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩
嘽 噬噩噭
x→0

x− x
x2x

嘽 嘰.
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这明显是错误的，但初学者却不明就里。所以我们不建议读者使用 f嘨x嘩 ∼ g嘨x嘩，
x→ a这种看似简单的表达形式。

以下定理告诉我们上面定义的“等价”本质上是一个对称的关系。它同时

也给我们提供了一个重要的工具，我们会多次看到它的应用，这里我们介绍一

下 噎噥噷噴噯噮是如何利用这个想法发现广义二项式展开的。

定理 2.5.11. 若 f嘨x嘩 嘫 o嘨f嘨x嘩嘩 嘽 g嘨x嘩 嘫 o嘨g嘨x嘩嘩, x → a，则 g嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩 嘫

o嘨f嘨x嘩嘩, x→ a。

证明. f嘨x嘩 嘫 α嘨x嘩 嘽 g嘨x嘩 嘫 β嘨x嘩，其中 α 嘽 o嘨f嘩, β 嘽 o嘨g嘩, x → a。于是对

任意 嘰 < ε < 嘱，存在 a的去心邻域 Vε 使得对任意 x ∈ Vε，

|α嘨x嘩| ≤ ε

嘳
|f嘨x嘩| , |β嘨x嘩| ≤ ε

嘳
|g嘨x嘩| .

从而

|g嘨x嘩| 嘽 |f嘨x嘩 嘫 α嘨x嘩− β嘨x嘩| ≤ |f嘨x嘩|嘫 |α嘨x嘩|嘫 |β嘨x嘩| ≤ 嘴

嘳
|f嘨x嘩|嘫 嘱

嘳
|g嘨x嘩| ,

所以 |g嘨x嘩| ≤ 嘲 |f嘨x嘩|。因此

|β嘨x嘩| ≤ ε

嘳
|g嘨x嘩| ≤ 嘲ε

嘳
|f嘨x嘩| .

从而

|g嘨x嘩− f嘨x嘩| 嘽 |α嘨x嘩− β嘨x嘩| ≤ |α嘨x嘩|嘫 |β嘨x嘩| ≤ ε |f嘨x嘩| .

所以 g嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩嘫 o嘨f嘨x嘩嘩, x→ a。若 f嘨x嘩 嘽 g嘨x嘩嘫 o嘨g嘨x嘩嘩，则取 α嘨x嘩 嘽 嘰，

则由上述结论知 g嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩 嘫 o嘨f嘨x嘩嘩, x→ a。

例 2.5.12. 对正有理数 r， 嘨嘱 嘫 x嘩r 嘽 嘱 嘫 rx嘫
r嘨r − 嘱嘩

嘲嘡
x2 嘫 o嘨x2嘩, x→ 嘰。

证明. 设 r 嘽 m
n，嘨嘱 嘫 x嘩

m
n 嘽 嘱 嘫 α嘨x嘩。则 噬噩噭

x→0
α嘨x嘩 嘽 嘰。

于是 嘨嘱 嘫 x嘩m 嘽 噛嘱 嘫 α嘨x嘩噝
n
，从而

嘱 嘫mx嘫 o嘨x嘩 嘽 嘱 嘫 nα嘨x嘩 嘫 o嘨α嘨x嘩嘩, x→ 嘰.

根据定理嘲嘮嘵嘮嘱嘱，α嘨x嘩 嘽 m
n x 嘫 o嘨x嘩 嘽 rx 嘫 o嘨x嘩，x → 嘰。再令 嘨嘱 嘫 x嘩

m
n 嘽

嘱 嘫 rx嘫 β嘨x嘩。则 噬噩噭
x→0

β嘨x嘩 嘽 嘰，于是 嘨嘱 嘫 x嘩m 嘽 噛嘱 嘫 rx嘫 β嘨x嘩噝
n
，从而

嘱 嘫mx嘫
m嘨m− 嘱嘩

嘲
x2 嘫 o嘨x2嘩

嘽 嘨嘱 嘫 rx嘩
n
嘫 n 嘨嘱 嘫 rx嘩

n−1
β嘨x嘩 嘫 o嘨β嘨x嘩嘩

嘽嘱 嘫 nrx嘫
r2n嘨n− 嘱嘩

嘲
x2 嘫 o嘨x2嘩 嘫 nβ嘨x嘩 嘫 o嘨β嘨x嘩嘩

所以根据定理嘲嘮嘶嘮嘳，

β嘨x嘩 嘽
嘱

嘲

[
r嘨m− 嘱嘩− r2嘨n− 嘱嘩

]
x2 嘫 o嘨x2嘩 嘽

r嘨r − 嘱嘩

嘲
x2 嘫 o嘨x2嘩.

所以 嘨嘱 嘫 x嘩r 嘽 嘱 嘫 rx嘫 r(r−1)
2! x2 嘫 o嘨x2嘩, x→ 嘰
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历史上 噎噥噷噴噯噮曾用类似的办法得到：对任意有理数 r，

嘨嘱嘫x嘩r 嘽 嘱嘫 rx嘫
r嘨r − 嘱嘩

嘲嘡
x2 嘫 · · ·嘫 r嘨r − 嘱嘩 · · · 嘨r − k 嘫 嘱嘩

k嘡
xk嘫 · · · , x→ 嘰.

当 r 是正整数时，这是人们早已熟知的二项式展开，此时上式右端只有有限多

项，到 k 嘽 r 时结束。噎噥噷噴噯噮 发现这个展开对有理数也成立，它被称为广义

Newton 二项式1。 噎噥噷噴噯噮 从这样一个基本发现出发得到了一系列重要的结

果。广义二项式这个结论我们将在后面将用 噔噡噹噬噯噲展开的办法得到，那时指数

r可以是任意实数。

习题2.5

嘱嘮 证明 o嘨f嘩 ± o嘨f嘩 嘽 o嘨f嘩，O嘨f嘩 ± O嘨f嘩 嘽 O嘨f嘩，o嘨f嘩 · O嘨g嘩 嘽 o嘨fg嘩，

O嘨f嘩 · O嘨g嘩 嘽 O嘨fg嘩；如果 g 6嘽 嘰，则 f 嘽 O嘨g嘩 当且仅当 f
g 嘽 O嘨嘱嘩，

f 嘽 o嘨g嘩当且仅当 f
g 嘽 o嘨嘱嘩。

嘲嘮 设 嘰 < a < b，f嘨x嘩 嘽
(
ax+bx

2

) 1
x。求 噬噩噭

x→0
f嘨x嘩， 噬噩噭

x→−∞
f嘨x嘩， 噬噩噭

x→+∞
f嘨x嘩。

嘳嘮 问

嘨噡嘩

噬噩噭
x→0

噳噩噮
(
x2 噳噩噮 1

x

)
x2 噳噩噮 1

x

嘽 嘱

成立吗？为什么？

嘨噢嘩

噬噩噭
x→0

噳噩噮
(
x2 噳噩噮 1

x

)
x

嘽 噬噩噭
x→0

噳噩噮
(
x2 噳噩噮 1

x

)
x2 噳噩噮 1

x

·
x2 噳噩噮 1

x

x

成立吗？为什么？

嘨噣嘩

噬噩噭
x→0

噳噩噮
(
x2 噳噩噮 1

x

)
x

嘽 噬噩噭
x→0

x2 噳噩噮 1
x

x

成立吗？为什么？

嘴嘮 嘨嘱嘩 设 f 在 x 嘽 嘰处连续，f嘨嘰嘩 嘽 嘰，并且 噬噩噭
x→0

f嘨嘲x嘩− f嘨x嘩
x

嘽 λ。证明

f嘨x嘩 嘽 λx嘫 o嘨x嘩, x→ 嘰.

嘨嘲嘩 利用上述结果证明

噥x 嘽 嘱 嘫 x嘫
x2

嘲
嘫 o嘨x2嘩, x→ 嘰.

1在1676年9月13日通过皇家学会秘书 Henry Oldenburg写给 Leibniz的信里 Newton解释了这

个结果。https://cudl.lib.cam.ac.uk/view/MS-ADD-03977/63



嘵嘸 噃噈噁噐噔噅噒 嘲嘮 连续与极限

你能用这个办法得到 噥x 在 x→ 嘰时的更高阶的展开形式吗？嘨提示：考虑

噥x 嘽 嘱 嘫 x嘫 xf嘨x嘩并利用 噥2x 嘽 噥x噥x 嘩

嘨嘳嘩 你能得到 噳噩噮x在 x→ 嘰时的更高阶展开吗？

嘵嘮 Aitken 加速法是由新西兰数学家 噁噬噥噸噡噮噤噥噲 噁噩噴噫噥噮（嘱嘸嘹嘵年 嘴月 嘱日噻

嘱嘹嘶嘷年 嘱嘱月 嘳日）于 嘱嘹嘲嘶年提出的一个加速数列收敛的方法。如果数列

{xn}收敛于 x∗，那么在坐标平面中过点 嘨xn, xn+1嘩和点 嘨xn+1, xn+2嘩做

一条直线，认为这条直线与对角线 y 嘽 x的交点为 嘨x∗, x∗嘩的近似值，这

样得到 x∗ 的近似值

yn 嘽
xn+2xn − x2

n+1

xn+2 嘫 xn − 嘲xn+1
嘽 xn −

嘨xn+1 − xn嘩2

xn+2 嘫 xn − 嘲xn+1
.

嘨嘱嘩 如果 噬噩噭
n→+∞

xn+1−x∗
xn−x∗ 嘽 µ ∈ 嘨嘰, 嘱嘩，证明 噬噩噭

n→+∞
|yn−x∗|
|xn−x∗| 嘽 嘰。

嘨嘲嘩 如果 xn 嘽 x∗ 嘫 α
np 嘫 o

(
1
np

)
嘨 n→ 嘫∞ 嘩 ，求 |yn − x∗|的阶。
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习题讨论课1

嘱嘮 求 噬噩噭
x→1

x3 − 嘳x嘫 嘲

x4 − 嘴x嘫 嘳
。

嘲嘮 求 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩µ − 嘱

x
。

嘳嘮 求 噬噩噭
x→−8

√
嘱− x− 嘳

嘲 嘫 3
√
x
。

嘴嘮 求 噬噩噭
x→a

xµ − aµ

x− a
。

嘵嘮 求 噬噩噭
x→∞

嘨x− 嘱嘩嘨x− 嘲嘩嘨x− 嘳嘩嘨x− 嘵嘩

嘨嘵x− 嘱嘩5
。

嘶嘮 求 噬噩噭
x→∞

(
3
√
x3 嘫 x2 嘫 嘱− 3

√
x3 − x2 嘫 嘱

)
。

嘷嘮 求 噬噩噭
x→1

噡噲噣噴噡噮
嘱

嘱− x
。

嘸嘮 设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A，其中 A ∈ R或 A 嘽 −∞或 A 嘽 嘫∞或 A 嘽 ∞。请判
断

噬噩噭
n→+∞

a1 嘫 a2 嘫 · · ·嘫 an
n

嘽 A

是否成立。若成立，请用极限的定义给出证明；若不成立，请给出反例。

嘹嘮 设 an > 嘰满足 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A，其中 A ≥ 嘰或 A 嘽 嘫∞。请判断

噬噩噭
n→+∞

n
√
a1a2 · · · an 嘽 A

是否成立。若成立，请给出证明；若不成立，请给出反例。

嘱嘰嘮 设 a > 嘱, α > 嘰, β > 嘰。证明

噬噩噭
n→+∞

n
√
n 嘽 嘱, 噬噩噭

n→+∞

噬噮n

n
嘽 嘰, 噬噩噭

x→+∞

噬噮x

xα
嘽 嘰, 噬噩噭

x→+∞

xβ

ax
嘽 嘰.

嘱嘱嘮 求 噬噩噭
n→+∞

an

n嘡
， 噬噩噭
n→+∞

n嘡
(a
n

)n
。

嘱嘲嘮 设xn > 嘰嘨 ∀n ≥ 嘱 嘩。证明数列

{
n∑
k=1

xk

}
收敛当且仅当数列

{
n∏
k=1

嘨嘱 嘫 xk嘩

}
n≥1

收敛。

嘱嘳嘮 设 f 嘺 R→ R满足

f

(
x嘫 y

嘲

)
≤ f嘨x嘩 嘫 f嘨y嘩

嘲
, ∀x, y ∈ R.
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证明

嘨嘱嘩 对任何有理数 r ∈ 噛嘰, 嘱噝，

f嘨嘨嘱− r嘩x嘫 ry嘩 ≤ 嘨嘱− r嘩f嘨x嘩 嘫 rf嘨y嘩, ∀x, y ∈ R.

嘨嘲嘩 如果 f 连续，则对任意 t ∈ 噛嘰, 嘱噝，

f嘨嘨嘱− t嘩x嘫 ty嘩 ≤ 嘨嘱− t嘩f嘨x嘩 嘫 tf嘨y嘩, ∀x, y ∈ R.

嘨嘳嘩如果 f 连续，则对任意 t1, t2, . . . , tn ∈ 噛嘰, 嘱噝，只要 t1嘫t2嘫· · ·嘫tn 嘽 嘱，

就有对任意 x1, x2, . . . , xn ∈ R，

f嘨t1x1 嘫 t2x2 嘫 · · ·嘫 tnxn嘩 ≤ t1f嘨x1嘩 嘫 t2f嘨x2嘩 嘫 · · ·嘫 tnf嘨xn嘩.

嘨嘴嘩 如果 f 在任何有界闭区间中有界，则 f 连续。

嘨嘵嘩 如果 f 没有第二类间断点，则 f 连续。

嘨嘶嘩 如果 f 单调，则 f 连续。

嘱嘴嘮 设 {xn}n≥1满足对任意正整数n,m，嘰 ≤ xn+m ≤ xn嘫xm。证明 噬噩噭
n→+∞

xn
n

嘽

噩噮噦
n≥1

xn
n
。



第 3章 深入了解连续性

在前面两章中，我们重新认识了实数，特别是实数的确界性质，了解了连

续函数和极限的概念和基本性质。在这一章里，我们将要对实数和函数的连续

性进一步研究，为后续内容的学习打好基础。

3.1 实数的连续性

为了寻找一个问题的答案，我们往往先大致预估一下答案所在的范围，然

后再逐步缩小这个范围。以下“有界闭区间套定理”正是这样一个想法，利用

它我们能够通过一系列筛选最终找到问题的答案。

定义 3.1.1 嘨闭集). 称 I ⊆ R是闭集，如果 I 满足：

数列 {xn}n≥1满足 xn ∈ I（∀n ≥ 嘱）且 噬噩噭
n→+∞

xn 嘽 x0 ⇒ x0 ∈ I。

如果一个区间是闭集，那么称它是一个闭区间。闭区间有如下几种形式：

噛a, b噝, 噛a,嘫∞嘩, 嘨−∞, b噝, 嘨−∞,嘫∞嘩, ∅,

其中只有第一种是非空的有界闭区间。

定理 3.1.2 嘨有界闭区间套定理). 设一列非空有界闭区间 噛an, bn噝构成一个区间

套，即对任意正整数 n，噛an+1, bn+1噝 ⊆ 噛an, bn噝。则
⋂
n≥1

噛an, bn噝 6嘽 ∅。若进一

步 噬噩噭
n→+∞

嘨bn − an嘩 嘽 嘰，则存在唯一的实数 A使得
⋂
n≥1

噛an, bn噝 嘽 {A}。

证明. 由 噛an+1, bn+1噝 ⊆ 噛an, bn噝知

a1 ≤ · · · ≤ an ≤ an+1 ≤ · · · ≤ bn+1 ≤ bn ≤ · · · ≤ b1,

所以数列 {an}n≥1 单调不减有上界，数列 {bn}n≥1 单调不增有下界。因此确界

A 嘽 噳噵噰
n≥1

an, B 嘽 噩噮噦
n≥1

bn存在，而且 A ≤ B。

嘶嘱
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c ∈
⋂
n≥1

噛an, bn噝 当且仅当 c 是 {an}n≥1 上界且是 {bn}n≥1 下界，当且仅

当 A ≤ c ≤ B。因此
⋂
n≥1

噛an, bn噝 嘽 噛A,B噝。若 噬噩噭
n→+∞

嘨bn − an嘩 嘽 嘰，则由

嘰 ≤ B −A ≤ bn − an 知 B −A 嘽 嘰，所以 A 嘽 B，
⋂
n≥1

噛an, bn噝 嘽 {A}。

在上述定理中，“有界”、“闭”、“套”都是不可或缺的重要条件。

以下的“列紧性”定理可以帮助我们从一堆看似杂乱无章的近似解中找到

逼近最终解的线索。同时，从它的证明过程中我们可以体会有界闭区间套这个

重要工具是如何帮助我们解决具体问题的。

为了找到数列 {xn}的一个收敛子列 {xnk}以及相应的极限A，我们只需找

到这样的实数 A：在 A的任意近旁，都聚集着数列 {xn}的无穷多项。

定理 3.1.3 嘨列紧性). 任何有界的实数列必含有收敛的子列。

证明. 设 {xn}n≥1 有界。于是存在实数 a1, b1 使得对任意 n ≥ 嘱，xn ∈ 噛a1, b1噝。

取 n1 嘽 嘱。

如果区间
[
a1,

a1+b1
2

]
中含有数列 {xn}n≥1的无穷多项，则取 a2 嘽 a1, b2 嘽

a1+b1
2 ；否则取 a2 嘽 a1+b1

2 , b2 嘽 b1。因此 噛a2, b2噝中含有数列 {xn}n≥1 的无穷

多项，取 n2 > n1使 xn2 ∈ 噛a2, b2噝。

按照这个办法可以得到有界闭区间套噛ak, bk噝，以及 {xn}n≥1的子列 {xnk}k≥1

使得对任意 k ≥ 嘱，xnk ∈ 噛ak, bk噝。因为 噬噩噭
k→+∞

嘨bk − ak嘩 嘽 噬噩噭
k→+∞

b1−a1
2k−1 嘽 嘰，

所以由闭区间套定理（定理嘳嘮嘱嘮嘲），存在 A ∈ R使得
⋂
k≥1

噛ak, bk噝 嘽 {A}。因为

A, xnk ∈ 噛ak, bk噝，所以

|xnk −A| ≤ |bk − ak| 嘽
b1 − a1

嘲k−1
,

从而 噬噩噭
k→+∞

xnk 嘽 A。

根据定义，要验证一个数列 {an}n≥1 收敛，就是要找到这样的实数 A，使

得 |an − A|随着 n变大而越来越接近于零。我们把 an 当成 A的近似值，如果

无法得到 A的精确值，那么我们就无法知道误差 |an − A|的大小。在这种情况
下，就无法利用极限的定义来说明数列 {an}n≥1 收敛到 A。以下的“噃噡噵噣器噹准

则”告诉我们可以通过测量值之间的误差 |am−an|来验证数列 {an}n≥1是否收

敛。

定理 3.1.4 嘨数列收敛的 Cauchy 准则). 数列 {an}n≥1 收敛当且仅当它是一

个 Cauchy 数列，即对任意 ε > 嘰，存在 Nε ≥ 嘱 使得对任意 m,n ≥ Nε，

|am − an| < ε。

证明. 必要性嘨即收敛数列是 噃噡噵噣器噹数列嘩的证明留给读者完成。下证充分性。
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设 {an}n≥1是噃噡噵噣器噹数列。则存在n1使得对任意m,n ≥ n1，|am − an| <
嘱。从而对任意正整数 n，

|an| ≤ |an1
|嘫 |an − an1

| ≤ |an1
|嘫 嘱 嘫 噭噡噸

1≤k≤n1

|ak − an1
| .

所以 {an}n≥1 是有界数列，从而根据定理嘳嘮嘱嘮嘳，{an}n≥1 有收敛子列。设 A 嘽

噬噩噭
k→+∞

ank。存在K 使得 nK ≥ Nε 且 |anK −A| < ε。于是对任意 n ≥ Nε，

|an −A| ≤ |an − anK |嘫 |anK −A| < 嘲ε.

因此 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A。

我们再给一个证明，可以进一步体会如何使用有界闭区间套定理这个工

具。

充分性的另一个证明. 我们用有界闭区间套定理给充分性一个另外的证明。跟

上面证明一样，我们知道 噃噡噵噣器噹数列是有界的，设 x1, y1 使得数列 {an}中的
所有项都在有界闭区间 噛x1, y1噝中。令

u1 嘽
嘲x1 嘫 y1

嘳
, v1 嘽

x1 嘫 嘲y1

嘳
.

则由 噃噡噵噣器噹数列的定义知， 噛x1, u1噝和 噛v1, y1噝这两个闭区间中至少有一个不能

包含数列 {an}中的无穷多项。
如果 噛x1, u1噝不包含数列 {an}中的无穷多项，则取 x2 嘽 u1, y2 嘽 y1；否则

取 x2 嘽 x1, y2 嘽 v1。总之，有界闭区间 噛x2, y2噝之外最多只有数列 {an}中的有
限多项，即存在正整数 N1使得对任意 n ≥ N1，an ∈ 噛x2, y2噝。

如此得到正整数列 N1 ≤ N2 ≤ N3 ≤ · · · 以及有界闭区间套 噛xk, yk噝，使得

对任意 n ≥ Nk，an ∈ 噛xk, yk噝；|xk − yk| 嘽
(

2
3

)k−1 |x1 − y1|。
由有界闭区间套定理知存在实数 A 使得 {A} 嘽

⋂
k≥1

噛xk, yk噝。从而对任意

k ≥ 嘱，对任意 n ≥ Nk，

|an −A| ≤ |xk − yk| 嘽
(
嘲

嘳

)k−1

|x1 − y1|,

所以 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A。

习题3.1

嘱嘮 设 I 是一个有界闭区间，则 I 嘽 噛α, β噝 嘽 {x ∈ R|α ≤ x ≤ β}，其中
α 嘽 噩噮噦 I，β 嘽 噳噵噰 I。

嘲嘮 设 f 嘺 R→ R是连续函数。证明对任何实数 b， {x ∈ R|f嘨x嘩 ≤ b}是闭集；
一般地，对任何闭集 F ⊆ R，f−1嘨F 嘩 嘽 {x ∈ R|f嘨x嘩 ∈ F}是闭集。

嘳嘮 设 {Fn}是一列有界的非空闭集，满足 Fn+1 ⊂ Fn。
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嘨噡嘩 证明
⋂
n≥1

Fn 6嘽 ∅。

嘨噢嘩 如果进一步， 噬噩噭
n→+∞

噳噵噰
x,y∈Fn

|x− y| 嘽 嘰，则
⋂
n≥1

Fn 6嘽 ∅是单点集。

嘴嘮 证明不含任何收敛子列的数列一定是无穷大数列。

嘵嘮 设 F 是一个序域。证明以下结论都等价于 F 嘽 R。

嘨噡嘩 F 满足确界公理。

嘨噢嘩 F 满足任何单调不减且有上界的序列都收敛。

嘨噣嘩 F 满足阿基米德性质以及闭区间套性质。

嘨噤嘩 F 中任何有界数列都有收敛子列。

嘨噥嘩 F 满足阿基米德性质以及 噃噡噵噣器噹准则。

3.2 应用：迭代与不动点

把计算器设为弧度制，然后随便输入一个数字，不断地按 cos按钮，你会

看到什么现象？换一个数字，重复上述过程，你会有什么发现？

很多时候，一个数列是靠递推关系 xn+1 嘽 f嘨xn嘩产生的，或者说这个数列

由初值 x0 和 f 的不断迭代产生。其中一个简单情形是 x0 是 f 的一个不动点，

f嘨x0嘩 嘽 x0，这时产生的数列是常数数列。一个稍微复杂一点的情形是 x0 经 f

的迭代收敛到一个不动点，这个不动点是数列 xn的极限。很多数学问题可以转

化为解方程，而后者又可以改写成不动点形式。同时，很多科学中的复杂问题

要用算法才能解决，而迭代算法是其中很重要的一类方法。所以不动点问题无

论在理论研究中还是在实际应用中都有重要意义。在这一节中，我们要研究在

什么条件下一个函数产生的迭代数列可以收敛到一个不动点。

图 嘳嘮嘱嘺

定理 3.2.1 嘨压缩不动点定理). 设 I 是闭集，f 嘺 I → R满足 f嘨I嘩 ⊆ I，且存在

常数 嘰 < λ < 嘱使得对任意 x, y ∈ I，|f嘨x嘩− f嘨y嘩| ≤ λ |x− y|（此时称 f 为集
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合 I 上的一个压缩映射）。则存在唯一的 x∗ ∈ I 使得 f嘨x∗嘩 嘽 x∗，并且对任意

x ∈ I， 噬噩噭
n→+∞

fn嘨x嘩 嘽 x∗。其中 fn 嘽 f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n个f

是 f 的 n次迭代。

证明. 任取 x ∈ I，记 xn 嘽 fn嘨x嘩嘨 n 嘽 嘰, 嘱, 嘲, . . . 嘩。则

|xn+2 − xn+1| 嘽 |f嘨xn+1嘩− f嘨xn嘩| ≤ λ |xn+1 − xn| ≤ λn+1 |x1 − x0| ,

从而

|xn+p − xn| ≤
p∑
k=1

|xn+k − xn+k−1| ≤
p∑
k=1

λn+k−1 |x1 − x0| ≤
λn

嘱− λ
|x1 − x0| ,

所以 {xn}n≥1 是 噃噡噵噣器噹数列。根据定理嘳嘮嘱嘮嘴，极限 噬噩噭
n→+∞

xn 嘽 x∗ 存在。在

上述不等式中令 p→ 嘫∞，得到

|x∗ − xn| ≤
λn

嘱− λ
|x1 − x0| .

于是

|f嘨x∗嘩− x∗| ≤ |f嘨x∗嘩− f嘨xn嘩|嘫 |f嘨xn嘩− x∗|

≤ λ |x∗ − xn|嘫 |xn+1 − x∗| ≤
嘲λn+1

嘱− λ
|x1 − x0| ,

令 n→ 嘫∞，得到 |f嘨x∗嘩− x∗| ≤ 嘰，从而 f嘨x∗嘩 嘽 x∗。对任意 y ∈ I，

|fn嘨y嘩− x∗| 嘽 |fn嘨y嘩− fn嘨x∗嘩| ≤ λn |y − x∗| ,

所以 噬噩噭
n→+∞

fn嘨y嘩 嘽 x∗。若 噾x ∈ I 满足 f嘨噾x嘩 嘽 噾x，则 噾x 嘽 噬噩噭
n→+∞

fn嘨噾x嘩 嘽 x∗。

例 3.2.2. 考虑 f 嘺 R→ R, f嘨x嘩 嘽 噣噯噳x，xn 嘽 fn嘨x0嘩。

对任意 x0 ∈ R，x1 嘽 f嘨x0嘩 ∈ 噛−嘱, 嘱噝 ⊂
(
−π2 ,

π
2

)
，所以 x2 ∈ 噛嘰, 嘱噝。因此对

任意 n ≥ 嘲，xn ∈ 噛嘰, 嘱噝。

对任意 x, y ∈ 噛嘰, 嘱噝，

|f嘨x嘩− f嘨y嘩| 嘽 | 噣噯噳x− 噣噯噳 y| 嘽
∣∣∣∣嘲 噳噩噮 x嘫 y

嘲
噳噩噮

y − x
嘲

∣∣∣∣ ≤ 噳噩噮 嘱 · |x− y|.

所以 f 是映闭区间 噛嘰, 嘱噝到其自身的压缩映射，因此 f 有唯一的不动点 x∗，对

任意 x0 ∈ R，fn嘨x0嘩收敛到 x∗。

一般而言，压缩条件通常只是一个在不动点附近的局部条件。在实际应用

中，会出现非压缩情形、大范围情形以及高维情形，函数迭代会展现出更丰富

也更复杂的行为，其中的奥秘值得去探索。

习题3.2
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嘱嘮 把 噋噥噰噬噥噲方程 x− ε 噳噩噮x 嘽 y改写为不动点形式 x 嘽 ε 噳噩噮x嘫 y。证明

嘨嘱嘩若 嘰 < ε < 嘱，则对任意 y ∈ R，噋噥噰噬噥噲方程有唯一解 x嘨y嘩，讨论 x嘨y嘩

关于 y的连续性。

嘨嘲嘩 若 y ∈ R，则对任意 ε ∈ 嘨嘰, 嘱嘩， 噋噥噰噬噥噲方程有唯一解 x嘨ε嘩，讨论 x嘨ε嘩

关于 ε的连续性。

嘲嘮 为了求解 x2 嘫 px嘫 q 嘽 嘰嘨 q 6嘽 嘰 嘩，把该方程改写为 x 嘽 − q
x − p。并利用

迭代 xn+1 嘽 − q
xn
− p计算上述方程的近似解。这个算法的优势在于它只

用简单的算术运算，而不必求平方根。

嘨嘱嘩 问对怎样的初值 x1，这个迭代会收敛到原二次方程的零点？

嘨嘲嘩 我们知道方程 x2 − x− 嘱 嘽 嘰有两个不同的实数解，请利用数值计算，

看看能否通过选择不同的初值得到所有的解，观察计算结果，发现其中的

问题并给予解释。

嘳嘮 设 c > 嘰，an+1 嘽
√
c嘫 an。求 a1 的范围使得数列 {an}n≥1 有意义且收

敛。提示：考虑函数 f嘨x嘩 嘽
√
x嘫 c。

嘴嘮 证明 xn+1 嘽 axn+b
αxn+β 可以通过适当的形如 yn 嘽 cxn 嘫 d的变换变为以下形

式之一：

嘨嘱嘩 yn+1 嘽 yn嘫A嘻 嘨嘲嘩 yn+1 嘽 Ayn嘻 嘨嘳嘩 yn+1 嘽
A

yn
嘻 嘨嘴嘩 yn+1 嘽 嘱嘫

A

yn
.

然后分别讨论它们的极限行为。

3.3 连续函数的介值性质，反函数的连续性

定理 3.3.1 嘨噂噯噬噺噡噮噯 嘱嘸嘱嘷嘩. 设 I ⊆ R 是区间，f 嘺 I → R 连续。则 f嘨I嘩 嘽

{f嘨x嘩|x ∈ I}也是区间。等价说法是，若 x1, x2 ∈ I，f嘨x1嘩 < f嘨x2嘩，则对任意

y ∈ 嘨f嘨x1嘩, f嘨x2嘩嘩，存在介于 x1, x2 之间的 x（从而 x ∈ I ）使得 f嘨x嘩 嘽 y。

证明. 嘨二分法嘩 不妨设 x1 < x2。假设对任意 x ∈ 嘨x1, x2嘩，f嘨x嘩 6嘽 y。

取 a1 嘽 x1，b1 嘽 x2。若 f
(
a1+b1

2

)
> y ，则取 a2 嘽 a1，b2 嘽 a1+b1

2 ；若

f
(
a1+b1

2

)
< y ，则取 a2 嘽 a1+b1

2 ，b2 嘽 b1。

如此不断进行下去得到闭区间套噛an+1, bn+1噝 ⊆ 噛an, bn噝，对任意n，f嘨an嘩 <

y < f嘨bn嘩。由闭区间套定理（定理嘳嘮嘱嘮嘲），存在实数 ξ 使得
⋂
n≥1

噛an, bn噝 嘽 {ξ}。

则 ξ ∈ I， 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 噬噩噭
n→+∞

bn 嘽 ξ。

因为 f 在 ξ 连续，所以 噬噩噭
n→+∞

f嘨an嘩 嘽 噬噩噭
n→+∞

f嘨bn嘩 嘽 f嘨ξ嘩。由数列的保序

性，f嘨ξ嘩 ≤ y ≤ f嘨ξ嘩，所以 f嘨ξ嘩 嘽 y。但这与假设对任意 x ∈ 嘨x1, x2嘩，f嘨x嘩 6嘽 y

矛盾。所以存在 x ∈ 嘨x1, x2嘩使得 f嘨x嘩 嘽 y。

推论 3.3.2. 设 I ⊆ R是区间，f 嘺 I → R是连续单射。则 f 是严格单调函数。
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证明. 断言：若 x1, x2 ∈ I 满足 x1 < x2 且 f嘨x1嘩 < f嘨x2嘩，则 f 在区间 噛x1, x2噝

上是严格增函数。

断言的证明：任取 x, y ∈ 嘨x1, x2嘩满足 x < y。

若 f嘨x嘩 < f嘨x1嘩，则 f嘨x嘩 < f嘨x1嘩 < f嘨x2嘩，于是由介值性质知存在 ξ ∈
嘨x, x2嘩使得 f嘨ξ嘩 嘽 f嘨x1嘩，这与 f 是单射矛盾。因此 f嘨x嘩 > f嘨x1嘩。

同理可证 f嘨x嘩 < f嘨x2嘩。所以 f嘨x1嘩 < f嘨x嘩 < f嘨x2嘩。

对 x, y, x2重复上面对 x1, x, x2的讨论知，f嘨x嘩 < f嘨y嘩 < f嘨x2嘩。

所以 f嘨x1嘩 < f嘨x嘩 < f嘨y嘩 < f嘨x2嘩。因此 f 在区间 噛x1, x2噝上是严格增函

数。

由断言知 f 在区间 I 的任何有界闭子区间上都是严格单调的。所以 f 在 I

上是严格单调的。

推论 3.3.3. 设 I ⊆ R是区间，f 嘺 I → R是连续单射。则 f−1 嘺 f嘨I嘩 → I 是连

续函数。

证明. 由前一个推论知 f 嘺 I → R是严格单调函数。由介值性质知 f嘨I嘩是区间。

于是 f−1 嘺 f嘨I嘩 → I 是严格单调的，并且它把区间 f嘨I嘩映为区间 I，所以 f−1

连续。

例 3.3.4. 噳噩噮 嘺
(
−π2 ,

π
2

)
→ 嘨−嘱, 嘱嘩，噴噡噮 嘺

(
−π2 ,

π
2

)
→ R，噣噯噳 嘺 嘨嘰, π嘩→ 嘨−嘱, 嘱嘩，

噣噯噴 嘺 嘨嘰, π嘩 → R 都是连续的严格单调函数，它们的反函数 噡噲噣噳噩噮 嘺 嘨−嘱, 嘱嘩 →(
−π2 ,

π
2

)
，噡噲噣噴噡噮 嘺 R→

(
−π2 ,

π
2

)
，噡噲噣噣噯噳 嘺 嘨−嘱, 嘱嘩→ 嘨嘰, π嘩，噡噲噣噣噯噴 嘺 R→ 嘨嘰, π嘩

也都是严格单调的连续函数。

定义 3.3.5. 多项式、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数称

为基本初等函数。有限多个基本初等函数通过有限多次四则运算和复合得到的

函数称为初等函数。

初等函数都是连续函数。

习题3.3

嘱嘮 求正数 a的平方根
√
a就是解方程 x2 嘽 a。古巴比伦人给出一个求

√
a近

似值的方法：xn+1 嘽 1
2

(
xn 嘫 a

xn

)
——对 a的任何近似值 xn，xn与

a
xn
必

然一个是
√
a的不足近似值，另一个是过剩近似值。作为

√
a的近似值，

xn+1 嘽 1
2

(
xn 嘫 a

xn

)
总是比 xn 与

a
xn
中较差的一个近似值更好。

嘨嘱嘩 请对这个说法给予讨论。

嘨嘲嘩 分别利用二分法和古巴比伦人的方法计算
√
嘲的近似值，并对计算结

果进行比较，你能解释你看到的现象吗？

嘨嘳嘩 对不同的 嘰 < λ < 嘱，比较 xn+1 嘽 λxn 嘫 嘨嘱− λ嘩 axn 的收敛效果。
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嘲嘮 设 n是正整数，连续函数 f 嘺 R→ R满足 f嘨x嘩 嘽 x2n−1嘫o嘨x2n−1嘩, x→
∞。证明 f 是满射。问：是否存在 N > 嘰使得对任意 |y| > N，f嘨x嘩 嘽 y

有唯一解？若连续函数 g 嘺 R→ R满足 g嘨x嘩 嘽 x2n 嘫 o嘨x2n嘩，x→∞，问
g是否为满射？

嘳嘮 设 f 嘺 I → R是区间 I 上的一个单射。证明如果 f 连续，则 f 是严格单调

的，从而 f−1 嘺 f嘨I嘩→ I 连续。

嘴嘮 设连续函数 f 嘺 噛a, b噝 → R满足 f 噛a, b噝 ⊆ 噛a, b噝或者 噛a, b噝 ⊆ f 噛a, b噝。证明 f

至少有一个不动点。如果把 噛a, b噝改成任意区间，结论是否还成立？

嘵嘮 用确界性质证明连续函数介值定理。设 f 嘺 噛a, b噝 → R连续，f嘨a嘩 < c <

f嘨b嘩。记 A 嘽 {x ∈ 噛a, b噝|f嘨x嘩 < c}，证明 ξ 嘽 噳噵噰A满足 f嘨ξ嘩 嘽 c。1

嘶嘮 证明例嘳嘮嘳嘮嘴中的结论。

3.4 有界闭集上的连续函数

引理 3.4.1. I ⊂ R 是有界闭集当且仅当 I 中任何数列都含有在 I 中收敛的子

列。

证明. （必要性）设 I 是有界闭集，xn ∈ I嘨n ≥ 嘱嘩。则 {xn}n≥1 是有界数列，

从而有收敛子列 {xnk}k≥1，x0 嘽 噬噩噭
k→+∞

xnk。因为 I 是闭集，所以 x0 ∈ I。

（充分性）设 I 中任何数列都含有在 I 中收敛的子列。

假若 I 无界，则存在 xn ∈ I 使得 |xn| > n。于是 {xn}n≥1 的任何子列都无

界，从而没有收敛子列。这与已知矛盾。因此 I 有界。

设 xn ∈ I 且存在极限 x0 嘽 噬噩噭
n→+∞

xn。根据已知， {xn}n≥1 有在 I 中收敛

的子列 {xnk}k≥1。因为 x0 嘽 噬噩噭
k→+∞

xnk，所以 x0 ∈ I。因此 I 是闭集。

定理 3.4.2. 设 I ⊆ R是有界闭集，f 嘺 I → R连续。则 f嘨I嘩 嘽 {f嘨x嘩|x ∈ I}是
有界闭集。

证明. 任取 f嘨xn嘩 ∈ f嘨I嘩，其中 xn ∈ I。
因为 I 是有界闭集，所以根据引理， {xn}n≥1有收敛子列 {xnk}k≥1，满足

x0 嘽 噬噩噭
k→+∞

xnk ∈ I。由 f 的连续性知 噬噩噭
k→+∞

f嘨xnk嘩 嘽 f嘨x0嘩 ∈ f嘨I嘩，所以根据

引理知 f嘨I嘩是有界闭集。

推论 3.4.3. 设 I ⊆ R是有界闭集，f 嘺 I → R连续。则 f嘨I嘩 嘽 {f嘨x嘩|x ∈ I}有
最大值和最小值

1这是 Bolzano给出的证明方法，见 Steve Ross编著的 The Mathematical Works by Bernard

Bolzano, Oxford University Press, 2006
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证明. 由定理嘳嘮嘴嘮嘱知 f嘨I嘩 ⊂ R是有界闭集。因此M 嘽 噳噵噰 f嘨I嘩,m 嘽 噩噮噦 f嘨I嘩存

在，并且M,m ∈ f嘨I嘩。从而M 和m分别是 f 在 I 上的最大值和最小值。

多项式方程求解是数学史中的重要问题之一。虽然只有四次和四次以下的

多项式存在求根公式，即可以用多项式的次数通过有限多次四则运算和开方运

算得到根的表达式，但是以下的代数学基本定理确保了多项式的根的存在性。

这个定理有很多不同的证明，我们这里给出一个比较初等的证明。为此我们把

之前的一些概念和结果推广到复数情形。

复变量函数 f 嘺 C → C 的连续性：对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰 使得当

|z − z0| < δ时，|f嘨z嘩− f嘨z0嘩| < ε。这里对复数 z 嘽 x嘫 噩y（x, y ∈ R是 z的实

部和虚部） |z| 嘽
√
x2 嘫 y2。

集合 K ⊆ C 的有界性、K 是闭集以及复数列的极限概念都与实数情形的
定义形式相同，不再赘述。

集合 K ⊆ C 有界当且仅当 K 的实部集合 {x ∈ R|∃z ∈ K, x是 z的实部}
与K的虚部集合 {y ∈ R|∃z ∈ K, y是 z的虚部}都是有界集。因此 C中任何有
界数列必有收敛子列。

与定理嘳嘮嘴嘮嘲和推论嘳嘮嘴嘮嘳的证明相同，可以得到：对任何连续函数 f 嘺 C →
C以及任何非空有界闭集K ⊆ C，|f嘨z嘩|在K 上有最小值。

例 3.4.4 嘨代数学基本定理). 任何复系数非常值多项式至少有一个复数根。

证明. 设 P 嘨z嘩 嘽 zn 嘫 an−1z
n−1 嘫 · · ·嘫 a1z 嘫 a0，n ≥ 嘱。

图 嘳嘮嘲嘺 左：存在 z使得 |Q嘨z嘩| < 嘱；右：|z| > R⇒ |P 嘨z嘩| > |P 嘨嘰嘩|

第一步：证明 P 嘨z嘩没有离原点最近的非零值。

若 P 嘨z0嘩 6嘽 嘰，则令 Q嘨z嘩 嘽 P (z+z0)
P (z0) 。于是 Q嘨z嘩是 n次多项式满足 Q嘨z嘩 嘽

嘱 嘫 bmz
m 嘫 · · ·嘫 bnz

n，其中正整数m ≤ n且 bm 6嘽 嘰。

记 噾Q嘨z嘩 嘽 嘱 嘫 bmz
m。设 bm 嘽 r噥iθ。取 z∗ 嘽 ε噥iπ−θm ，其中

嘰 < ε < 噭噩噮

{
嘱,

嘱
m
√
r
,

r

|bm+1|嘫 · · ·嘫 |bn|

}
,
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则 噾Q嘨z∗嘩 嘽 嘱− rεm ∈ 嘨嘰, 嘱嘩，

|Q嘨z∗嘩| ≤
∣∣∣Q嘨z∗嘩− 噾Q嘨z∗嘩

∣∣∣嘫 ∣∣∣ 噾Q嘨z∗嘩
∣∣∣

≤ 嘨|bm+1|嘫 · · ·嘫 |bn|嘩 εm+1 嘫 嘨嘱− rεm嘩 < 嘱,

从而 |P 嘨z∗ 嘫 z0嘩| < |P 嘨z0嘩|。即 P 嘨z0嘩不是 P 嘨z嘩值域中离原点最近的点。

第二步：证明 |P 嘨z嘩|有最小值 |P 嘨z0嘩|。
取 R 嘽 嘱 嘫 嘲 嘨|an−1|嘫 · · ·嘫 |a1|嘫 |a0|嘩，则当 |z| ≥ R时，

|P 嘨z嘩| 嘽
∣∣zn 嘫 an−1z

n−1 嘫 · · ·嘫 a1z 嘫 a0

∣∣
≥ |z|n − |an−1| |z|n−1 − · · · − |a1| |z| − |a0|

≥ |z|n − 嘨|an−1|嘫 · · ·嘫 |a1|嘫 |a0|嘩 |z|n−1

嘽 |z|n
(
嘱− |an−1|嘫 · · ·嘫 |a1|嘫 |a0|

|z|

)
≥ |z|

n

嘲
≥ |z|

嘲
> |a0| 嘽 |P 嘨嘰嘩| .

因为 P 嘺 C → C是连续函数，所以 |P 嘨z嘩|在有界闭集 K 嘽 {z ∈ C| |z| ≤ R}上
有最小值 |P 嘨z0嘩|。从而对任意 z ∈ C，

|P 嘨z嘩| ≥ 噭噩噮 {|P 嘨z嘩| , |P 嘨嘰嘩|} ≥ |P 嘨z0嘩| .

所以 |P 嘨z0嘩|是 |P 嘨z嘩|在 C上的最小值。
再由第一步结论知 P 嘨z0嘩 嘽 嘰。

习题3.4

嘱嘮 设 I ⊂ R。证明 I 是有界闭集当且仅当 I 中每个数列 {xn}n≥1都有在 I 中

收敛的子列。

嘲嘮 设 n是正整数，连续函数 f 嘺 R→ R满足 f嘨x嘩 嘽 x2n嘫o嘨x2n嘩, x→∞。
证明 f 有最小值。

嘳嘮 嘨噡嘩 用确界性质证明：设 f 嘺 噛a, b噝→ R连续，则 f 在 噛a, b噝上有上界。（提

示：考虑 A 嘽 {x ∈ 噛a, b噝|f 在区间 噛a, x噝上有上界}）

嘨噢嘩 证明连续函数 f 嘺 噛a, b噝→ R有最大值。（提示：记M 嘽 噳噵噰{f嘨x嘩|a ≤
x ≤ b}，用反证法证明M 是 f 的函数值，考虑 g嘨x嘩 嘽 1

M−f(x) ）

嘴嘮 称 f 嘺 I → R是一个下半连续函数，如果对任意x0 ∈ I 以及任意 ε > 嘰，

存在 δ > 嘰使得

x ∈ I, |x− x0| < δ 嘽⇒ f嘨x嘩 > f嘨x0嘩− ε.

证明：如果 I ⊂ R是有界闭集，则 f 在 I 上取得最小值。
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3.5 函数的一致连续性

在一些实际问题中，一些物理量 y 可以从一些容易观测的物理量 x通过特

定的法则 y 嘽 f嘨x嘩计算得到。实际测量总会有误差，所以我们很难得到 x的精

确值，进而也就无法得到 y 的精确值。但是我们总还是可以得到 x的一些近似

值 噞x，我们希望近似值 噞y 嘽 f嘨噞x嘩不要明显偏离精确值 y。这就需要转化方式嘨即

函数 f 嘩是连续的。

但在实际问题中 f 仅仅连续是不够的。因为我们既然无从知道 x 的精确

值，也就无从知道 y 嘽 f嘨x嘩 的精确值，所以我们既无法直接知道误差 |噞x− x|
的大小，也无法知道误差 |f嘨噞x嘩− f嘨x嘩|的大小。一个现实的问题时，当我们不
知道 x 的真值时，如果 x 的两个近似值（通常取一对不足近似值和过剩近似

值） x1, x2 彼此足够接近时，是否能保证 f嘨x1嘩, f嘨x2嘩也足够接近呢？或者说，

|x1 − x2|小到什么程度可以使误差 |f嘨x1嘩− f嘨x2嘩|满足给定的精度要求？这就
要求 f 是一致连续函数。

定义 3.5.1. 称函数 f 嘺 I → R在 K ⊆ I 上是一致连续的，如果对任意 ε > 嘰，

存在 δε > 嘰 使得对任意 x0 ∈ K 以及任意 x ∈ I，只要 |x− x0| < δε，就有

|f嘨x嘩− f嘨x0嘩| < ε。这里 δε 只与 ε有关，与 x0 ∈ K 和 x ∈ I 无关。

例 3.5.2. 称函数 f 嘺 I → R是一个 Lipschitz函数，如果存在常数 L > 嘰使得

对任意 x, y ∈ I，|f嘨x嘩− f嘨y嘩| ≤ L |x− y|。噌噩噰噳噣器噩噴噺函数都是一致连续的。

例 3.5.3. 由例嘲嘮嘱嘮嘳的证明知函数
√
x在 噛嘰,嘫∞嘩上是一致连续的。

例 3.5.4. 函数 x2 在 R上不是一致连续的，但在任何有界闭区间 噛−N,N 噝上是

一致连续的。

证明. 对任意 ε > 嘰，取 δε 嘽
ε

2N+1+ε，则对任意 x0 ∈ 噛−N,N 噝以及 |x− x0| <
δε，|x| ≤ |x0|嘫δε < N嘫嘱，

∣∣x2 − x2
0

∣∣ 嘽 |x− x0| |x嘫 x0| ≤ |x− x0| 嘨|x|嘫 |x0|嘩 ≤
嘨嘲N 嘫 嘱嘩 |x− x0| < ε。所以在任何有界闭区间 噛−N,N 噝上，x2是一致连续的。

假设 x2在 R上是一致连续的。因为
∣∣∣(N 嘫 1

N

)2 −N2
∣∣∣ 嘽 ∣∣嘲 嘫 1

N2

∣∣ ≥ 嘲，所

以对 嘰 < ε < 嘲，相应的 δε 必须满足 嘰 < δε <
1
N。而 N 是任意的，所以不存在

定义中所说的只依赖与 ε的正数 δε。

例 3.5.5. 证明 噬噩噭
x→+∞

(
噳噩噮
√
x2 嘫 嘱− 噳噩噮x

)
嘽 嘰。

证明. 因为

|噳噩噮x− 噳噩噮 y| 嘽
∣∣∣∣嘲 噳噩噮 x− y嘲

噣噯噳
x嘫 y

嘲

∣∣∣∣ ≤ |x− y|
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所以 噳噩噮 嘺 R→ R是一致连续函数。而当 x→ 嘫∞时，∣∣∣√x2 嘫 嘱− x
∣∣∣ 嘽 x

∣∣∣∣∣
√
嘱 嘫

嘱

x2
− 嘱

∣∣∣∣∣ 嘽 x

(
嘱

嘲x2
嘫 o

(
嘱

x2

))
嘽

嘱

x
嘫 o

(
嘱

x

)
→ 嘰,

所以 噬噩噭
x→+∞

(
噳噩噮
√
x2 嘫 嘱− 噳噩噮x

)
嘽 嘰。

定理 3.5.6. 设 f 嘺 I → R连续，K ⊆ I 是有界闭集。则 f 在 K 上是一致连续

的。

证明. 假设 f 在 K 上不是一致连续的。则存在 ε > 嘰 以及数列 xn ∈ K 和

yn ∈ I 使得 |xn − yn| < 1
n 但 |f嘨xn嘩− f嘨yn嘩| ≥ ε。因为 xn ∈ K 有界，所以

{xn}n≥1有收敛子列。不妨设 噬噩噭
n→+∞

xn 嘽 x0。则 x0 ∈ K且 噬噩噭
n→+∞

yn 嘽 x0。从

而 噬噩噭
n→+∞

f嘨xn嘩 嘽 f嘨x0嘩 嘽 噬噩噭
n→+∞

f嘨yn嘩。但这与 |f嘨xn嘩− f嘨yn嘩| ≥ ε矛盾。所

以 f 在K 上是一致连续的。

习题3.5

嘱嘮 噳噩噮嘨x2嘩是 R上的一致连续函数吗？为什么？

嘲嘮 讨论 xα在区间 嘨嘰,嘫∞嘩上的一致连续性。

嘳嘮 证明 R上任何连续的周期函数都是一致连续的。

嘴嘮 讨论一致连续性与函数四则运算、复合、反函数之间的关系。

嘵嘮 用确界性质证明：设 f 嘺 噛a, b噝 → R连续，则 f 在 噛a, b噝上一致连续。（提

示：考虑 A 嘽 {x ∈ 噛a, b噝|f 在区间 噛a, x噝上一致连续}）
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习题讨论课2

嘱嘮 以下陈述哪个与“{an}n≥1是 噃噡噵噣器噹列”等价？

嘨噡嘩 对任意 ε > 嘰，存在正整数N 使得对任意正整数 n ≥ N，|an−aN | <
ε。

嘨噢嘩 对任意 ε > 嘰，对任意正整数 p，存在正整数 N 使得对任意正整数

n ≥ N，|an+p − an| < ε。

嘨噣嘩 对任意正整数 p， 噬噩噭
n→+∞

|an+p − an| 嘽 嘰。

嘲嘮 关于闭区间套定理

嘨噡嘩 如果区间套不是闭区间，请问该定理结论是否成立？

嘨噢嘩 如果区间套不是有界区间，请问该定理结论是否成立？

嘨噣嘩 如果用有界闭集代替有界闭区间，请问该定理结论是否成立？

嘨噤嘩 请给出 Rn 中闭集的定义。在 Rn中是否成立有界闭集套定理？

嘨噥嘩 用闭区间套性质和阿基米德性质证明任何 噃噡噵噣器噹实数数列都收敛。

嘳嘮 如果实数数列 {an}n≥1 不含任何收敛子列，证明 噬噩噭
n→+∞

an 嘽∞。

嘴嘮 设 嘰 < λ < 嘱，x1 嘽 a，x2 嘽 b，xn 嘽 λxn−1嘫嘨嘱−λ嘩xn−2。证明 {xn}n≥1

收敛，并求 噬噩噭
n→∞

xn的值。

嘵嘮 设 λ1, . . . , λk > 嘰满足 λ1 嘫 · · ·嘫 λk 嘽 嘱。x1 嘽 a1, . . . , xk 嘽 ak，

xn 嘽 λ1xn−1 嘫 · · ·嘫 λkxn−k.

证明 {xn}n≥1收敛，并求 噬噩噭
n→∞

xn 的值。。

嘶嘮 证明任给 嘨x1, y1嘩 ∈ 嘨−
√
嘲, 嘲 嘫

√
嘲嘩× 嘨−嘱−

√
嘲, 嘱 嘫

√
嘲嘩，由

xn+1 嘽
嘱 嘫 y2

n

嘲
,

yn+1 嘽 xn −
x2
n

嘲

产生的数列 {xn}n≥1, {yn}n≥1都收敛。求或估计 噬噩噭
n→∞

xn， 噬噩噭
n→∞

yn的值。

嘷嘮 设 f 嘺 噛a, b噝→ R是连续函数，满足 f 噛a, b噝 ⊆ 噛a, b噝。

嘨噡嘩 证明：存在 ξ ∈ 噛a, b噝使得 f嘨ξ嘩 嘽 ξ。

嘨噢嘩 证明：如果 f 是单调函数，则对任何 x0 ∈ 噛a, b噝，要么 fn嘨x0嘩收敛于

f 的一个不动点，要么 {fn嘨x0嘩}收敛于 f 的一个周期为 嘲的周期轨

道：即存在 η ∈ 噛a, b噝满足 f2嘨η嘩 嘽 η，但 f嘨η嘩 6嘽 η，使得

噬噩噭
n→∞

噭噩噮
{
|fn嘨x0嘩− η|, |fn嘨x0嘩− f嘨η嘩|

}
嘽 嘰.
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嘨噣嘩 如果去掉 f 的单调性，嘨噢嘩中结论是否成立？

嘸嘮 设 f 嘺 噛a, b噝 → R是连续函数，满足 噛a, b噝 ⊆ f 噛a, b噝。证明：存在 ξ ∈ 噛a, b噝

使得 f嘨ξ嘩 嘽 ξ。

嘹嘮 设 f 嘺 噛a,嘫∞嘩→ R连续，令

g嘨x嘩 嘽 噳噵噰
a≤t≤x

f嘨t嘩.

嘨噡嘩 证明 g在 噛a,嘫∞嘩上连续。

嘨噢嘩 若 f 是一致连续的，问 g是否一致连续的？

嘱嘰嘮 设 I ⊆ R是区间，f 嘺 I → R是连续单射，证明：f−1 嘺 f嘨I嘩→ I 连续。

嘱嘱嘮 设 f 嘺 噛a,嘫∞嘩→ R一致连续，g 嘺 噛a,嘫∞嘩→ R连续，满足 噬噩噭
x→+∞

嘨f嘨x嘩− g嘨x嘩嘩 嘽
嘰。证明 g在 噛a,嘫∞嘩上一致连续。

嘱嘲嘮 证明

嘨噡嘩 连续的周期函数是一致连续的。

嘨噢嘩 连续的非常值的周期函数的周期集合没有聚点。

嘱嘳嘮 对 t > 嘰，考虑 ft嘨x嘩 嘽 嘨嘱− x嘩t − x，嘰 ≤ x ≤ 嘱。

嘨噡嘩 证明函数 ft 嘺 噛嘰, 嘱噝→ R连续且严格减。

嘨噢嘩 证明对任意 t > 嘰，ft嘨x嘩 嘽 嘰有唯一解 xt ∈ 嘨嘰, 嘱嘩。

嘨噣嘩 证明 xt 关于 t > 嘰严格减，并且 噬噩噭
t→+∞

xt 嘽 嘰。

嘨噤嘩 证明当 t→ 嘫∞时，xt 嘽 ln t
t 嘫 o

(
ln t
t

)
。

嘱嘴嘮 嘱嘹嘱嘱年德国数学家 噏噴噴噯 噔噯噥噰噬噩噴噺提出了如下猜想：任何一条平面简单封

闭曲线上必存在四个点，它们是一个正方形的四个顶点。这也称为“内

接正方形问题”或“正方形桩子问题”。这里考虑一种特殊情况。设 f 嘺

噛嘰, 嘱噝→ R是一个连续函数，满足 f嘨嘰嘩 嘽 f嘨嘱嘩 嘽 嘰 < f嘨x嘩 嘨 ∀嘰 < x < 嘱 嘩。

曲线 γ 由区间 噛嘰, 嘱噝对应的线段和 f 的图像组成。证明：

嘨噡嘩 γ 有一个内接正方形。

嘨噢嘩 对任意 λ > 嘰，γ 有一个内接矩形，其相邻两边的长度比为 λ。

关于这个问题可以参见 器噴噴噰噳嘺嘯嘯噷噷噷嘮噷噥噢噰噡噧噥噳嘮噵噩噤噡器噯嘮噥噤噵嘯噭噡噲噫噮嘯噳噱噵噡噲噥噳嘯

和 器噴噴噰噳嘺嘯嘯噡噲噸噩噶嘮噯噲噧嘯噰噤噦嘯嘲嘰嘰嘵嘮嘰嘹嘱嘹嘳嘮噰噤噦
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事实上，这些运算的基础足够明显，但是因为我

现在无法继续解释它，所以我宁愿把它隐藏成这

样： 6accdae13eff7i3l9n4o4qrr4s8t12ux 。我在

这个基础上，已经尝试过简化曲线积分的理论，

并且得到了某些一般定理。

牛顿写给莱布尼茨的第2封信(1676年10月24日)

4.1 导数与微分的概念，函数的局部线性近似

噎噥噷噴噯噮 为了研究运动的一般规律而创造了微积分。他的伟大发现是：运

动的整体和长久的行为嘨比如由 噋噥噰噬噥噲的三个行星运动定律所刻画的现象嘩可以

由局部的、瞬时的运动规律（例如万有引力的平方反比关系）决定。而刻画局

部、瞬时的规律就需要引入导数和微分的概念。

运动学中把位移视为时间的函数 S嘨t嘩，在从 t0到 t1的时段内的平均速度为

嘖v 嘽
S嘨t1嘩− S嘨t0嘩

t1 − t0
,

引入平均速度，可以把从 t0 到 t1 时物体从 S嘨t0嘩移动到 S嘨t1嘩的运动等效成以

嘖v的匀速直线运动。

一般地，变量 y是自变量 x的函数 y 嘽 f嘨x嘩，当自变量从 a到 x的过程中

函数值 y的平均变化率为

嘁y

嘁x
嘽
f嘨x嘩− f嘨a嘩

x− a
,

从 a到 x的过程中，y的最终改变量可以用以 f(x)−f(a)
x−a 为变化率的均匀变化来

看待。

如果平均变化率为常数 λ，则 ∆y
∆x 嘽 f(x)−f(a)

x−a 嘽 λ，从而 f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫

λ嘨x− a嘩，在 嘨x, y嘩坐标平面上，函数 f 的图像为一条直线，λ是这条直线的斜

嘷嘵
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率。一般情形下，∆y
∆x 嘽 f(x)−f(a)

x−a 是函数 f 的图像过 嘨a, f嘨a嘩嘩和 嘨x, f嘨x嘩嘩两点

的直线（称为 y 嘽 f嘨x嘩的割线）的斜率。

如果极限 噬噩噭
x→a

f(x)−f(a)
x−a 嘽 λ，则 f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩嘫λ嘨x−a嘩嘫o嘨x−a嘩，x→ a。

即对充分接近于 a的所有 x，y的改变量 f嘨x嘩−f嘨a嘩的主要部分 λ嘨x−a嘩与 x的

改变量 x−a成比例（比例系数为 λ），我们称之为 f嘨x嘩−f嘨a嘩的线性主要部分。
微分学的核心想法就是当自变量发生微小变化时找到相应的函数值变化的线性

主要部分。它使得我们可以通过局部上把函数看成简单的一次函数 y 嘽 kx 嘫 b

的方式对复杂函数进行研究，也使得我们可以通过研究曲线的切线而获得曲线

自身的性质。我们希望提请读者注意的是，作为比例系数或切线斜率的导数只

是一个便于计算的量，而作为线性函数或几何中切线的微分才是微分学中真正

核心的对象。

为了保证自变量可以在一定范围内自由变化，我们引入内点的概念。

定义 4.1.1. 称 a是集合 I ⊆ R的一个内点，如果存在正数 δ > 嘰使得

{x ∈ R| |x− a| < δ} ⊆ I.

即 a及其附近所有的点都在 I 中。

称 I ⊆ R是一个开集，如果任何 a ∈ I 都是 I 的内点。

定义 4.1.2. 称 L 嘺 R→ R是一个线性函数，如果它满足对任意 x, y ∈ R以及任
意 λ ∈ R都有，L嘨x嘫 y嘩 嘽 L嘨x嘩 嘫 L嘨y嘩，L嘨λx嘩 嘽 λL嘨x嘩。

取 x 嘽 嘱得到 L嘨λ嘩 嘽 L嘨嘱嘩λ，所以线性函数 L就是以 L嘨嘱嘩为系数的正比例

函数。

定义 4.1.3. 设 a是集合 I ⊆ R的一个内点，称 f 嘺 I → R在 a处可微，如果存

在常数 A使得

f嘨a嘫 h嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫Ah嘫 o嘨h嘩, h→ 嘰,

此时称以 A为系数的线性函数 h 7→ Ah为 f 在 a处的微分，记为

噤f嘨a嘩 嘺 R→ R, 噤f嘨a嘩嘨h嘩 嘽 Ah.

易见

A 嘽 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩− f嘨a嘩
x− a

,
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称上式等号右侧的极限为 f 在 a处的导数，记为 f ′嘨a嘩 嘽
噤f

噤x
嘨a嘩。所以，

噤f嘨a嘩嘨h嘩 嘽 f ′嘨a嘩h.

传统上，人们习惯用变量代替函数，对 y 嘽 f嘨x嘩，导数 f ′嘨a嘩也用 噌噥噩噢噮噩噺符号

写成
噤y

噤x

∣∣∣∣
a

。

如果 f 在任意 x ∈ I 处都可微，则称 f 在 I 上可微。此时，称 f ′ 嘺 I → R，
x 7→ f ′嘨x嘩为 f 在 I 上的导函数。

图 嘴嘮嘱嘺 微分：函数图像的切线嘯函数的局部线性近似

注 4.1.4. （ 微分的几何含义）上述定义表明，若 f 在 a处可微，则

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫 f ′嘨a嘩嘨x− a嘩 嘫 o嘨x− a嘩, x→ a,

即在 a附近 f 可以近似写为

y 嘽 f嘨a嘩 嘫 f ′嘨a嘩嘨x− a嘩

的形式，几何上它是 嘨x, y嘩坐标平面中过点 嘨a, f嘨a嘩嘩并以 f ′嘨a嘩为斜率的直线，

我们把这条直线称为函数图像 y 嘽 f嘨x嘩在点 嘨a, f嘨a嘩嘩处的切线。

在点 P 嘨a, f嘨a嘩嘩附近，引入新坐标系

X 嘽 x− a, Y 嘽 y − f嘨a嘩.

则 P 是 嘨X,Y 嘩坐标系中的原点，函数 f 的图像写成 Y 嘽 f嘨X 嘫 a嘩− f嘨a嘩，它
在点 P 处的切线方程写为 Y 嘽 f ′嘨a嘩X，这切线就是 f 在 a处的微分 噤f嘨a嘩的

图像。
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注 4.1.5. （ 微分的符号表达 ）由于历史和习惯的原因，人们用变量来表示

函数，而且不区分函数与函数值，函数 f 常被写成 y 嘽 f嘨x嘩 的形式（例如

y 嘽 x2），此时 y, f嘨x嘩, f 被视为都表示函数 f。因而函数 f 在 x处的微分 噤f嘨x嘩

也被写成 噤y。

当 x是自变量时，恒同映射 ι 嘺 R→ R ι嘨x嘩 嘽 x。此时 x也是函数值，把它

视同于恒同映射 ι。因为

ι嘨x嘫 h嘩 嘽 x嘫 h 嘽 ι嘨x嘩 嘫 h,

所以 ι可微，且 噤ι嘨x嘩嘨h嘩 嘽 h，因此 噤x嘨h嘩 嘽 h。从而对任意可微函数 f，

噤f嘨x嘩嘨h嘩 嘽 f ′嘨x嘩h 嘽 f ′嘨x嘩噤x嘨h嘩, ∀h ∈ R.

所以作为函数，

噤f嘨x嘩 嘽 f ′嘨x嘩噤x.

需要指出的是，这里 噤f嘨x嘩和 f ′嘨x嘩中的 x是相同的，分别指在 x处计算微分

和导数；噤x中的 x是函数，噤x本身就是恒同映射。

定理 4.1.6. 若 f 在 a可微，则对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得对任意 x ∈ I 且
|x− a| < δ，都有

|f嘨x嘩− f嘨a嘩− f ′嘨a嘩嘨x− a嘩| ≤ ε|x− a|.

从而 f 在 a连续。

例 4.1.7. 任何线性函数 L嘨x嘩 嘽 λx是可微的：L嘨x 嘫 h嘩 − L嘨x嘩 嘽 L嘨h嘩，而且

对于任何 a ∈ R，噤L嘨a嘩嘨h嘩 嘽 L嘨h嘩，从而噤L嘨a嘩 嘽 L。

例 4.1.8. 求 f嘨x嘩 嘽 x2的导数与微分。

解：

嘨x嘫 h嘩2 − x2 嘽 嘲xh嘫 h2 嘽 嘲xh嘫 o嘨h嘩, h→ 嘰,

其中 嘲xh关于变量 h是线性的，所以 噤嘨x2嘩嘨h嘩 嘽 嘲xh，嘨x2嘩′ 嘽 嘲x。

例 4.1.9. 求 f嘨x嘩 嘽
嘱

x
的导数与微分。

解： 对 x 6嘽 嘰，

嘱

x嘫 h
− 嘱

x
嘽

−h
x嘨x嘫 h嘩

嘽 − h

x2
嘫

h2

x2嘨x嘫 h嘩
嘽 − h

x2
嘫 o嘨h嘩, h→ 嘰,

其中 − h
x2 关于变量 h是线性的，所以 噤

(
1
x

)
嘨h嘩 嘽 − h

x2，
(

1
x

)′
嘽 − 1

x2。

例 4.1.10. 求 噥噸噰嘨x嘩 嘽 噥x 的导数与微分。
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解：

噥x+h − 噥x 嘽 噥x嘨噥h − 嘱嘩 嘽 噥x嘨h嘫 o嘨h嘩嘩 嘽 噥xh嘫 o嘨h嘩, h→ 嘰,

其中 噥xh关于变量 h是线性的，所以 噤嘨噥x嘩嘨h嘩 嘽 噥xh，嘨噥x嘩′ 嘽 噥x。

例 4.1.11. 求 噳噩噮x的导数与微分。

解：

噳噩噮嘨x嘫 h嘩− 噳噩噮x 嘽 噣噯噳x 噳噩噮h嘫 噳噩噮x嘨噣噯噳h− 嘱嘩

嘽 噣噯噳x · 嘨h嘫 o嘨h嘩嘩 嘫 噳噩噮x · o嘨h嘩

嘽 噣噯噳x · h嘫 o嘨h嘩, h→ 嘰

其中 噣噯噳x·h关于变量 h是线性的，所以 噤嘨噳噩噮x嘩嘨h嘩 嘽 噣噯噳x·h，嘨噳噩噮x嘩′ 嘽 噣噯噳x。

习题4.1

嘱嘮 证明： f 在 x处可微当且仅当存在 A ∈ R使得对任意 B ∈ R\{A}，

f嘨x嘫 h嘩− f嘨x嘩−Ah 嘽 o
(
f嘨x嘫 h嘩− f嘨x嘩−Bh

)
, h→ 嘰.

此时 A 嘽 f ′嘨x嘩。因此函数在一点处可微当且仅当它有唯一的局部最佳线

性近似，这个最佳线性近似就是函数的微分。

嘲嘮 有人说，可微函数 f 在点 x处的微分 f ′嘨x嘩h是函数改变量 f嘨x嘫h嘩−f嘨x嘩
的主要部分。你是否同意这个说法？为什么？

嘳嘮 对一元实数变量函数 f，我们可以定义 f 在点 x处的左侧或右侧的导数，

分别记为 f ′−嘨x嘩和 f ′+嘨x嘩。

嘨噡嘩 请给出 f ′−嘨x嘩和 f ′+嘨x嘩的具体定义陈述。

嘨噢嘩 证明：f 在 x处可导当且仅当 f 在点 x处的两侧都存在单侧导数，且

f ′嘨x嘩 嘽 f ′−嘨x嘩 嘽 f ′+嘨x嘩。

嘨噣嘩 请分别举例说明存在这样的函数 f ，它在 x处

噩嘮 f 不可导，但在 x两侧都可导；

噩噩嘮 仅在 x的一侧可导；

噩噩噩嘮 两侧都不可导。

4.2 导数与微分的运算法则

两个线性函数 u 嘽 嘲y和 y 嘽 −嘳x的复合 u 嘽 嘲嘨−嘳x嘩 嘽 −嘶x仍然是线性函
数，它们的系数满足 −嘶 嘽 嘲× 嘨−嘳嘩。微分是函数的局部线性近似，复合函数微
分满足如下结论。



嘸嘰 噃噈噁噐噔噅噒 嘴嘮 导数与微分

定理 4.2.1 嘨复合函数导数的链索法则). 设 f 在 a可微，g 在 b 嘽 f嘨a嘩处可微，

则 g ◦ f 在 a处可微，且

噤嘨g ◦ f嘩嘨a嘩 嘽 噤g嘨b嘩 ◦ 噤f嘨a嘩 嘽 噤g嘨f嘨a嘩嘩 ◦ 噤f嘨a嘩, 嘨复合的微分 =微分的复合嘩

即 嘨g ◦ f嘩′ 嘨a嘩 嘽 g′嘨b嘩f ′嘨a嘩 嘽 g′嘨f嘨a嘩嘩f ′嘨a嘩。

如果记 u 嘽 g嘨y嘩，y 嘽 f嘨x嘩，使用 Leibniz的符号，则上述等式写成

噤u

噤x

∣∣∣∣
a

嘽
噤u

噤y

∣∣∣∣
b

· 噤y
噤x

∣∣∣∣
a

.

证明. 记 L 嘽 噤f嘨a嘩，K 嘽 噤g嘨b嘩。由 f嘨a嘫h嘩 嘽 f嘨a嘩嘫L嘨h嘩嘫α嘨h嘩，g嘨b嘫w嘩 嘽

g嘨b嘩 嘫K嘨w嘩 嘫 β嘨w嘩，得到

g嘨f嘨a嘫 h嘩嘩 嘽 g嘨f嘨a嘩嘩 嘫K嘨f嘨a嘫 h嘩− f嘨a嘩嘩 嘫 β嘨f嘨a嘫 h嘩− f嘨a嘩嘩

嘽 g嘨f嘨a嘩嘩 嘫K嘨L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩嘩 嘫 β嘨L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩嘩

嘽 g嘨f嘨a嘩嘩 嘫K嘨L嘨h嘩嘩 嘫K嘨α嘨h嘩嘩 嘫 β嘨L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩嘩

当 嘰 < |h| < δ 时，|α嘨h嘩| ≤ ε |h|。当 嘰 < |w| < δ 时，|β嘨w嘩| ≤ ε |w|。因为
α嘨嘰嘩 嘽 β嘨嘰嘩，所以这两个不等式对 h 嘽 嘰和 w 嘽 嘰也成立。所以

|K嘨α嘨h嘩嘩| 嘽 |g′嘨b嘩| |α嘨h嘩| ≤ ε |g′嘨b嘩| |h| .

当 |h| < δ

嘱 嘫 |f ′嘨a嘩|嘫 ε
时，

|L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩| ≤ |f ′嘨a嘩| |h|嘫 ε |h| ≤ 嘨|f ′嘨a嘩|嘫 ε嘩 |h| < δ,

所以 |β嘨L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩嘩| ≤ ε |L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩| ≤ ε 嘨|f ′嘨a嘩|嘫 ε嘩 |h|，从而

|K嘨α嘨h嘩嘩 嘫 β嘨L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩嘩| ≤ ε |g′嘨b嘩| |h|嘫 ε 嘨|f ′嘨a嘩|嘫 ε嘩 |h|

嘽 ε 嘨|f ′嘨a嘩|嘫 |g′嘨b嘩|嘫 ε嘩 |h| ,

因此K嘨α嘨h嘩嘩 嘫 β嘨L嘨h嘩 嘫 α嘨h嘩嘩 嘽 o嘨h嘩, h→ 嘰，

g嘨f嘨a嘫 h嘩嘩 嘽 g嘨f嘨a嘩嘩 嘫K ◦ L嘨h嘩 嘫 o嘨h嘩, h→ 嘰,

从而 g ◦ f 在 a处可微，且

噤嘨g ◦ f嘩嘨a嘩 嘽 K ◦ L, 嘨g ◦ f嘩′ 嘨a嘩 嘽 g′嘨b嘩f ′嘨a嘩.

注 4.2.2. 设 z 嘽 z嘨y嘩，y 嘽 f嘨x嘩，以及 x 嘽 x嘨u嘩都可微，则对于 z 嘽 g嘨u嘩 嘽

z嘨f嘨x嘨u嘩嘩嘩，

噤z 嘽
噤z

噤y
噤y, 噤y 嘽

噤y

噤x
噤x, 噤x 嘽

噤x

噤u
噤u.
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由链索法则

噤z 嘽
噤z

噤y

噤y

噤x

噤x

噤u
噤u 嘽

噤z

噤u
噤u.

所以 噤z 嘽 dz
dy噤y 嘽 dz

dx噤x 嘽 dz
du噤u，这被称为“一阶微分的形式不变性”，其本

质是曲线之间的相切关系与坐标系的选取无关。

定理 4.2.3. 设 f, g在 a可微，则 αf 嘫 βg, fg( α, β ∈ R )在 a处可微，且

1. (线性)

噤嘨αf 嘫 βg嘩嘨a嘩 嘽 α噤f嘨a嘩 嘫 β噤g嘨a嘩, 嘨αf 嘫 βg嘩
′
嘨a嘩 嘽 αf ′嘨a嘩 嘫 βg′嘨a嘩嘻

2. ( Leibniz )

噤嘨fg嘩嘨a嘩 嘽 g嘨a嘩噤f嘨a嘩 嘫 f嘨a嘩噤g嘨a嘩, 嘨fg嘩
′
嘨a嘩 嘽 g嘨a嘩f ′嘨a嘩 嘫 f嘨a嘩g′嘨a嘩嘻

3. 如果 g嘨a嘩 6嘽 嘰，则 f
g 在 a处可微，且

噤

(
f

g

)
嘨a嘩 嘽

g嘨a嘩噤f嘨a嘩− f嘨a嘩噤g嘨a嘩
g嘨a嘩2

,(
f

g

)′
嘨a嘩 嘽

g嘨a嘩f ′嘨a嘩− f嘨a嘩g′嘨a嘩
g嘨a嘩2

.

证明. 线性性质留给读者作为练习，除法结论可由乘法和链索法则以及例嘴嘮嘱嘮嘹的

结论得到。下面只证明乘法的结论。

由 f嘨a嘫 h嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫 噤f嘨a嘩嘨h嘩 嘫 o嘨h嘩，g嘨a嘫 h嘩 嘽 g嘨a嘩 嘫 噤g嘨a嘩嘨h嘩 嘫 o嘨h嘩，

得到

f嘨a嘫 h嘩g嘨a嘫 h嘩− f嘨a嘩g嘨a嘩

嘽 噛f嘨a嘩 嘫 噤f嘨a嘩嘨h嘩 嘫 o嘨h嘩噝 · 噛g嘨a嘩 嘫 噤g嘨a嘩嘨h嘩 嘫 o嘨h嘩噝− f嘨a嘩g嘨a嘩

嘽g嘨a嘩噤f嘨a嘩嘨h嘩嘫f嘨a嘩噤g嘨a嘩嘨h嘩嘫噤f嘨a嘩嘨h嘩 · 噤g嘨a嘩嘨h嘩 嘫 o嘨h嘩

嘽g嘨a嘩噤f嘨a嘩嘨h嘩嘫f嘨a嘩噤g嘨a嘩嘨h嘩 嘫 o嘨h嘩

所以 噤嘨fg嘩嘨a嘩 嘽 g嘨a嘩噤f嘨a嘩 嘫 f嘨a嘩噤g嘨a嘩。

例 4.2.4. 嘨ax嘩
′
嘽 d

dx

(
噥x ln a

)
嘽 d

dy 噥
y
∣∣∣
y=x ln a

· d
dx 嘨x 噬噮 a嘩 嘽 噥x ln a 噬噮 a 嘽 ax 噬噮 a。

例 4.2.5. 求 嘨噣噯噳x嘩′和 嘨噴噡噮x嘩
′
。

解：

嘨噣噯噳x嘩′ 嘽 嘨噳噩噮嘨π/嘲− x嘩嘩′ 嘽 噣噯噳嘨π/嘲− x嘩嘨π/嘲− x嘩′

嘽 噳噩噮x · 嘨−嘱嘩 嘽 − 噳噩噮x.

嘨噴噡噮x嘩
′
嘽

(
噳噩噮x

噣噯噳x

)′
嘽

噣噯噳x嘨噳噩噮x嘩′ − 噳噩噮x嘨噣噯噳x嘩′

噣噯噳2 x

嘽
噣噯噳2 x− 噳噩噮x嘨− 噳噩噮x嘩

噣噯噳2 x
嘽

嘱

噣噯噳2 x
嘽 嘱 嘫 噴噡噮2 x.
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当 λ 6嘽 嘰时，线性函数 y 嘽 λx有反函数 x 嘽 λ−1y，对于微分成立如下结

论。

定理 4.2.6. 设函数 f 嘺 嘨a, b嘩→ 嘨α, β嘩是严格单调的连续函数，f 在 x0可微，且

f ′嘨x0嘩 6嘽 嘰。则 f 的反函数 f−1在 y0 嘽 f嘨x0嘩可微，且 噤嘨f−1嘩嘨y0嘩 嘽 嘨噤f嘨x0嘩嘩
−1

(反函数的微分是微分的反函数)，
(
f−1

)′
嘨y0嘩 嘽

嘱

f ′嘨x0嘩
。

证明. y 嘽 y0 嘫 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩 嘫 o嘨x− x0嘩，x→ x0。

因为 f ′嘨x0嘩 6嘽 嘰，所以

y − y0 嘽 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩 嘫 o 嘨f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩嘩 , x→ x0.

从而

y − y0 嘫 o嘨y − y0嘩 嘽 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩, x→ x0.

x → x0 时 y → y0。又反函数连续，所以 y → y0 时，x 嘽 f−1嘨y嘩 → x0 嘽

f−1嘨y0嘩，所以

f−1嘨y嘩− f−1嘨y0嘩 嘽 x− x0 嘽
y − y0

f ′嘨x0嘩
嘫 o嘨y − y0嘩, y → y0.

从而 f−1在 y0 嘽 f嘨x0嘩可微，且
(
f−1

)′
嘨y0嘩 嘽

嘱

f ′嘨x0嘩
。

例 4.2.7.

嘨噬噮x嘩
′
嘽

嘱
d
dy 嘨噥

y嘩
嘽

嘱

噥y

∣∣∣∣
y=ln x

嘽
嘱

x
,

嘨xα嘩
′
嘽
(
噥α ln x

)′
嘽 噥α ln x · α

x
嘽 xα · α

x
嘽 αxα−1,

嘨xx嘩
′
嘽
(
噥x ln x

)′
嘽 噥x ln x ·

(
噬噮x嘫 x · 嘱

x

)
嘽 xx嘨噬噮x嘫 嘱嘩,



嘴嘮嘲嘮 导数与微分的运算法则 嘸嘳

嘨噡噲噣噳噩噮x嘩
′
嘽

嘱

d
dy 嘨噳噩噮 y嘩

∣∣∣
y=arcsin x

嘽
嘱

噣噯噳 y

∣∣∣∣
y=arcsin x

嘽
嘱√

嘱− x2
,

嘨噡噲噣噣噯噳x嘩
′
嘽

嘱

d
dy 嘨噣噯噳 y嘩

∣∣∣
y=arccos x

嘽
嘱

− 噳噩噮 y

∣∣∣∣
y=arccos x

嘽 − 嘱√
嘱− x2

,

嘨噡噲噣噴噡噮x嘩
′
嘽

嘱

d
dy 嘨噴噡噮 y嘩

∣∣∣
y=arctan x

嘽
嘱

嘱 嘫 噴噡噮2 y

∣∣∣∣
y=arctan x

嘽
嘱

嘱 嘫 x2
.

例 4.2.8. 当 嘰 < ε < 嘱时，f嘨x嘩 嘽 x − ε 噳噩噮x有连续的反函数嘨习题嘳嘮嘲第嘱题嘩。

f ′嘨x嘩 嘽 嘱− ε 噣噯噳x > 嘰，所以 f 的反函数 f−1 可微，并且对等式

f−1嘨y嘩− ε 噳噩噮 f−1嘨y嘩 嘽 y

两边求导得到
噤

噤y
f−1嘨y嘩− ε 噣噯噳 f−1嘨y嘩

噤

噤y
f−1嘨y嘩 嘽 嘱,

从而
噤

噤y
f−1嘨y嘩 嘽

嘱

嘱− ε 噣噯噳 f−1嘨y嘩
.

习题4.2

嘱嘮 称两个函数 f, g在 x处相切，如果 f, g在 x0处连续，并且

f嘨x嘩− g嘨x嘩 嘽 o嘨x− x0嘩, x→ x0.

证明

嘨噡嘩 “相切”是一个等价关系；

嘨噢嘩 f 在 x0处可微当且仅当 f 与某个一次函数 A嘫B嘨x− x0嘩在 x0处相

切，此时 A 嘽 f嘨x0嘩，B 嘽 f ′嘨x0嘩。

嘨噣嘩 若 f在 x0处可微，且与 g在 x0处相切，则 f嘨x0嘩 嘽 g嘨x0嘩且 f ′嘨x0嘩 嘽

g′嘨x0嘩。

嘨噤嘩 若 f, g在 x0处相切，函数 u满足在 x0的一个邻域中

f嘨x嘩 ≤ u嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩,

则 u, f 在 x0处相切。

嘲嘮 记 f嘨x嘩 嘽 x，g嘨x嘩 嘽 x嘫 x2。取

xn 嘽
嘱

嘲n
, yn 嘽

嘱

嘲n
嘫

嘱

嘵n
, n ∈ N∗.
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嘨噡嘩 证明：对任意正整数n，都有 xn+1 < yn+1 < xn；

嘨噢嘩 令函数u满足：在区间 噛yn+1, xn噝上 y 嘽 u嘨x嘩是连接点Bn+1嘨yn+1, yn+1嘩

和点 An嘨xn, g嘨xn嘩嘩的直线段；在区间 噛xn+1, yn+1噝上 y 嘽 u嘨x嘩是连

接点 An+1 和点 Bn+1 的直线段；在区间 嘨−∞, 嘰噝上，u嘨x嘩 嘽 x。证

明：u是连续函数，在 x 嘽 嘰处可微，并且 u′嘨嘰嘩 嘽 嘱，但在任何区间

噛嘰, δ嘩内，u都不是单调函数。

4.3 高阶导数

定义 4.3.1. 若 f 嘺 I → R在每个 x ∈ I 处都可微，则称 f ′ 嘺 I → R为 f 的一阶

导函数。若 f ′是连续函数，则称 f 是 C 1 函数。

如果 f ′ 在 x0 ∈ I 处可微，则称 f 在 x0处二阶可微，记

f ′′嘨x0嘩 嘽 嘨f ′嘩
′
嘨x0嘩,

噤2f

噤x2

∣∣∣∣
x0

嘽
噤

噤x

(
噤f

噤x

∣∣∣∣
x

)∣∣∣∣
x0

,

称为 f 在 x0处的二阶导数。

一般地，若 f 的 n阶导函数 f (n) 在 x0 ∈ I 处可微，则称 f 在 x0 处 n 嘫 嘱

阶可微，记

f (n+1)嘨x0嘩 嘽
(
f (n)

)′
嘨x0嘩,

噤n+1f

噤xn+1

∣∣∣∣
x0

嘽
噤

噤x

(
噤nf

噤xn

∣∣∣∣
x

)∣∣∣∣
x0

,

称为 f 在 x0处的n嘫 嘱阶导数。

如果 n阶导函数 f (n) 连续，则称 f 是Cn 函数。

称 f 是C∞ 函数，如果对任意正整数 n，f 是 Cn函数。

用 噌噥噩噢噮噩噺 的符号，n 阶求导运算
噤n

噤xn
可以看成算子嘨一个操作嘩，它是把

噤

噤x
连续作用 n次：

噤n

噤xn
嘽

噤

噤x
· · · 噤

噤x︸ ︷︷ ︸
n个

.

例 4.3.2. 噎噥噷噴噯噮的运动第二定律说，物体运动的加速度与物体所受的外力成

正比，即

F 嘽 ma 嘽 m
噤2x

噤t2
.

其中 x 嘽 x嘨t嘩是位移函数，a 嘽
噤2x

噤t2
是加速度，F 是外力，t是时间。
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例如，在弹簧振子中，按 噈噯噯噫 定律，弹簧作用在振子上的力大小与振子

偏离弹簧平衡位置的距离成正比，方向相反。于是

m
噤2x

噤t2
嘽 −kx.

这是一个关于 x嘨t嘩的二阶微分方程。

现在让我们分头来计算下面这个问题。

例 4.3.3. 对 y 嘽 噥sin(x2)，求 y′′。

解：

y′ 嘽 噥sin(x2)
(
噳噩噮嘨x2嘩

)′
嘽 噥sin(x2) 噣噯噳嘨x2嘩 · 嘲x.

y′′ 嘽 噥sin(x2)
(
噣噯噳嘨x2嘩 · 嘲x

)2
嘫 噥sin(x2)

[
− 噳噩噮嘨x2嘩 · 嘨嘲x嘩2 嘫 噣噯噳嘨x2嘩 · 嘲

]
嘽 噥sin(x2)

[
嘴x2 噣噯噳2嘨x2嘩− 嘴x2 噳噩噮嘨x2嘩 嘫 嘲 噣噯噳嘨x2嘩

]
.

你算对了吗？我相信你根本没有兴趣去计算三阶导数 y(3)。一方面，这些

计算虽然繁琐，但完全是根据确定的规则按部就班进行，现在的计算机软件完

全能够胜任。有了得心应手的工具，这样的事为什么不交给机器自动完成呢？

人的智慧不应该用于处理更有价值更有挑战的问题吗？另一方面，也是更重要

的，你可能会问：为什么要去算这些高阶导数呢？这个问题等我们在后面介绍

了 噔噡噹噬噯噲公式你就会明白，高阶导数可以帮助我们用多项式来近似更复杂的函

数。当然还有一点，很多实际问题的数学模型是用高阶微分方程刻画的。

通常高阶导数计算是比较复杂的，对某些简单运算有一些规律性的结果。

定理 4.3.4. 设 f, g在 x0 处 n阶可微，则 αf 嘫 βg, fg都在 x0 处 n阶可微，且

嘨αf 嘫 βg嘩(n) 嘽 αf (n) 嘫 βg(n), 嘨线性嘩

嘨f · g嘩(n) 嘽

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k). 嘨噌噥噩噢噮噩噺嘩

证明. 对 n做归纳。线性留给读者自己验证。我们这里只证明乘积的高阶可微

性和 噌噥噩噢噮噩噺公式。
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n 嘽 嘱时，结论成立，

嘨f · g嘩′ 嘽 f ′ · g 嘫 f · g′.

假设 n时结论成立。设 f, g在 x0处 n嘫 嘱阶可微。则 f ′, g′在 x0处 n阶可

微。于是根据归纳假设

嘨f ′ · g嘩(n) 嘽

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k+1)g(n−k) 嘽

n+1∑
j=1

(
n

j − 嘱

)
f (j)g(n+1−j),

嘨f · g′嘩(n) 嘽

n∑
j=0

(
n

j

)
f (j)g(n−j+1).

因此 嘨f · g嘩′ 在 x0处 n阶可微，从而 f · g在 x0处 n嘫 嘱阶可微，并且

嘨f · g嘩(n+1) 嘽 嘨f ′ · g 嘫 f · g′嘩(n)

嘽 fg(n+1) 嘫 f (n+1)g 嘫

n∑
j=1

[(
n

j − 嘱

)
嘫

(
n

j

)]
f (j)g(n+1−j)

嘽

n+1∑
j=0

(
n嘫 嘱

j

)
f (j)g(n+1−j).

因此 n嘫 嘱时结论成立。从而结论对任意正整数 n成立。

定理 4.3.5. 1 设 f 在 x处 n阶可微， g在 y 嘽 f嘨x嘩处 n阶可微。则

1. g ◦ f 在 x0 处 n阶可微。

2. 嘨g嘨ax嘫 b嘩嘩
(n)

嘽 ang(n)嘨ax嘫 b嘩。

3. 若 f嘨x0嘩 6嘽 嘰，则 1
f 在 x0 处 n阶可微。

4. 若 f 可逆且 f ′嘨x0嘩 6嘽 嘰，则 f−1 在 y0 嘽 f嘨x0嘩处 n阶可微。

证明. 嘨嘱嘩 n 嘽 嘱时，结论成立且

嘨g ◦ f嘩′ 嘽 嘨g′ ◦ f嘩 · f ′.

假设 n时结论成立。设 f, g在 x0处 n嘫 嘱阶可微。则 f, g, f ′, g′在 x0处 n阶可

微。于是根据归纳假设 g′ ◦ f 在 x0 处 n阶可微，从而 嘨g′ ◦ f嘩 · f ′ 在 x0 处 n阶

可微，因此 嘨g ◦ f嘩′在 x0处 n阶可微，所以 g ◦ f 在 x0处 n嘫 嘱阶可微。

嘨嘲嘩 证明留给读者。

嘨嘳嘩 因为 f嘨x0嘩 6嘽 嘰 且 f 连续，所以在 x0 的一个邻域内 f嘨x嘩 6嘽 嘰 。因为

g嘨y嘩 嘽 1
y 是任意阶可微的，所以 g ◦ f 嘽 1

f 是 n阶可微的。

1这些结论的另外一种证明可以参见小平邦彦所著《微积分入门》一书。
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嘨嘴嘩 n 嘽 嘱时，结论成立且

嘨f−1嘩′ 嘽
嘱

f ′ ◦ f−1
.

假设 n时结论成立。设 f 在 x0 处 n嘫 嘱阶可微。则根据归纳假设 f ′, f−1 在 x0

处 n阶可微。从而 1
f ′◦f−1 在 x0处 n阶可微，从而 嘨f−1嘩′在 x0处 n阶可微，因

此 f−1在 x0处 n嘫 嘱阶可微。

推论 4.3.6. 设 f, g 在 x0 处 n阶可微，且 g嘨x0嘩 6嘽 嘰，则 f
g 在 x0 处 n阶可微。

推论 4.3.7. 初等函数都是 C∞ 函数。

例 4.3.8.

嘨噥x嘩(n) 嘽 噥x,

嘨噥αx嘩(n) 嘽 噥αxαn,

嘨ax嘩(n) 嘽 嘨噥x ln a嘩(n) 嘽 ax嘨噬噮 a嘩n,

嘨xα嘩(n) 嘽 α嘨α− 嘱嘩 · · · 嘨α− n嘫 嘱嘩xα−n,

嘨噬噮x嘩(n) 嘽

(
嘱

x

)(n−1)

嘽
嘨−嘱嘩n−1嘨n− 嘱嘩嘡

xn
.

例 4.3.9. (
噣噯噳x

噳噩噮x

)′
嘽

(
− 噳噩噮x

噣噯噳x

)
嘽

(
嘰 −嘱
嘱 嘰

)(
噣噯噳x

噳噩噮x

)
,

于是(
噣噯噳x

噳噩噮x

)(n)

嘽 Jn

(
噣噯噳x

噳噩噮x

)
, J 嘽

(
嘰 −嘱
嘱 嘰

)
, J2 嘽 −I, J3 嘽 −J, J4 嘽 I.

另外，如果记

噥ix 嘽 噣噯噳x嘫 噩 噳噩噮x,

则

嘨噥ix嘩′ 嘽 嘨噣噯噳x嘩′ 嘫 噩嘨噳噩噮x嘩′ 嘽 − 噳噩噮x嘫 噩 噣噯噳x 嘽 噩噥ix.

因此

嘨噣噯噳x嘩(n) 嘫 噩嘨噳噩噮x嘩(n) 嘽 嘨噥ix嘩(n) 嘽 噩n噥ix 嘽 噩n 噣噯噳x嘫 噩n+1 噳噩噮x.
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所以

嘨噣噯噳x嘩(n) 嘽 噒噥
(
噩n 噣噯噳x嘫 噩n+1 噳噩噮x

)
嘽

嘨−嘱嘩k 噣噯噳x, n 嘽 嘲k嘻

嘨−嘱嘩k 噳噩噮x, n 嘽 嘲k − 嘱.

嘨噳噩噮x嘩(n) 嘽 噉噭
(
噩n 噣噯噳x嘫 噩n+1 噳噩噮x

)
嘽

嘨−嘱嘩k 噳噩噮x, n 嘽 嘲k嘻

嘨−嘱嘩k+1 噣噯噳x, n 嘽 嘲k − 嘱.

例 4.3.10. 求
嘱

x2 − 嘱
的 n阶导数。

解： (
嘱

x2 − 嘱

)(n)

嘽

(
嘱

嘲

(
嘱

x− 嘱
− 嘱

x嘫 嘱

))(n)

嘽
嘱

嘲

(
嘱

x− 嘱

)(n)

− 嘱

嘲

(
嘱

x嘫 嘱

)(n)

嘽
嘨−嘱嘩n−1嘨n− 嘱嘩嘡

嘲

(
嘱

嘨x− 嘱嘩n
− 嘱

嘨x嘫 嘱嘩n

)
.

例 4.3.11. 求 噴噡噮(3)嘨嘰嘩。

解： 记 f嘨x嘩 嘽 噴噡噮x。则

噣噯噳x · f嘨x嘩 嘽 噳噩噮x.

于是利用乘积高阶导数的 噌噥噩噢噮噩噺公式，得到

噣噯噳 嘰 · f ′嘨嘰嘩− 噳噩噮 嘰 · f嘨嘰嘩 嘽 噣噯噳 嘰,

噣噯噳 嘰 · f ′′嘨嘰嘩− 嘲 噳噩噮 嘰 · f ′嘨嘰嘩− 噣噯噳 嘰 · f嘨嘰嘩 嘽 − 噳噩噮 嘰,

噣噯噳 嘰 · f (3)嘨嘰嘩− 嘳 噳噩噮 嘰 · f ′′嘨嘰嘩− 嘳 噣噯噳 嘰 · f ′嘨嘰嘩 嘫 噳噩噮 嘰 · f嘨嘰嘩 嘽 − 噣噯噳 嘰.

所以

f ′嘨嘰嘩 嘽 嘱, f ′′嘨嘰嘩 嘽 嘰, f (3)嘨嘰嘩 嘽 嘲.

例 4.3.12. 设 嘰 < ε < 嘱。证明 f嘨x嘩 嘽 x − ε 噳噩噮x 有 C∞ 的反函数，并求

嘨f−1嘩′′嘨嘰嘩和 嘨f−1嘩(3)嘨嘰嘩的值。

解： f ∈ C∞嘨R嘩，f ′嘨x嘩 嘽 嘱 − ε 噣噯噳x > 嘰，所以 f−1 ∈ C∞嘨R嘩。设 y 嘽 f嘨x嘩，

在恒等式

y 嘽 x− ε 噳噩噮x, 嘨x 嘽 f−1嘨y嘩嘩
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两边对 y逐次求导，依次得到

嘱 嘽
噤x

噤y
− ε 噣噯噳x · 噤x

噤y
嘽

噤x

噤y
嘨嘱− ε 噣噯噳x嘩 ,

嘰 嘽
噤2x

噤y2
嘨嘱− ε 噣噯噳x嘩 嘫 ε 噳噩噮x

(
噤x

噤y

)2

,

嘰 嘽
噤3x

噤y3
嘨嘱− ε 噣噯噳x嘩 嘫 噤2x

噤y2
ε 噳噩噮x

噤x

噤y
嘫 ε 噣噯噳x

(
噤x

噤y

)3

嘫 嘲ε 噳噩噮x
噤x

噤y

噤2x

噤y2
.

因为 f嘨嘰嘩 嘽 嘰，所以 嘰 嘽 f−1嘨嘰嘩，代入上式得到

嘱 嘽
噤x

噤y

∣∣∣∣
y=0

嘨嘱− ε嘩⇒ 噤x

噤y

∣∣∣∣
y=0

嘽
嘱

嘱− ε
,

嘰 嘽
噤2x

噤y2

∣∣∣∣
y=0

嘨嘱− ε嘩⇒ 噤2x

噤y2

∣∣∣∣
y=0

嘽 嘰,

嘰 嘽
噤3x

噤y3

∣∣∣∣
y=0

嘨嘱− ε嘩 嘫 ε

(
噤x

噤y

∣∣∣∣
y=0

)3

⇒ 噤3x

噤y3

∣∣∣∣
y=0

嘽
−ε

嘨嘱− ε嘩4
.

在后面我们学习了 噔噡噹噬噯噲公式后，我们会知道在 x 嘽 嘰附近，f−1嘨y嘩可以近似

表示为

x 嘽
y

嘱− ε
− εy3

嘶嘨嘱− ε嘩4
.

习题4.3

嘱嘮 证明定理 嘴嘮嘳嘮嘴和定理 嘴嘮嘳嘮嘵。

嘲嘮 设 f, g都是 n阶可微函数。证明

嘨g ◦ f嘩(n) 嘽

n−1∑
j=0

(
n− 嘱

j

)
嘨g′ ◦ f嘩(j) · f (n−j).

嘳嘮 设 f 是 n阶可微函数，f嘨x嘩 6嘽 嘰。证明(
嘱

f

)(n)

嘽 −
∑

0≤i≤k<n

嘨n− 嘱嘩嘡

i嘡嘨k − i嘩嘡嘨n− 嘱− k嘩嘡

(
嘱

f

)(i)

·
(
嘱

f

)(k−i)

· fn−k.

嘴嘮 求 嘨噡噲噣噴噡噮x嘩(n)。

嘵嘮 对 x 6嘽 嘰及正整数 n，求
(

ex−1
x

)(n)
。

嘶嘮 证明 x嘨t嘩 嘽 噳噩噮

(√
k
m t

)
是方程

m
噤2x

噤t2
嘽 −kx

的一个解。你能写出更多的解吗？你能写出所有解吗？
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嘷嘮 设 A,α, β ∈ R，讨论函数

f嘨x嘩 嘽

|x|α 噬噮 |x|, x 6嘽 嘰嘻

A, x 嘽 嘰

和函数

g嘨x嘩 嘽

|x|α 噳噩噮 1
|x|β , x 6嘽 嘰嘻

A, x 嘽 嘰

的连续性和可微性以及高阶可微性。

嘸嘮 证明 f嘨x嘩 嘽

噥−
1
x2 , x 6嘽 嘰,

嘰, x 嘽 嘰.
是 C∞函数，且对所有正整数 n，f (n)嘨嘰嘩 嘽

嘰。

嘹嘮 证明 f 嘺 R→ R, f嘨x嘩 嘽 x− ε 噳噩噮x嘨 嘰 < ε < 嘱 嘩的反函数 f−1是 C∞函数，

并求 嘨f−1嘩(2)嘨嘰嘩, 嘨f−1嘩(3)嘨嘰嘩。

嘱嘰嘮 （常系数线性微分方程和拟多项式）对多项式

P 嘨t嘩 嘽 ant
n 嘫 an−1t

n−1 嘫 · · ·嘫 a1t嘫 a0,

证明

嘨噡嘩

P

(
噤

噤x

)
eλx 嘽

[
an

噤n

噤xn
嘫 an−1

噤n−1

噤xn−1
嘫 · · ·嘫 a1

噤

噤x
嘫 a0

]
噥λx 嘽 P 嘨λ嘩噥λx.

嘨噢嘩

P

(
噤

噤x

)(
xm

m嘡
eλx
)

嘽

m∑
k=0

P (m−k)嘨λ嘩

嘨m− k嘩嘡
xk

k嘡
噥λx.

嘨噣嘩 y嘨x嘩 嘽 噥λx 是微分方程 P
(

d
dx

)
y 嘽 嘰的解当且仅当 λ是多项式 P 的

根。

嘨噤嘩 若 λ是多项式 P 的m重根，则 噥λx, x噥λx, . . . , xm−1噥λx都是微分方程

P
(

d
dx

)
y 嘽 嘰的解。

嘨噥嘩 对任意 λ和任意正整数m，记

Vm嘨λ嘩 嘽 {b0噥λx 嘫 b1x噥
λx 嘫 · · ·嘫 bm−1x

m−1噥λx},
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则 P
(

d
dx

)
是线性空间 Vm嘨λ嘩 到其自身的一个线性映射，按照基底

嘱, x噥λx, . . . , xm−1

(m−1)!噥
λx的顺序， P

(
d

dx

)
的表示矩阵为

P 嘨λ嘩 P ′嘨λ嘩 P ′′(λ)
2!

P (3)(λ)
3! · · · P (m)(λ)

m!

嘰 P 嘨λ嘩 P ′嘨λ嘩 P ′′(λ)
2! · · · P (m−1)(λ)

(m−1)!

嘰 嘰 P 嘨λ嘩 P ′嘨λ嘩 · · · P (m−2)(λ)
(m−2)!

嘰 嘰 嘰 P 嘨λ嘩 · · · P (m−3)(λ)
(m−3)!

嘮嘮嘮
嘮嘮嘮

嘮嘮嘮
嘮嘮嘮

嘮 嘮 嘮
嘮嘮嘮

嘰 嘰 嘰 嘰 · · · P 嘨λ嘩


嘨噦嘩 证明：如果 λ是多项式 P 的 k重根，则对任意非负整数m，都有

P

(
噤

噤x

)
嘺 Vm+k嘨λ嘩→ Vm嘨λ嘩

是满射，事实上，它是 xkVm嘨λ嘩→ Vm嘨λ嘩线性同构。

嘱嘱嘮 对 µ ∈ R，记 Pµ嘨t嘩 嘽 t− µ为关于未定元 t的多项式。于是

嘨Pµ嘨t嘩嘩
n 嘽 嘨t− µ嘩n 嘽 嘨t− µ嘩 · · · 嘨t− µ嘩︸ ︷︷ ︸

n个

.

这里称 t 是未定元，从而 t 可以是一个数，也可以是一个操作。以下取

t 嘽 d
dx，对可微函数 f嘨x嘩，定义

Pµ

(
噤

噤x

)
f 嘽

(
噤

噤x
− µ

)
f 嘽

噤f嘨x嘩

噤x
− µf嘨x嘩,

(
Pµ

(
噤

噤x

))n
f 嘽

(
噤

噤x
− µ

)n
f 嘽

(
噤

噤x
− µ

)
· · ·
(

噤

噤x
− µ

)
︸ ︷︷ ︸

n个

f.

计算 Pµ
(

d
dx

)
噥λx，

(
Pµ
(

d
dx

))n (xk
k! 噥

λx
)
。

嘱嘲嘮 嘨嘱嘩 设 f嘨t嘩是 C∞ 函数，记 y嘨x嘩 嘽 f嘨噬噮x嘩。证明对任意正整数 n，

xn
噤ny

噤xn
嘽

[(
噤

噤t
− 嘨n− 嘱嘩

)
· · ·
(

噤

噤t
− 嘱

)
噤

噤t
f嘨t嘩

]∣∣∣∣
t=ln x

.

嘨嘲嘩 形如

xny(n) 嘫 an−1x
n−1y(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1xy

′ 嘫 a0y 嘽 f嘨x嘩

的微分方程称为 Euler方程。证明经过换元 x 嘽 噥t，噅噵噬噥噲方程可以变为

常系数线性微分方程

噤ny

噤tn
嘫 bn−1

噤(n−1)y

噤tn−1
嘫 · · ·嘫 b1

噤y

噤t
嘫 b0y 嘽 f嘨噥t嘩.
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4.4 应用：曲线的切线、法线和曲率

定义 4.4.1. 设 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩满足 x, y 嘺 嘨a, b嘩 → R都是 C 1 函数，且对任意 t ∈
嘨a, b嘩，x′嘨t嘩2 嘫 y′嘨t嘩2 > 嘰。则称 γ 嘺 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩嘨 t ∈ 嘨a, b嘩 嘩是一条正则曲线。称

直线 {
x 嘽 x嘨t0嘩 嘫 x′嘨t0嘩嘨t− t0嘩,
y 嘽 y嘨t0嘩 嘫 y′嘨t0嘩嘨t− t0嘩,

t ∈ R

为曲线 γ 在点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩 嘨或 t 嘽 t0 嘩处的切线。称过点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩且与曲

线 γ 在点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩处的切线垂直的直线为曲线 γ 在点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩处的法

线。

例 4.4.2. 求抛物线 x 嘽 y2在 嘨a2, a嘩处的切线与法线。

解： 切线：

x 嘽 a2 嘫 嘲a嘨t− a嘩,

y 嘽 a嘫 嘨t− a嘩
，即 x 嘽 a2 嘫 嘲a嘨y − a嘩。

法线：x− a2 嘽 − 1
2a 嘨y − a嘩，即 y 嘽 a− 嘲a嘨x− a2嘩。

例 4.4.3. 证明平行于抛物线对称轴的入射光线经抛物线反射后汇聚于焦点。

图 嘴嘮嘲嘺

解： 水平入射光线在点 P 嘨t, f嘨t嘩嘩处经曲线 y 嘽 f嘨x嘩反射汇聚于点 F 嘨c, 嘰嘩处，

当且仅当直线 FP 的倾角 β 是曲线 y 嘽 f嘨x嘩在点 P 嘨t, f嘨t嘩嘩处的切线的倾角 α

的 嘲倍，即
f嘨t嘩

t− c
嘽 噴噡噮 嘲α 嘽

嘲f ′嘨t嘩

嘱− f ′嘨t嘩2
,



嘴嘮嘴嘮 应用：曲线的切线、法线和曲率 嘹嘳

也就是

yy′
2
嘫 嘲嘨x− c嘩y′ − y 嘽 嘰,

解得

y′ 嘽
−嘨x− c嘩±

√
嘨x− c嘩2 嘫 y2

y
.

记 u嘨x嘩 嘽
√
嘨x− c嘩2 嘫 y嘨x嘩2，则上述微分方程等价于 u′ 嘽 ±嘱。

对于 y嘨x嘩 嘽 ±
√
嘴cx，

u嘨x嘩 嘽

√
嘨x− c嘩2 嘫 y嘨x嘩2 嘽 ± 嘨x嘫 c嘩 ,

满足 u′ 嘽 ±嘱。因此水平光线经抛物线 嘴cx 嘽 y2 反射后汇聚于焦点 嘨c, 嘰嘩。

例 4.4.4. 求当 t → a时抛物线 x 嘽 y2 在点 嘨a2, a嘩处的法线与点在点 嘨t2, t嘩处

的法线的交点的极限。

图 嘴嘮嘳嘺

解： 抛物线在点 嘨a2, a嘩处的法线：y 嘽 a − 嘲a嘨x − a2嘩。在点 嘨t2, t嘩处的法线：

y 嘽 t− 嘲t嘨x− t2嘩。它们的交点 x 嘽
t嘫 嘲t3 − a− 嘲a3

嘲嘨t− a嘩
,

y 嘽 a− 嘲a嘨x− a2嘩

让 t→ a得到 
x 嘽

嘱

嘲
嘨嘱 嘫 嘶a2嘩 嘽 1

2 嘫 嘳a2,

y 嘽 a− 嘲a

(
嘱

嘲
嘫 嘳a2 − a2

)
嘽 −嘴a3

所以两条法线的交点的极限为 嘨 1
2 嘫 嘳a2,−嘴a3嘩。
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定理 4.4.5. 设 γ 嘺 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩( t ∈ 嘨a, b嘩 )是一条正则曲线，满足 x嘨t嘩, y嘨t嘩都是

C 2函数。则当 t→ t0时，γ在点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩处的法线与点 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩处的法

线的交点有极限，这个极限 C称为 γ 在点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩处的曲率圆中心，C 到

点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩的距离R称为曲率半径，称以 C为圆心以R为半径的圆为 γ在

点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩处的曲率圆，称曲率半径的倒数 κ 嘽 1
R 为 γ 在点 嘨x嘨t0嘩, y嘨t0嘩嘩

处的曲率。

例 4.4.6. 求抛物线 x 嘽 y2的曲率。

解： 由例嘴嘮嘴嘮嘴知抛物线在点 嘨a2, a嘩处的曲率中心为 嘨 1
2 嘫 嘳a2,−嘴a3嘩。

所以曲率半径

R 嘽

√(
嘱

嘲
嘫 嘳a2 − a2

)2

嘫 嘨−嘴a3 − a嘩2 嘽

√
嘱

嘴
嘫 嘳a2 嘫 嘱嘲a4 嘫 嘱嘶a6,

曲率

κ 嘽
嘱

R
嘽

嘱√
1
4 嘫 嘳a2 嘫 嘱嘲a4 嘫 嘱嘶a6

.

曲率最大值为 嘲，在 a 嘽 嘰时即 嘨嘰, 嘰嘩点处取得。

在 嘨嘰, 嘰嘩附近，抛物线 x 嘽 y2上的点到 嘨嘰, 嘰嘩处法线上的点 嘨c, 嘰嘩的距离√
嘨x− c嘩2 嘫 y2 嘽

√
嘨y2 − c嘩2 嘫 y2 嘽

√
c2 − 嘨嘲c− 嘱嘩y2 嘫 y4

嘽

|c|
(
嘱− 2c−1

2c2 y
2 嘫 o嘨y2嘩

)
, c 6嘽 嘰嘻

|y| 嘨嘱 嘫 o嘨嘱嘩嘩 , c 嘽 嘰.

当且仅当 c 嘽 1
2 时，

√
嘨x− c嘩2 嘫 y2 − c 嘽 o嘨y2嘩。这表明，虽然所有圆 嘨x −

c嘩2 嘫 y2 嘽 c2都与抛物线 x 嘽 y2在 嘨嘰, 嘰嘩处相切（它们有共同切线），但唯有圆(
x− 1

2

)2
嘫 y2 嘽 1

4 与抛物线才有更高程度的相切关系。

习题4.4

嘱嘮 证明从椭圆的一个焦点射出的光线经椭圆反射后汇聚于另一焦点。

嘲嘮 曲率与曲率圆

嘨噡嘩 证明定理嘴嘮嘴嘮嘵，并推导曲线的曲率公式。

嘨噢嘩 证明在 C 2 曲线任意一点处，与曲线相切的所有圆中只有曲率圆与曲

线是二阶相切的。

嘨噣嘩 证明曲线的曲率与曲线的参数表示无关，即若 t 嘽 t嘨s嘩是可逆映射，

且 t嘨s嘩和它的反函数 s嘨t嘩都是 C 2的，则 嘨x嘨t嘨s嘩嘩, y嘨t嘨s嘩嘩嘩在 s0处的

曲率与 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩在 t0 嘽 t嘨s0嘩处的曲率相等。
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嘳嘮 称 Rn中的 C 2曲线 γ嘨t嘩 嘽 嘨x1嘨t嘩, x2嘨t嘩, . . . , xn嘨t嘩嘩是正则曲线，如果

γ′嘨t嘩 嘽 嘨x′1嘨t嘩, . . . , x
′
n嘨t嘩嘩 6嘽 嘰, ∀t ∈ 嘨a, b嘩.

记

T 嘨t嘩 嘽
γ′嘨t嘩

‖γ′嘨t嘩‖
嘽

嘨x′1嘨t嘩, x
′
2嘨t嘩, . . . , x

′
n嘨t嘩嘩√

x′1嘨t嘩
2 嘫 x′2嘨t嘩

2 嘫 · · ·x′n嘨t嘩2
.

即 T 嘨t嘩为曲线在 γ嘨t嘩处的单位切向量。证明：

嘨噡嘩 对任意 t ∈ 嘨a, b嘩，T ′嘨t嘩与 T 嘨t嘩正交；

嘨噢嘩
T ′嘨t嘩

‖γ′嘨t嘩‖
只与曲线方向有关，与曲线参数表示无关，即：如果 t 嘽 t嘨s嘩

满足 t′嘨s嘩 > 嘰嘨 ∀s 嘩，则

T ′嘨t嘩

‖γ′嘨t嘩‖
嘽

噾T ′嘨s嘩

‖噾γ′嘨s嘩‖
,

如果 t 嘽 t嘨s嘩满足 t′嘨s嘩 < 嘰嘨 ∀s 嘩，则

T ′嘨t嘩

‖γ′嘨t嘩‖
嘽 −

噾T ′嘨s嘩

‖噾γ′嘨s嘩‖
,

其中 噾γ 嘽 γ嘨t嘨s嘩嘩， 噾T 嘨s嘩 嘽
噾γ′嘨s嘩

‖噾γ′嘨s嘩‖
。因此

‖T ′嘨t嘩‖
‖γ′嘨t嘩‖

与曲线参数表示无

关，它反映了曲线的一个几何性质。

嘨噣嘩 n 嘽 嘲时曲率

κ 嘽
‖T ′嘨t嘩‖
‖γ′嘨t嘩‖

嘽

∥∥∥∥γ′′嘨t嘩− 〈γ′′嘨t嘩, γ′嘨t嘩〉 γ′嘨t嘩

‖γ′嘨t嘩‖2

∥∥∥∥
‖γ′嘨t嘩‖2

.

4.5 应用： Newton-Raphson方法

我们以计算
√
嘱嘰的近似值为例，介绍 噎噥噷噴噯噮当初的想法。

首先，因为 嘳 <
√
嘱嘰 < 嘴，所以可设

√
嘱嘰 嘽 嘳 嘫 x，于是

嘱嘰 嘽 嘨嘳 嘫 x嘩2 嘽 嘹 嘫 嘶x嘫 x2,

因为 嘰 < x < 嘱，所以忽略比 嘶x更小的项 x2，上述方程变成

嘱嘰 嘽 嘹 嘫 嘶x,

解得近似值 x 嘽 1
6 ≈ 嘰.嘱嘷。于是

√
嘱嘰 ≈ 嘳.嘱嘷。

再设
√
嘱嘰 嘽 嘳.嘱嘷 嘫 x，于是

嘱嘰 嘽 嘱嘰.嘰嘴嘸嘹 嘫 嘶.嘳嘴x嘫 x2,
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舍去 x2，求得 x的近似值 x 嘽 −嘰.嘰嘰嘷嘷嘱，于是
√
嘱嘰 ≈ 嘳.嘱嘷−嘰.嘰嘰嘷嘷嘱 嘽 嘳.嘱嘶嘲嘲嘹。

再次使用上述方法，得到
√
嘱嘰 ≈ 嘳.嘱嘶嘲嘲嘷嘷嘶嘶嘰嘲。

噎噥噷噴噯噮不断求解由近似值导致的新方程从而得到更进一步的近似值，他的

这个想法被噒噡噰器噳噯噮改写成了如下迭代形式，这个方法被称为噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮

方法，是数值计算求解方程最高效的算法。

图 嘴嘮嘴嘺

设 f 嘺 嘨a, b嘩 → R是可微映射。设 x∗ 是方程 f嘨x嘩 嘽 嘰的解。假设 xn 是 x∗

的一个近似解。在 xn处把函数 f嘨x嘩局部线性化：

y 嘽 f嘨xn嘩 嘫 f ′嘨xn嘩嘨x− xn嘩.

由线性方程

嘰 嘽 f嘨xn嘩 嘫 f ′嘨xn嘩嘨x− xn嘩

解得

x 嘽 xn −
f嘨xn嘩

f ′嘨xn嘩
.

这样得到 噎噥噷噴噯噮迭代

xn+1 嘽 xn −
f嘨xn嘩

f ′嘨xn嘩
.

这样就得到了 x∗ 的一个新的近似值 xn+1。

例 4.5.1. 用 噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮方法解方程 x2 嘽 a。

解： 曲线 y 嘽 x2 − a在 嘨xn, x
2
n − a嘩处的切线

y 嘽 x2
n − a嘫 嘲xn嘨x− xn嘩 嘽 嘲xnx− x2

n − a.

解线性方程 嘰 嘽 嘲xnx− x2
n − a得到

xn+1 嘽
x2
n 嘫 a

嘲xn
嘽
xn
嘲

嘫
a

嘲xn
.
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最后这个公式正是古代巴比伦人求
√
a的方法。

记

F 嘨x嘩 嘽
x

嘲
嘫

a

嘲x
.

对 x > 嘰，

F 嘨x嘩 嘽
x

嘲
嘫

a

嘲x
≥ 嘲

√
x

嘲
· a
嘲x

嘽
√
a嘻

对任意 x, y ∈ 噛
√
a,嘫∞嘩，

|F 嘨x嘩− F 嘨y嘩| 嘽
∣∣∣∣x嘲 嘫

a

嘲x
− y

嘲
− a

嘲y

∣∣∣∣ 嘽 (嘱

嘲
− a

嘲xy

)
|x− y| ≤ 嘱

嘲
|x− y| ,

从而 F 是区间 嘨嘰,嘫∞嘩到闭区间噛
√
a,嘫∞嘩中的压缩映射。因此对任意 x1 > 嘰，

因此 噬噩噭
n→+∞

xn 存在且为 F 的唯一不动点，易见这不动点为
√
a。

对 n ≥ 嘲，xn 嘽 F 嘨xn−1嘩 ≥
√
a，从而

∣∣xn+1 −
√
a
∣∣ 嘽 ∣∣∣∣xn −√a嘲xn

∣∣∣∣ ∣∣xn −√a∣∣ ≤ 嘱

嘲
√
a

∣∣xn −√a∣∣2 ,
所以这个方法是二次收敛的。

表 嘴嘮嘱嘺 用 噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮方法计算
√
嘱嘰的近似值

迭代次数 n xn x2
n − 嘱嘰

嘰 嘳嘮嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰 嘭嘱嘮嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰嘰

嘱 嘳嘮嘱嘶嘶嘶嘶嘶嘶嘶嘶嘶嘶嘶嘶嘷嘰 嘲.嘷嘷嘷嘷嘸× 嘱嘰−2

嘲 嘳嘮嘱嘶嘲嘲嘸嘰嘷嘰嘱嘷嘵嘴嘳嘹嘰 嘱.嘹嘲嘳嘶嘷× 嘱嘰−5

嘳 嘳嘮嘱嘶嘲嘲嘷嘷嘶嘶嘰嘱嘶嘹嘸嘴嘰 嘹.嘲嘴嘹嘴嘹× 嘱嘰−12

嘴 嘳嘮嘱嘶嘲嘲嘷嘷嘶嘶嘰嘱嘶嘸嘳嘸嘰 嘰

以 a 嘽 嘱嘰，x1 嘽 嘳为例。

|x1 −
√
嘱嘰| < 嘱

嘱嘰
.

而 ∣∣∣xn+1 −
√
嘱嘰
∣∣∣ ≤ 嘱

嘲
√
嘱嘰

∣∣∣xn −√嘱嘰∣∣∣2 < 嘲

嘱嘰

∣∣∣xn −√嘱嘰∣∣∣2 ,
因此 ∣∣∣xn −√嘱嘰∣∣∣ < 嘲2n−1−1

嘱嘰2n−1−1

(
嘱

嘱嘰

)2n−1

, n ≥ 嘲.

通过上面的表格可以看到如果以 嘳为初值计算
√
嘱嘰的近似值，只需 嘴次迭代就

可以得到 嘱嘵位有效小数位数的近似值了。

噎噥噷噴噯噮 法虽然是求解方程的一个好方法（ 噎噥噷噴噯噮 法的收敛性我们稍后

证明），但 噎噥噷噴噯噮迭代中每次都需要重新计算导数值 f ′嘨xn嘩。如果 f 的导数 f ′
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连续，则当 xn 接近 x∗ 时，f ′嘨xn嘩 ≈ f ′嘨x∗嘩。于是我们可以考虑一个简化了的

噎噥噷噴噯噮迭代：

xn+1 嘽 xn −
f嘨xn嘩

λ
.

而

f嘨xn嘩 嘽 f嘨x∗嘩 嘫 f ′嘨x∗嘩嘨xn − x∗嘩 嘫 α嘨xn嘩 嘽 f ′嘨x∗嘩嘨xn − x∗嘩 嘫 α嘨xn嘩,

其中 α嘨x嘩 嘽 o嘨x− x∗嘩（ x→ x∗）。

取 λ使得

嘰 <
f ′嘨x∗嘩

λ
< 嘲.

当 xn 足够靠近 x∗ 时， ∣∣∣∣ α嘨xn嘩

λ嘨xn − x∗嘩

∣∣∣∣ < f ′嘨x∗嘩

嘲λ
< 嘱,

从而

|xn+1 − x∗| 嘽
∣∣∣∣xn − x∗ − f ′嘨x∗嘩嘨xn − x∗嘩 嘫 α嘨xn嘩

λ

∣∣∣∣
≤ |xn − x∗|

(
嘱− f ′嘨x∗嘩

λ
嘫

∣∣∣∣ α嘨xn嘩

λ嘨xn − x∗嘩

∣∣∣∣)
≤ |xn − x∗|

(
嘱− f ′嘨x∗嘩

嘲λ

)
.

于是 噬噩噭
n→+∞

xn 嘽 x∗。

但是对实际应用而言，这样的结果意义有限，因为算法必须在有限步之内

完成，由于我们不知道 x∗ 的值，所以无法判定 xn 是否已经在给定的误差范围

内靠近了 x∗。关于 噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮方法的进一步的讨论我们留在下一章里完

成。

习题4.5

嘱嘮 用噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮方法求 f嘨x嘩 嘽 噣噯噳x的不动点。比较噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮

迭代与 xn+1 嘽 噣噯噳xn 的收敛效率以及不同初值对迭代收敛性的影响。

嘲嘮 用噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮方法给出计算非零实数 a的倒数 1
a 的算法，使得计算

过程中只使用加减法和乘法运算。这个算法可以提高除法的计算效率，再

结合噋噡噲噡噴噳噵噢噡嘨嘱嘹嘶嘰嘩提出的快速乘法，可以使除法效率进一步提高。如

果你希望更深入地了解除法算法，建议你阅读英文版维基百科 噤噩噶噩噳噩噯噮 噡噬嘭

噧噯噲噩噴器噭词条。

嘳嘮 在电子游戏《雷神之锤噉噉噉竞技场》的源代码中有一个“平方根倒数快速算

法”（ 噆噡噳噴噉噮噶噓噱噲噴嘨嘩）用于快速计算 1√
x
，这在数字信号处理以及计算机
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图形学中可以提高运算效率。在这个这个算法中使用了 噎噥噷噴噯噮嘭噒噡噰器噳噯噮

方法，并且利用了一个“神奇的”初值，使得 噎噥噷噴噯噮迭代只需一步就可

完成。关于这个算法以及它的历史见维基百科 噆噡噳噴 噩噮噶噥噲噳噥 噳噱噵噡噲噥 噲噯噯噴词

条。

4.6 应用：用微分方程建立数学模型

例 4.6.1. 放射性物质衰变。某放射性物质的质量 y嘨t嘩 关于时间 t 连续，并且

随着时间 t的增加而减少，相同质量的该物质经过相同时间后的剩余质量相同。

则
y嘨t嘫 s嘩

y嘨t嘩
嘽
y嘨s嘩

y嘨嘰嘩
.

记 Y 嘨t嘩 嘽 y(t)
y(0)，则 Y 嘨t嘩连续，Y 嘨嘰嘩 嘽 嘱，且

Y 嘨t嘫 s嘩 嘽 Y 嘨t嘩Y 嘨s嘩.

于是
Y 嘨t嘫 s嘩− Y 嘨t嘩

s
嘽 Y 嘨t嘩

Y 嘨s嘩− 嘱

s
嘽 Y 嘨t嘩

Y 嘨s嘩− Y 嘨嘰嘩

s
.

因此，若 Y 在 t 嘽 嘰可微，则 Y 在任意 t可微，且

Y ′嘨t嘩 嘽 Y ′嘨嘰嘩Y 嘨t嘩.

记 λ 嘽 −Y ′嘨嘰嘩，则 λ > 嘰，

y′嘨t嘩 嘽 −λy嘨t嘩.

不难验证 y嘨t嘩 嘽 C噥−λt 是该方程的解，将来我们会知道这是方程的所有的

解。

由 y(T )
y(0) 嘽 1

2 解得 T 嘽 ln 2
λ ，这是该放射性物质的半衰期。

古生物学家和考古学家通过分析化石样本中某些放射性物质的量估计古生

物或文物的年代。

例 4.6.2. Malthus 人口模型。假设人口数量 y嘨t嘩随时间 t变化，人口自然增

长率是常数 λ，

y′嘨t嘩 嘽 λy嘨t嘩.

如果 λ > 嘰，则会出现人口爆炸性增长；如果 λ < 嘰，则会出现人口指数性衰

减；如果 λ 嘽 嘰，则人口数量将一成不变。所以 噍噡噬噴器噵噳的人口模型对预测长

期的人口变化是不尽合理的。

例 4.6.3. 修正的人口模型，Logistic 模型。假设人口数量 y嘨t嘩随时间 t变化，

人口自然增长率 λ与当前人口数量 y嘨t嘩有关，

λ 嘽 a− by嘨t嘩,
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当 y嘨t嘩较小时，λ ≈ a > 嘰，人口近似指数增长；但当 y嘨t嘩较大时，由于受到环

境因素制约，人口增长率降低。

y′嘨t嘩 嘽 嘨a− by嘨t嘩嘩y嘨t嘩.

记 Y 嘨t嘩 嘽
b

a
y嘨t嘩，则

Y ′嘨t嘩 嘽 a嘨嘱− Y 嘨t嘩嘩Y 嘨t嘩.

最后这个方程称为 噌噯噧噩噳噴噩噣方程。

例 4.6.4. 捕猎模型。在噌噯噧噩噳噴噩噣模型下考虑捕猎因素，动物数量为 x嘨t嘩满足

x′ 嘽 嘨a− bx嘩x− c,

其中 c > 嘰是单位时间的捕获量。

例 4.6.5. 捕食者-饵模型，Lotka-Volterra模型。两种生物，其中一种生物嘨称

为捕食者嘩捕食另一种生物嘨称为饵嘩，捕食者的数量为 x嘨t嘩，饵的数量为 y嘨t嘩。

两种生物各自有自然增长率，但实际增长率也受彼此数量的影响：

捕食者的增长率随饵的数量变大而变大，当 y嘨t嘩比较大时，饵充足，捕食

者数量正增长；当 y嘨t嘩 比较小时，因为食物稀缺，捕食者数量的增长率降低，

甚至可能出现数量负增长。

x′嘨t嘩 嘽 嘨ay嘨t嘩− b嘩x嘨t嘩.

饵的增长率随捕食者数量的变大而变小，当 x嘨t嘩比较大时，因天敌数量大，

饵数量出现负增长；当 x嘨t嘩比较小时，因为缺少天敌，饵的数量是正增长。

y′嘨t嘩 嘽 嘨p− qx嘨t嘩嘩y嘨t嘩.

这两个方程所组成的微分方程组称为 噌噯噴噫噡嘭噖噯噬噴噥噲噲噡模型：x
′ 嘽 嘨ay − b嘩x,

y′ 嘽 嘨p− qx嘩y.

例 4.6.6. 流感模型。这是一个传染病模型，适用于普通感冒和流感这样的疾

病，其特点是人群分为易感人群和感染者两类，数量分别是 S嘨t嘩, I嘨t嘩，感染者

不会免疫。 S′ 嘽 −
βSI
N 嘫 γI,

I ′ 嘽 βSI
N − γI,

其中 N 嘽 S嘨t嘩 嘫 I嘨t嘩是人口总数，β是感染率，γ 是康复系数。SI
N 的分子反映

了易感人群与感染者的接触程度，分母 N 是为了平衡系数 β的量纲。不难发现

这个微分方程组是 噌噯噴噫噡嘭噖噯噬噴噥噲噲噡模型的一个特例。
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利用 N 嘽 S嘨t嘩 嘫 I嘨t嘩，可以得到

I ′ 嘽

(
β − γ − β

N
I

)
I,

这是 噌噯噧噩噳噴噩噣模型。

以上这些问题最终都归结为一个（或多个）函数和它（它们的）的导数满

足的等式关系，这样的等式称为微分方程（组）。在上述问题中，微分方程中出

现的导数都是一阶导数，这样的微分方程（组）叫做一阶微分方程（组）。

在动力学中，噎噥噷噴噯噮第二定律断言运动力的作用而改变，具体而言，运动

的加速度与力成正比。加速度是位移函数的二阶导数，所以动力学方程通常是

二阶微分方程。

一个微分方程（组）的阶，就是这个方程（组）中出现的未知函数的最高

阶导数的阶数。

例 4.6.7. 弹簧振子-胡克定律。胡克定律：弹簧振子偏离其平衡位置时受到弹

簧的作用力 F，F 的大小与偏离平衡位置的位移 x的大小成比例，F 的方向位

移 x的方向相反。于是根据 噎噥噷噴噯噮定律和胡克定律得到微分方程：

mx′′ 嘽 F 嘽 −kx.

这是个二阶微分方程，如果令 y 嘽 x′，则上述方程可以写成x′ 嘽 y,

y′ 嘽 − k
mx.

例 4.6.8. 带有阻尼的弹簧振子。弹簧振子受到阻力作用，阻力的大小与速度 x′

的大小成比例，方向相反。

mx′′ 嘽 −kx− ax′.

这是个二阶微分方程，如果令 y 嘽 x′，则上述方程可以写成x′ 嘽 y,

y′ 嘽 − k
mx−

a
my.

例 4.6.9. 单摆。一根细杆长度为 l，质量忽略不计，其一端固定，另一端有一

个质量为m的小球。在小球所受重力作用下，细杆绕着其固定端在竖直平面中

摆动，细杆垂直向下为平衡位置，θ为细杆偏离垂直向下的角度。由 噎噥噷噴噯噮运

动定律可得

mlθ′′ 嘽 −mg 噳噩噮 θ.
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这是个二阶微分方程，如果令 y 嘽 x′，则上述方程可以写成θ′ 嘽 y,

y′ 嘽 − gl 噳噩噮 θ.

虽然我们现在还不知道如何求解这些微分方程，但是我们可以通过几何的

办法直观地了解微分方程，从而预见到解的一些性质。

图 嘴嘮嘵嘺 放射性衰变 嘯 噍噡噬噴器噵噳人口模型

图 嘴嘮嘶嘺 噌噯噧噩噳噴噩噣人口模型 嘯 噌噯噴噫噡嘭噖噯噬噴噥噲噲噡模型
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对微分方程
噤y

噤t
嘽 f嘨t, y嘩,

我们可以在 嘨t, y嘩坐标系的平面中的每个点 嘨t, y嘩处画一条斜率为 f嘨t, y嘩的短直

线段，我们称 f嘨t, y嘩是 嘨t, y嘩坐标平面上的一个斜率场或方向场。如果 y嘨t嘩是上

述微分方程的解嘨即 y′嘨t嘩 嘽 f嘨t, y嘨t嘩嘩 嘩，则曲线 y 嘽 y嘨t嘩在其所经过的每个点处

都与方向场 f嘨t, y嘩相切，称曲线 y 嘽 y嘨t嘩是方向场 f嘨t, y嘩的一条积分曲线。

对微分方程组 x
′ 嘽 f嘨x, y嘩,

y′ 嘽 g嘨x, y嘩.

我们可以在 嘨x, y嘩坐标系的平面中的每个点 嘨x, y嘩处画一个向量 嘨f嘨x, y嘩, g嘨x, y嘩嘩，

我们称 嘨f嘨x, y嘩, g嘨x, y嘩嘩是 嘨x, y嘩坐标平面上的一个向量场。如果 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩是

上述微分方程的解，则曲线 y 嘽 y嘨t嘩在其所经过的每个点处都与方向场 f嘨t, y嘩

相切，称曲线 x 嘽 x嘨t嘩, y 嘽 y嘨t嘩是向量场 嘨f嘨x, y嘩, g嘨x, y嘩嘩的一条积分曲线。

从上面这些方程所确定的方向场或向量场的图像可以看出，当我们画出足

够密集的方向线段或向量时，我们不难从中发现相应的积分曲线的形状，从而

了解微分方程解的一些性质。

习题4.6

嘱嘮 设连续函数 Y 嘺 R → R满足 Y 嘨嘰嘩 嘽 嘱，Y 嘨t 嘫 s嘩 嘽 Y 嘨t嘩Y 嘨s嘩嘨∀t, s ∈ R嘩。
证明 Y 嘨t嘩 嘽 at嘨∀t ∈ R嘩，其中 a 嘽 Y 嘨嘱嘩。

嘲嘮 四只小狗逆时针排列在一个正方形的四个顶点处，它们同时以大小相同且

恒定不变的速度追向位于自己前方的那只小狗。建立适当的坐标系，并写

出每只小狗的位置坐标 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩所满足的微分方程。

嘳嘮 一只兔子沿 嘨x, y嘩坐标平面中的 y轴奔跑，速度为 vh。当兔子经过坐标原

点时，被一只位于 x轴上点 嘨a, 嘰嘩处的狼所发现。狼以速度 vw 朝兔子追

去。写出狼的运动轨迹 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩所满足的微分方程。
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图 嘴嘮嘷嘺

习题讨论课3

嘱嘮 求 dy
dx 和

d2y
dx2，其中

嘨噡嘩 y 嘽 噳噩噮6 x嘫 噣噯噳6 x，

嘨噢嘩 y 嘽 x2−3
(x−1)2(x2+1)，

嘨噣嘩 y 嘽
(
嘱 嘫 1

x

)x
，

嘨噤嘩 y 嘽 g嘨h嘨x嘩嘩，其中 g, h是二阶可微函数，

嘨噥嘩 x 嘽 g嘨y嘩，其中 g是二阶可微的严格增函数，

嘨噦嘩 x 嘽 x嘨t嘩, y 嘽 y嘨t嘩是二阶可微函数，x嘨t嘩是严格增函数。

嘲嘮 称曲线 y 嘽 f嘨x嘩 与 y 嘽 g嘨x嘩 在 x 嘽 a 处相切，如果 f嘨a嘩 嘽 g嘨a嘩 且

f ′嘨a嘩 嘽 g′嘨a嘩。证明：若曲线 y 嘽 f嘨x嘩与 y 嘽 g嘨x嘩在 x 嘽 a处，x 嘽 x嘨t嘩，

z 嘽 z嘨y嘩是可微函数，x嘨t0嘩 嘽 a，则曲线 z 嘽 z嘨f嘨x嘨t嘩嘩嘩与 z 嘽 z嘨g嘨x嘨t嘩嘩嘩

在 t 嘽 t0处相切。

嘳嘮 设m ≥ 嘲是正整数，a > 嘰。写出求解方程 xm 嘽 a的 噎噥噷噴噯噮迭代，并讨

论这个算法的收敛性。

嘴嘮 求曲线 y 嘽 1
x 的曲率，并证明 y 嘽 1

x 和它的曲率圆二阶相切。

嘵嘮 如图??所示，两个铁块由长度为 L 的绳子相连，悬挂在距地面高度为 h

处的一个定滑轮处，当右侧的铁块位于 x处以速度 v向右移动时，求左侧

的铁块的移动速度。

嘶嘮 证明 噌噥噧噥噮噤噲噥多项式 P 嘨x嘩 嘽 {(x2−1)n}(n)

2nn! 满足

嘨嘱− x2嘩P ′′嘨x嘩− 嘲xP ′嘨x嘩 嘫 n嘨n嘫 嘱嘩P 嘨x嘩 嘽 嘰.

嘷嘮 四只小狗逆时针排列在一个正方形的四个顶点处，它们同时以大小相同且

恒定不变的速度追向位于自己前方的那只小狗。建立适当的坐标系，并写

出每只小狗的位置坐标 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩所满足的微分方程。

嘸嘮 一只兔子沿 嘨x, y嘩坐标平面中的 y轴奔跑，速度为 vh。当兔子经过坐标原

点时，被一只位于 x 轴上点 嘨a, 嘰嘩 处的狼所发现。狼以速度 vw朝兔子追

去。写出狼的运动轨迹 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩所满足的微分方程。
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5.1 微分中值定理

函数在一点处的最佳线性逼近由其微分给出，函数在该点处的导数是微分

中的比例系数。然而，这个线性函数究竟在多大程度上反映了原来函数的性质？

由一点处的导数究竟能得到函数哪些性质？若 α < f ′嘨x0嘩 < β，则存在 δ > 嘰

使得

α <
f嘨x嘩− f嘨x0嘩

x− x0
< β, ∀嘰 < |x− x0| < δ,

从而

∀x ∈ 嘨x0, x0 嘫 δ嘩, f嘨x0嘩 嘫 α嘨x− x0嘩 < f嘨x嘩 < f嘨x0嘩 嘫 β嘨x− x0嘩,

∀x ∈ 嘨x0 − δ, x0嘩, f嘨x0嘩 嘫 β嘨x− x0嘩 < f嘨x嘩 < f嘨x0嘩 嘫 α嘨x− x0嘩.

即任给一个包含切线 y 嘽 f嘨x0嘩 嘫 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩在内的锥形区域，f 在 x0附近

的函数图像总在这个锥形区域中。

特别地，如果 f ′嘨x0嘩 > 嘰，即 α 嘽 嘰，则在 x0的一个邻域内，

x < x0 ⇒ f嘨x嘩 < f嘨x0嘩嘻 x > x0 ⇒ f嘨x嘩 > f嘨x0嘩.

因此当 f ′嘨x0嘩非零时，微分 噤f嘨x0嘩的单调性决定了 x0附近点的函数值与 f嘨x0嘩

的大小关系。但是以下例子表明，仅由 x0 处微分 噤f嘨x0嘩的单调性无法确保 f

在 x0的任意邻域内具有与 噤f嘨x0嘩同样的单调性。

例 5.1.1. f嘨x嘩 嘽

x嘫Ax2 噳噩噮 1
x , x 6嘽 嘰,

嘰, x 嘽 嘰
，其中 A > π

2。则 f ′嘨嘰嘩 嘽 嘱，但

在 x 嘽 嘰的任何邻域内 f 都不是单调的。

证明. 由 f ′嘨嘰嘩 嘽 嘱 > 嘰可知在 x 嘽 嘰的任何邻域内 f 都不是单调不增的。另一

方面，取 xk 嘽
(
嘲kπ 嘫 π

2

)−1
，yk 嘽

(
嘲kπ − π

2

)−1
，则对任意 k ≥ 嘱，嘰 < xk <

yk <
1
k，

f嘨xk嘩−f嘨yk嘩 嘽 A
(
嘲kπ 嘫

π

嘲

)−2

嘫A
(
嘲kπ − π

嘲

)−2

−π
(
嘲kπ 嘫

π

嘲

)−1 (
嘲kπ − π

嘲

)−1

,

嘱嘰嘵
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注意到

噬噩噭
k→+∞

A
(
嘲kπ 嘫 π

2

)−2
嘫A

(
嘲kπ − π

2

)−2

π
(
嘲kπ 嘫 π

2

)−1(
嘲kπ − π

2

)−1 嘽
嘲A

π
> 嘱,

故存在K ∈ N∗使得 ∀k ≥ K，f嘨xk嘩 > f嘨yk嘩。故在 x 嘽 嘰的任何邻域内 f 都不

是单调不减的。

上述例子还表明：f 在一点 x0 处导数非零（即 噤f嘨x0嘩是单射）不足以保

证 f 在 x0的某个邻域内是单射。

定义 5.1.2. 设函数 f 在 x0的一个邻域 U 内有定义，且 ∀x ∈ U，f嘨x0嘩 ≥ f嘨x嘩。
则称 x0为 f 的一个极大值点，称 f嘨x0嘩为 f 的一个极大值。类似定义 f 的极小

值点和极小值。f 的极大值（点）和极小值（点）统称为 f 的极值（点）。

注 5.1.3. 若 f 在 x0 的邻域内有定义，并且在 x0 达到最大（小）值，则 x0 是

f 的一个极大（小）值点。

定义 5.1.4. 若 f ′嘨x0嘩 嘽 嘰，则称 x0为 f 的一个临界点。

定理 5.1.5 嘨Fermat引理). 若 f 在极值点 x0 处可微，则 x0 是 f 的临界点。

定理 5.1.6 嘨Rolle定理). 设函数 f 在 嘨a, b嘩内可微( −∞ ≤ a < b ≤ 嘫∞ )，并

且

噬噩噭
x→a+

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→b−

f嘨x嘩 嘽 A ∈ R
⋃
{−∞,嘫∞},

则存在 ξ ∈ 嘨a, b嘩使得 f ′嘨ξ嘩 嘽 嘰。

证明. 函数 f 在 嘨a, b嘩内可微，从而在 嘨a, b嘩内连续。如果 f 是常值函数，则结

论自然成立。下设 f 不是常值函数，不妨设存在 c ∈ 嘨a, b嘩使得 f嘨c嘩 > A。于是

存在 a1, b1 使得 a < a1 < c < b1 < b，并且 ∀x ∈ 嘨a, a1噝
⋃
噛b1, b嘩，f嘨x嘩 < f嘨c嘩。

f 连续，在有界闭区间 噛a1, b1噝上有最大值点 ξ，从而 ξ ∈ 嘨a, b嘩是 f 在区间 嘨a, b嘩

中的最大值点，由 噆噥噲噭噡噴引理知 f ′嘨ξ嘩 嘽 嘰。

注 5.1.7. 若 a, b是有限数，则上述定理结论可写成：存在 θ ∈ 嘨嘰, 嘱嘩使得 f ′嘨θa嘫

嘨嘱− θ嘩b嘩 嘽 嘰。

定理 5.1.8 嘨 Cauchy 中值定理). 设 −∞ ≤ a < b ≤ 嘫∞，函数 x嘨t嘩, y嘨t嘩在区

间 嘨a, b嘩内可微，满足极限 x嘨a+嘩, x嘨b−嘩, y嘨a+嘩, y嘨b−嘩都收敛，则存在 ξ ∈ 嘨a, b嘩

使得

x′嘨ξ嘩
(
y嘨b−嘩− y嘨a+嘩

)
嘽 y′嘨ξ嘩

(
x嘨b−嘩− x嘨a+嘩

)
.
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噃噡噵噣器噹中值定理的几何解释：平面曲线嘀 嘺 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩在某点P 嘨x嘨ξ嘩, y嘨ξ嘩嘩

处的切向量 嘨x′嘨ξ嘩, y′嘨ξ嘩嘩与点A嘨x嘨a+嘩, y嘨a+嘩嘩和点B嘨x嘨b−嘩, y嘨b−嘩嘩所连的直线

lAB 平行。

证明. 记

f嘨t嘩 嘽
(
x嘨t嘩− x嘨a+嘩

) (
y嘨b−嘩− y嘨a+嘩

)
−
(
x嘨b−嘩− x嘨a+嘩

) (
y嘨t嘩− y嘨a+嘩

)
,

则 f 在区间 嘨a, b嘩 上可微，并且 f嘨a+嘩 嘽 嘰 嘽 f嘨b−嘩。因此由噒噯噬噬噥定理，存在

ξ ∈ 嘨a, b嘩使得 f ′嘨ξ嘩 嘽 嘰，于是

x′嘨ξ嘩
(
y嘨b−嘩− y嘨a+嘩

)
嘽 y′嘨ξ嘩

(
x嘨b−嘩− x嘨a+嘩

)
.

注 5.1.9. 当 a, b是有限实数时，条件“g嘨a+嘩, g嘨b−嘩 ∈ R，f嘨a+嘩, f嘨b−嘩 ∈ R”
可以用“f, g在 噛a, b噝上连续”代替。

下面这个例子表明， 噃噡噵噣器噹 微分中值定理对二维以上空间中的曲线是不

成立的！

例 5.1.10. 三维空间中的光滑曲线，x嘨t嘩 嘽 t, y嘨t嘩 嘽 噣噯噳 t, z嘨t嘩 嘽 噳噩噮 t, 嘰 ≤ t ≤
嘲π。如图??所示，这是一条缠绕圆柱面的曲线。

图 嘵嘮嘱嘺

嘨x嘨嘲π嘩− x嘨嘰嘩, y嘨嘲π嘩− y嘨嘰嘩, z嘨嘲π嘩− z嘨嘰嘩嘩 嘽 嘨嘲π, 嘰, 嘰嘩,

但 嘨x′嘨t嘩, y′嘨t嘩, z′嘨t嘩嘩 嘽 嘨嘱,− 噳噩噮 t, 噣噯噳 t嘩从不与 嘨嘲π, 嘰, 嘰嘩平行。

例 5.1.11. 考虑由光滑的参数方程 x嘨t嘩 嘽 t3|t|, y嘨t嘩 嘽 t2, −嘱 ≤ t ≤ 嘱刻画的

平面曲线，该曲线的图形如图??所示。
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图 嘵嘮嘲嘺

嘨x嘨嘱嘩− x嘨−嘱嘩, y嘨嘱嘩− y嘨−嘱嘩嘩 嘽 嘨嘲, 嘰嘩.

曲线上哪里的切线与 嘨嘲, 嘰嘩平行？这违背 噃噡噵噣器噹微分中值定理吗？

实际上， 噃噡噵噣器噹微分中值定理断言，如果质点运动是可微的嘨即任何时刻

都存在有限的瞬时速度嘩，那么在任何一个时段中，总有那样的时刻，质点当

时的瞬时速度与质点在该段时间内发生的位移向量平行。在上面这个例子中，

嘨x′嘨嘰嘩, y′嘨嘰嘩嘩 嘽 0。

定理 5.1.12 嘨Lagrange中值定理). 设函数 f 在有界闭区间 噛a, b噝上连续，在开

区间 嘨a, b嘩内可微，则存在 ξ ∈ 嘨a, b嘩使得 f ′嘨ξ嘩 嘽
f嘨b嘩− f嘨a嘩

b− a
。

这实际上是 噃噡噵噣器噹微分中值定理的特例。但下面给出一个单独的证明。

证明. 对函数 F 嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩− f嘨a嘩− f嘨b嘩− f嘨a嘩
b− a

嘨x− a嘩 用 噒噯噬噬噥定理。

上述定理结论可写成：∃θ ∈ 嘨嘰, 嘱嘩使得 f嘨b嘩 嘽 f嘨a嘩嘫f ′嘨θa嘫嘨嘱−θ嘩b嘩嘨b−a嘩。

例 5.1.13. 设函数 f 嘺 I → R 是可微函数，并且存在 M > 嘰 使得 ∀x ∈ I，

|f ′嘨x嘩| ≤ M，则对任意 x, y ∈ I，|f嘨x嘩− f嘨y嘩| ≤ M |x− y|。因此导数有界的
函数都是 噌噩噰噳噣器噩噴噺函数，从而是一致连续的。

证明. 由 噌噡噧噲噡噮噧噥 中值定理，对任意 x, y ∈ I，存在介于 x, y 之间的 ξ 嘨从而

ξ ∈ I 嘩使得 f嘨x嘩− f嘨y嘩 嘽 f ′嘨ξ嘩嘨x− y嘩，从而

|f嘨x嘩− f嘨y嘩| 嘽 |f ′嘨ξ嘩| |x− y| ≤M |x− y| .

由上述结论知，对一切 x, y ∈ R，| 噳噩噮x− 噳噩噮 y| ≤ |x− y|。
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推论 5.1.14. 在区间 I 上，f 为常数当且仅当 f ′ 嘽 嘰。

证明. 充分性：上例中取M 嘽 嘰。必要性：用导数定义。

例 5.1.15. 求微分方程 y′ 嘽 αy的所有的解。

解： 不难发现 y嘨x嘩 嘽 噥λx 是上述微分方程的解当且仅当 λ 嘽 α。由于上述微分

方程是线性方程，所以对任意常数 C ∈ R，C噥αx 也是该方程的解。
为了求上述微分方程的所有的解，我们使用常数变易法：任何函数可以表

示为 y嘨x嘩 嘽 C嘨x嘩噥αx 的形式。于是 y′嘨x嘩 嘽 噥αx嘨C ′嘨x嘩 嘫 αC嘨x嘩嘩，于是 y嘨x嘩 嘽

C嘨x嘩噥αx 是原微分方程的解当且仅当 C ′嘨x嘩噥αx 嘽 嘰，即 C ′嘨x嘩 嘽 嘰，即 C嘨x嘩为

常数。

所以 C噥αx 嘨 C 是任意常数嘩是原微分方程的所有的解。

例 5.1.16. 求微分方程 y′′ − 嘳y′ 嘫 嘲y 嘽 嘰的所有的解。

解： y嘨x嘩 嘽 噥λx 是上述微分方程的一个解当且仅当 噥λx嘨λ2 − 嘳λ 嘫 嘲嘩 嘽 嘰。

λ2 − 嘳λ 嘫 嘲称为该微分方程的特征多项式，它的零点 λ 嘽 嘱和 λ 嘽 嘲称为该微

分方程的特征指数。因此 y嘨x嘩 嘽 噥2x 是原微分方程的一个非零解。

为了求上述微分方程的所有的解，我们使用常数变易法：任何函数可以表

示为 y嘨x嘩 嘽 C嘨x嘩噥2x 的形式。

y′嘨x嘩 嘽 噥2x噛C ′嘨x嘩 嘫 嘲C嘨x嘩噝，y′′嘨x嘩 嘽 噥2x噛C ′′嘨x嘩 嘫 嘴C ′嘨x嘩 嘫 嘴C嘨x嘩噝，于是

y嘨x嘩 嘽 C嘨x嘩噥2x是原微分方程的解当且仅当 C ′′嘨x嘩 嘫C ′嘨x嘩 嘽 嘰。后者是关于 C ′

的一个一阶微分方程——常数变易法使得方程的阶数降低了。从这个一阶方程

解得 C ′嘨x嘩 嘽 A噥−x，于是 噛C嘨x嘩 嘫A噥−x噝
′
嘽 嘰，因此 C嘨x嘩 嘽 −A噥−x嘫B，其中

A,B为任意常数。

所以 y嘨x嘩 嘽 C1噥
x嘫C2噥

2x 嘨C1, C2是任意常数嘩是原微分方程所有的解。

例 5.1.17. 证明对区间 噛
√
嘲− 嘱,

√
嘲 嘫 嘱噝中的任何有理数 p

q，都有∣∣∣∣pq −√嘲
∣∣∣∣ ≥ 嘱

嘲嘨嘱 嘫
√
嘲嘩q2

.

证明. 考虑 P 嘨x嘩 嘽 x2 − 嘲。则 P ′嘨x嘩 嘽 嘲x，∣∣∣∣∣∣
P
(
p
q

)
− P 嘨

√
嘲嘩

p
q −
√
嘲

∣∣∣∣∣∣ 嘽 |P ′嘨ξ嘩| 嘽 嘲ξ ≤ 嘲嘨嘱 嘫
√
嘲嘩.

从而∣∣∣∣pq −√嘲
∣∣∣∣ ≥ 嘱

嘲嘨嘱 嘫
√
嘲嘩

∣∣∣∣P (pq
)∣∣∣∣ 嘽 嘱

嘲嘨嘱 嘫
√
嘲嘩

|p2 − 嘲q2|
q2

≥ 嘱

嘲嘨嘱 嘫
√
嘲嘩q2

,

最后这个不等式成立是因为 |p2 − 嘲q2|是一个正整数。

习题5.1
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嘱嘮 说明交管部门依据高速公路上区间测速结果判定机动车超速行驶的理论

依据。

嘲嘮 嘨噄噡噲噢噯噵噸定理嘩设函数 f 在有界区间 嘨a, b嘩 内可导，且 f ′+嘨a嘩 和 f ′−嘨b嘩 存

在，且 f ′+嘨a嘩 < f ′−嘨b嘩。则对任何 c ∈ 嘨f ′+嘨a嘩, f
′
−嘨b嘩嘩，存在 ξ ∈ 嘨a, b嘩使得

f ′嘨ξ嘩 嘽 c。由此可知 f 的导函数 f ′ 的间断点只可能是第二类间断的。

嘳嘮 如图，在以线段 AB 为直径的半圆周上，DE 是沿这个半圆周移动的一条

弦，其长度是定值。M 是这条弦的中点，F,G是D,E在直径 AB上的垂

直投影。 证明三角形MFG是一个形状固定的等腰三角形。（提示：只需

证明 ∠MFG是定值）

嘴嘮 线性微分方程与常数变易法

嘨嘱嘩 噥λx 是 n阶常系数线性常微分方程

y(n) 嘫 an−1y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1y

′ 嘫 a0y 嘽 嘰

的解当且仅当 λ是多项式 λn 嘫 an−1λ
n−1 嘫 · · ·嘫 a1λ嘫 a0 的根。这个多

项式称为该微分方程的特征多项式，它的根称为该微分方程的特征值或特

征指数。

嘨嘲嘩 噛常数变易法噝 设 λ是微分方程

y(n) 嘫 an−1y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1y

′ 嘫 a0y 嘽 嘰

的特征值，证明 y嘨x嘩 嘽 C嘨x嘩噥λx 是微分方程

y(n) 嘫 an−1y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1y

′ 嘫 a0y 嘽 f嘨x嘩

的解当且仅当 C ′嘨x嘩是一个 n − 嘱阶常系数线性微分方程的解，并求这个

n− 嘱阶常系数线性微分方程。

嘨嘳嘩 证明：y嘨x嘩 是微分方程 y′ − λy 嘽 嘰 的解当且仅当存在常数 C 使得

y嘨x嘩 嘽 C噥λx。
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嘨嘴嘩 求微分方程 y′′ − 嘳y′ 嘫嘲y 嘽 嘰的所有的解。一般地，若 a2 > 嘴b，求微

分方程 y′′ 嘫 ay′ 嘫 by 嘽 嘰的所有的解。

嘨嘵嘩 求微分方程 y′′ − 嘲ay′ 嘫 a2y 嘽 嘰的所有的解。

嘵嘮 设函数 f 在区间 噛a, b噝上连续，在开区间 嘨a, b嘩中可微，f嘨a嘩 嘽 f嘨b嘩 嘽 嘰。

证明对任意实数 λ，存在 ξ ∈ 嘨a, b嘩使得 f ′嘨ξ嘩 嘫 λf嘨ξ嘩 嘽 嘰。

嘶嘮 设函数 f 满足 f ′嘨x嘩 ≤ f嘨x嘩，f嘨嘰嘩 嘽 嘰。证明对所有实数 x，xf嘨x嘩 ≤ 嘰。

嘷嘮 嘨嘱嘩 设 y嘨x嘩是微分方程
噤2y

噤x2
嘫

噤F 嘨y嘩

噤y
嘽 嘰的解。证明

嘱

嘲

(
噤y

噤x

)2

嘫F 嘨y嘩为

常数。

嘨嘲嘩 证明对任意 A,B ∈ R，初值问题


y′′ 嘫 y 嘽 嘰

y嘨x0嘩 嘽 A,

y′嘨x0嘩 嘽 B

有唯一解。

嘸嘮 设 λ ∈ R。讨论方程 嘨嘱 嘫 x2嘩 噡噲噣噴噡噮x 嘽 λx的解的个数。

嘹嘮 嘨噌噩噯噵噶噩噬噬噥，嘱嘸嘵嘱嘩 设无理数 x0是一个 n阶代数数，即 x0是一个 n次整系

数多项式 P 嘨x嘩 嘽 anx
n 嘫 an−1x

n−1 嘫 · · ·嘫 a1x嘫 a0 的根，但不是任何次

数低于 n的多项式的根。则存在常数 A > 嘰使得对区间 噛x0 − 嘱, x0 嘫 嘱噝中

的任意有理数 p
q，都有 ∣∣∣∣pq − x0

∣∣∣∣ ≥ 嘱

Aqn
.

嘱嘰嘮 嘨 噌噡噧噲噡噮噧噥插值多项式嘩设函数 f在区间 噛a, b噝上有定义，并且满足 |fn+1嘨x嘩| ≤
M嘨∀x ∈ 噛a, b噝嘩。设

a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b,

f 的 n次插值多项式为

Pn嘨x嘩 嘽

n∑
k=0

f嘨xk嘩 ∏
0≤j≤n,j 6=k

x− xj
xk − xj

 .

考虑

F 嘨t嘩 嘺嘽 f嘨t嘩− Pn嘨t嘩−
嘨t− x0嘩嘨t− x1嘩 · · · 嘨t− xn嘩
嘨x− x0嘩嘨x− x1嘩 · · · 嘨x− xn嘩

噛f嘨x嘩− Pn嘨x嘩噝.

嘨噡嘩 证明

|f嘨x嘩− Pn嘨x嘩| ≤
嘨b− a嘩n+1M

嘨n嘫 嘱嘩嘡
, ∀x ∈ 噛a, b噝.

嘨噢嘩 如果 n 嘽 嘲且 x1 嘽 x0 嘫 h，x2 嘽 x0 嘫 嘲h，证明

|f嘨x嘩− P2嘨x嘩| ≤
h3M

嘹
√
嘳
, ∀x ∈ 噛a, b噝.
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5.2 函数的单调性与极值

定理 5.2.1. 设 f 在区间 I 上可微。

(1) 如果对任何 x ∈ I，f ′嘨x嘩 > 嘰( f ′嘨x嘩 < 嘰 )，则 f 在区间 I 上严格增(相应地，

严格减)；

(2) f 在区间 I 上单调不减(相应地，单调不增)当且仅当对任何 x ∈ I，f ′嘨x嘩 ≥
嘰( f ′嘨x嘩 ≤ 嘰 )。

证明. 对任何 x1, x2 ∈ I，存在 ξ ∈ I 使得 f嘨x2嘩− f嘨x1嘩 嘽 f ′嘨ξ嘩嘨x2 − x1嘩。

例 5.2.2. 讨论函数 f嘨x嘩 嘽

(
嘱 嘫

嘱

x

)x
在区间 嘨嘰,嘫∞嘩上的单调性。

解： 因为 噬噮是严格增函数，所以 f 与 g嘨x嘩 嘽 噬噮 f嘨x嘩 嘽 x 噬噮
(
嘱 嘫 1

x

)
具有相同的

单调性。

g′嘨x嘩 嘽 噬噮嘨x嘫 嘱嘩− 噬噮x嘫 x

(
嘱

x嘫 嘱
− 嘱

x

)
.

g′′嘨x嘩 嘽 嘲

(
嘱

x嘫 嘱
− 嘱

x

)
嘫 x

(
−嘱

嘨x嘫 嘱嘩2
嘫

嘱

x2

)
嘽

−嘱
嘨x嘫 嘱嘩2x

< 嘰, ∀x > 嘰.

所以 g′ 是减函数。因为

噬噩噭
x→+∞

g′嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→+∞

[
噬噮

(
嘱 嘫

嘱

x

)
− 嘱

x嘫 嘱

]
嘽 嘰,

所以对任意 x > 嘰，g′嘨x嘩 > 嘰，因此 g在区间 嘨嘰,嘫∞嘩上是增函数。从而 f嘨x嘩 嘽(
嘱 嘫

嘱

x

)x
在区间 嘨嘰,嘫∞嘩上是增函数。

定理 5.2.3. 设存在 δ > 嘰使得 f 在 嘨x0 − δ, x0 嘫 δ嘩上连续。

1. 若对 x ∈ 嘨x0 − δ, x0嘩，f ′嘨x嘩 ≤ 嘰；对 x ∈ 嘨x0, x0 嘫 δ嘩，f ′嘨x嘩 ≥ 嘰，则 x0

是 f 在区间 嘨x0 − δ, x0 嘫 δ嘩中的最小值点。

2. 若对 x ∈ 嘨x0 − δ, x0嘩，f ′嘨x嘩 ≥ 嘰；对 x ∈ 嘨x0, x0 嘫 δ嘩，f ′嘨x嘩 ≤ 嘰，则 x0

是 f 在区间 嘨x0 − δ, x0 嘫 δ嘩中的最大值点。

3. 若 f ′嘨x0嘩 嘽 嘰且 f ′′嘨x0嘩 > 嘰，则 x0 是 f 的极小值点。

4. 若 f ′嘨x0嘩 嘽 嘰且 f ′′嘨x0嘩 < 嘰，则 x0 是 f 的极大值点。

5. 若 f ′嘨x0嘩 嘽 f ′′嘨x0嘩 嘽 · · · 嘽 f (2n−1)嘨x0嘩 嘽 嘰，f (2n)嘨x0嘩 > 嘰（ f (2n)嘨x0嘩 >

嘰），则 x0 是 f 的极小（大）值点。

6. 若 f ′嘨x0嘩 嘽 f ′′嘨x0嘩 嘽 · · · 嘽 f (2n)嘨x0嘩 嘽 嘰，f (2n+1)嘨x0嘩 > 嘰（ f (2n+1)嘨x0嘩 >

嘰），则 f 在 x0 的一个邻域内单调增（单调减）。
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证明. 嘨嘱嘩和嘨嘲嘩是定理嘵嘮嘲嘮嘱的推论。对 −f用嘨嘳嘩得到嘨嘴嘩。下面证明嘨嘳嘩。

由 f ′嘨x0嘩 嘽 嘰 且 f ′′嘨x0嘩 > 嘰知存在 δ1 > 嘰 使得当 x ∈ 嘨x0 − δ1, x0嘩 时

f ′嘨x嘩 < f ′嘨x0嘩 嘽 嘰，当 x ∈ 嘨x0, x0 嘫 δ1嘩时 f ′嘨x嘩 > f ′嘨x0嘩 嘽 嘰，所以由嘨嘱嘩知 x0

是 f 的极小值点。

嘨嘵嘩和嘨嘶嘩的证明留作练习。

例 5.2.4. 海滩上的救生员看到海中有人溺水。救生员在沙滩上的奔跑速度为

v1，在水中的游泳速度为 v2。求救生员的最佳救援路线。

解： 假设海岸线为直线。建立坐标系使海岸线为 x 轴，救生员起始位置在点

A嘨−c, a嘩，溺水者位于点 B嘨c, b嘩嘨 c > 嘰 嘩。设救生员入水位置在点 嘨x, 嘰嘩。则救

生员用时为

T 嘨x嘩 嘽

√
嘨x嘫 c嘩2 嘫 嘨嘰− a嘩2

v1
嘫

√
嘨x− c嘩2 嘫 嘨嘰− b嘩2

v2
.

易见T 连续，且 噬噩噭
x→∞

T 嘨x嘩 嘽 嘫∞，所以 T 有最小值。

由

T ′嘨x嘩 嘽
x嘫 c

v1

√
嘨x嘫 c嘩2 嘫 嘨嘰− a嘩2

嘫
x− c

v2

√
嘨x− c嘩2 嘫 嘨嘰− b嘩2

知当 x < −c 时 T ′嘨x嘩 < 嘰，当 x > c 时 T ′嘨x嘩 > 嘰。所以 T 的最小值点 x0 ∈
噛−c, c噝。且由 T ′嘨x0嘩 嘽 嘰知

x0 嘫 c

v1

√
嘨x0 嘫 c嘩2 嘫 a2

嘽
c− x0

v2

√
嘨x0 − c嘩2 嘫 b2

.

这表明
噳噩噮 θ1

v1
嘽

噳噩噮 θ2

v2
.

在光学中，这是折射定律，其中 θ1为入射光线与法线的夹角，θ2为反射光线与

法线的夹角。

因为

T (2)嘨x嘩 嘽
a2

v1 嘨嘨x嘫 c嘩2 嘫 a2嘩
3/2

嘫
b2

v2 嘨嘨x− c嘩2 嘫 b2嘩
3/2

> 嘰,

所以 T ′ 是严格增函数，从而 T ′ 有唯一零点嘨即 x0 嘩，并且它是 T 的最小值点。

习题5.2

嘱嘮 证明定理嘵嘮嘲嘮嘳的嘨嘵嘩和嘨嘶嘩。

嘲嘮 设 嘰 < a < b，试比较 ab与 ba的大小。

嘳嘮 设 λ ∈ R。讨论数列 an 嘽

(
嘱 嘫

嘱

n

)n+λ

的单调性。



嘱嘱嘴 噃噈噁噐噔噅噒 嘵嘮 用导数研究函数性质

嘴嘮 讨论函数 f嘨x嘩 嘽 1−cos x
x−sin x 在区间 嘨嘰, 嘲π噝上的单调性。

嘵嘮 设 嘰 < a < b，讨论函数 f嘨x嘩 嘽


(
ax+bx

2

) 1
x , x 6嘽 嘰嘻

√
ab, x 嘽 嘰

的单调性。

嘶嘮 比较 x
sin x 和

tan x
x 嘨嘰 < x < π

2 嘩的大小。

嘷嘮 如果例嘵嘮嘲嘮嘴中的海岸线不是直线，结论会怎样？

嘸嘮 直角坐标平面中，点 A,B 位于 C 1 曲线 y 嘽 f嘨x嘩的同一侧，求曲线 y 嘽

f嘨x嘩上的点 P 使得线段 AP 与 BP 的长度之和最小。

嘹嘮 如果甲乙两个人站在一个圆形的房间内，房间的内墙是反光镜，那么甲可

以在墙面的镜子中看到乙的几个像？请用实验检查你的理论结果。

嘱嘰嘮 嘨快速检验嘩 据《长江日报》报道，嘲嘰嘲嘰年嘵月嘱嘴日嘰时至嘶月嘱日嘲嘴时，武

汉对全市嘹嘬嘸嘹嘹嘬嘸嘲嘸人进行了新冠肺炎病毒核酸检测。在此之前，嘴月嘲嘸日，

世界知名医学期刊《柳叶刀》发布的一篇文章建议通过混合样本池的方法

来提高检测速度，在保证灵敏度和准确性的前提下，最多可一次混合嘳嘰份

样本。这个方法是美国统计学家 噒噯噢噥噲噴 噄噯噲噦噭噡噮于嘱嘹嘴嘳年提出的混合抽

样嘨噳噡噭噰噬噥 噰噯噯噬噩噮噧嘩方法1，目的是在数量众多的群体中快速查找患病个

体，做法是：先把人群分组，每组样本混合后进行一次检验；如果检验

结果呈阳性，那么再对该组成员进行逐一检验。试讨论

嘨嘱嘩 混合抽样是否可以提高检验效率？

嘨嘲嘩 为了最大可能提高检验效率，如何确定分组人数？

嘱嘱嘮 噙噯噵噮噧不等式。设正数 p, q 满足 1
p 嘫 1

q 嘽 嘱。证明对任意正数 x, y 都成立

不等式
xp

p
嘫
yq

q
≥ xy.

并讨论等号成立的条件。嘨提示：考虑函数 f嘨x嘩 嘽 xp

p 嘫 yq

q − xy。嘩

5.3 函数的凹凸性

定义 5.3.1. 称集合 D ⊂ R2是一个凸集，如果对任意 A,B ∈ D，线段 AB ⊆
D。
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定义 5.3.2. 设函数 f 在区间 I ⊆ R上是一个凸函数，如果 f 在 I 上有定义，且

D 嘽 {嘨x, y嘩 ∈ R2|x ∈ I, y ≥ f嘨x嘩}

是凸集，即对任意 x, y ∈ I 以及任意 嘰 < t < 嘱，

f嘨嘨嘱− t嘩x嘫 ty嘩 ≤ 嘨嘱− t嘩f嘨x嘩 嘫 tf嘨y嘩.

称 f 在区间 I 上是一个严格凸函数，如果 f 在 I 上是凸函数，并且上述不等式

中等号成立当且仅当 x 嘽 y。

称函数 f 在区间 I ⊆ R上是一个凹函数嘨严格凹函数嘩，如果 −f 在 I 上是

一个凸函数嘨严格凸函数嘩。

称 x0 是 f 的一个拐点，如果 f 在 x0 连续，且 f 在 x0 两侧有相反的凹凸

性。

上述定义的几何意义是：凸函数图像上任意两点之间的部分（弧）位于这

两点所连直线（弦）的下方。

引理 5.3.3. 设 A,B > 嘰，a, b ∈ R。若 a
A < b

B，则
a
A < a+b

A+B < b
B。

1Dorfman R. (1943) The detection of defective members of large populations. The Annals

of Mathematical Statistics, 14(4): 436-440
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以下引理把上述定义转化为弦的斜率关系。

引理 5.3.4. (1) f 在区间 I 上是一个凸函数，当且仅当对任意 x1, x2, x3 ∈ I，
如果 x1 < x2 < x3，则

f嘨x2嘩− f嘨x1嘩

x2 − x1
≤ f嘨x3嘩− f嘨x1嘩

x3 − x1
≤ f嘨x3嘩− f嘨x2嘩

x3 − x2
.

(2) f 在区间 I 上是一个严格凸函数，当且仅当对任意 x1, x2, x3 ∈ I，如果

x1 < x2 < x3，则

f嘨x2嘩− f嘨x1嘩

x2 − x1
<
f嘨x3嘩− f嘨x1嘩

x3 − x1
<
f嘨x3嘩− f嘨x2嘩

x3 − x2
.

证明. 取 t 嘽
x2 − x1

x3 − x1
。对 x1, x3, t用定义即可。

推论 5.3.5. (1) 设 f 在区间 I 上可微，

1. f 在区间 I 上是一个凸函数当且仅当 f ′ 单调不减。

2. f 在区间 I 上严格凸当且仅当 f ′ 严格增。

(2) 设 f 在区间 I 上二阶可微，则

1. f 在区间 I 上是一个凸函数当且仅当 f ′′ ≥ 嘰。

2. 若 f ′′ > 嘰，则 f 在区间 I 上是一个严格凸函数。

证明. 嘨嘱嘩 充分性：任取 x1, x2, x3 ∈ I嘨x1 < x2 < x3嘩，则存在 ξ ∈ 嘨x1, x2嘩, η ∈
嘨x2, x3嘩使得

f嘨x2嘩− f嘨x1嘩

x2 − x1
嘽 f ′嘨ξ嘩, f ′嘨η嘩 嘽

f嘨x3嘩− f嘨x2嘩

x3 − x2
.

若 f ′ 单调不减嘨严格增嘩，则 f ′嘨ξ嘩 ≤ f ′嘨η嘩 嘨相应地，f ′嘨ξ嘩 < f ′嘨η嘩嘩。从而

f嘨x2嘩− f嘨x1嘩

x2 − x1
<
f嘨x3嘩− f嘨x2嘩

x3 − x2
.

由上述两个引理知道 f 在区间 I 上是凸函数（严格凸函数）。

必要性：设 f 在区间 I 上是凸函数。则对任意 x1, x2 ∈ I 嘨 x1 < x2 嘩，记

x3 嘽 x1+x3

2 ，任取充分小的 h > 嘰，使 x1 − h < x1 < x1 嘫 h < x3 < x2 − h <
x2 < x2 嘫 h，从而由已知条件得到

f嘨x1 − h嘩− f嘨x1嘩

−h
≤ f嘨x1 嘫 h嘩− f嘨x1嘩

h
≤ f嘨x3嘩− f嘨x1嘩

x3 − x1

≤
(<,当 f 严格凸时)

f嘨x2嘩− f嘨x3嘩

x2 − x3
≤ f嘨x2 − h嘩− f嘨x2嘩

−h
≤ f嘨x2 嘫 h嘩− f嘨x2嘩

h
.
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让 h → 嘰，得到 f ′−嘨x1嘩 ≤ f ′+嘨x1嘩 ≤ f ′−嘨x2嘩 ≤ f ′+嘨x2嘩（当 f 严格凸时，

f ′−嘨x1嘩 ≤ f ′+嘨x1嘩 < f ′−嘨x2嘩 ≤ f ′+嘨x2嘩）。因此 f ′ 单调不减（当 f 严格凸时，

f ′ 严格增）。

嘨嘲嘩 对二阶可微函数 f，f ′ 单调不减当且仅当 f ′′ ≥ 嘰。

若 f ′′ > 嘰，则 f ′严格增。

例 5.3.6. 若 p > 嘱或 p < 嘰，则 xp 在 嘨嘰,嘫∞嘩上严格凸；

若 嘰 < p < 嘱，则 xp 在 嘨嘰,嘫∞嘩上严格凹；

若 a > 嘰且 a 6嘽 嘱，则 ax 在 R上严格凸。
若 a > 嘱，则 噬噯噧a在 R上严格凹。
若 嘰 < a < 嘱，则 噬噯噧a在 R上严格凸。

定理 5.3.7. 设 f 在区间 I 上是凸函数，则对任意 x1, . . . , xn ∈ I 以及任意非负
实数 t1, . . . , tn，若 t1 嘫 · · ·嘫 tn 嘽 嘱, 则

f嘨t1x1 嘫 · · ·嘫 tnxn嘩 ≤ t1f嘨x1嘩 嘫 · · ·嘫 tnf嘨xn嘩.

如果 f 严格凸，则上述不等式中的等号成立当且仅当存在 x0 ∈ I 使得 {xk|tk >
嘰, 嘱 ≤ k ≤ n} 嘽 {x0}。

例 5.3.8 嘨噙噯噵噮噧 不等式嘩. 设 p1, . . . , pn > 嘰满足
嘱

p1
嘫 · · ·嘫 嘱

pn
嘽 嘱。则对任意

x1, . . . , xn ≥ 嘰，
xp11

p1
嘫 · · ·嘫 xpnn

pn
≥ x1 · · ·xn.

其中等号成立当且仅当 xp11 嘽 · · · 嘽 xpnn 。特别地，如果取 p1 嘽 · · · 嘽 pn 嘽 n，

xk 嘽 a
1/n
k ，则得到算术嘭几何平均值不等式

a1 嘫 · · ·嘫 an
n

≥ n
√
a1 · · · an.

等号成立当且仅当 a1 嘽 · · · 嘽 an。

证明. 不妨设 x1, . . . , xn > 嘰，取 uk 嘽 pk 噬噮xk。则上述不等式等价于

噥u1
1

p1
嘫 · · ·嘫 噥unn

pn
≥ 噥

u1
p1 · · · 噥

un
pn 嘽 噥

u1
p1

+···+un
pn .

因为 f嘨u嘩 嘽 噥u 是凸函数，所以对 f 和 tk 嘽 1
pk
使用定理嘵嘮嘳嘮嘷，得到上述不等

式。

关于凸函数的单调性和极值性质，我们有如下结论。

定理 5.3.9. 设 f 在区间 I 上是可微的凸函数，x0 是 I 的内点满足 f ′嘨x0嘩 嘽 嘰，

则 x0 是 f 在 I 上的最小值点。如果 f 是严格凸函数，则 f 在 I 上要么严格单

调，要么有唯一的临界点，这个临界点是 f 的最小值点。



嘱嘱嘸 噃噈噁噐噔噅噒 嘵嘮 用导数研究函数性质

习题5.3

嘱嘮 证明定理嘵嘮嘳嘮嘷。

嘲嘮 证明定理??。

嘳嘮 设 f 在区间 I 上有定义，x0 ∈ I，记

gx0
嘨x嘩 嘽

f嘨x嘩− f嘨x0嘩

x− x0
, x ∈ I\{x0}.

证明

嘨噡嘩 f 在区间 I 上是一个凸函数，当且仅当对任意 x0 ∈ I， gx0
嘨x嘩 在

I\{x0}上单调不减；

嘨噢嘩 f 在区间 I 上是一个严格凸函数，当且仅当对任意 x0 ∈ I， gx0
嘨x嘩

关于 x在 I\{x0}上严格增。

嘨噣嘩 如果 f 在区间 I 上是一个凸函数，则 f 在 I 的任何内点 x0 处有有限

的左、右导数

f ′−嘨x0嘩 嘺嘽 噬噩噭
x→x−0

f嘨x嘩− f嘨x0嘩

x− x0
, f ′+嘨x0嘩 嘺嘽 噬噩噭

x→x+
0

f嘨x嘩− f嘨x0嘩

x− x0
.

且 f ′−嘨x0嘩 ≤ f ′+嘨x0嘩。从而 f 在 I 的每个内点处连续。

嘨噤嘩 如果 f 在区间 I 上是一个凸函数，x1, x2 是 I 的内点，x1 < x2，则

f ′+嘨x1嘩 ≤ f ′−嘨x2嘩。如果 f 是严格凸的，则 f ′+嘨x1嘩 < f ′−嘨x2嘩。

嘨噥嘩 设 f 在区间 I 上是一个凸函数。如果 f ′− 在 I 的内点 x0 处连续，则

f ′−嘨x0嘩 嘽 f ′+嘨x0嘩，从而 f 在 x0可微。

嘨噦嘩 设 f 在区间 I 上是一个凸函数。则 f 在 I 去掉一个最多可数的集合

以外处处可微。

嘨噧嘩 可导的凸函数都是 C 1的。

嘨器嘩 若 f 是区间 I 上的凸函数，则要么 f 在 I 上单调，要么存在 x0 ∈ I
使得 f 在 嘨−∞, x0嘩 ∩ I 上单调不增，在 嘨x0,嘫∞, 嘩 ∩ I 上单调不减。

嘴嘮 （Minkowsky不等式）设 x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R，p ≥ 嘱。记 ‖x‖p 嘽
嘨|x1|p 嘫 · · ·嘫 |xn|p嘩

1
p。证明 ‖x嘫 y‖p ≤ ‖x‖p 嘫 ‖y‖p。

嘵嘮 （Hölder不等式）设正数 p, q满足 1
p嘫

1
q 嘽 嘱。证明对任意正数x1, x2, y1, y2

都成立不等式

嘨xp1 嘫 xp2嘩
1
p 嘨yq1 嘫 yq2嘩

1
q ≥ x1y1 嘫 x2y2.

（提示：考虑到不等式两边关于 x1, x2都是一次齐次的，所以不妨设 x1 嘽

嘱。于是可以考虑函数 f嘨t嘩 嘽 嘨嘱 嘫 tp嘩
1
p 嘨yq1 嘫 yq2嘩

1
q − y1 − ty2。）
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嘶嘮 设正数 p1, . . . , pn, q1, . . . , qn 满足 p1 嘫 · · ·嘫 pn 嘽 q1 嘫 · · ·嘫 qn 嘽 嘱，证明

−
n∑
k=1

pk 噬噮 qk ≥ −
n∑
k=1

pk 噬噮 pk,

并且其中等号成立当且仅当 p1 嘽 q1, . . . , pn 嘽 qn。从而

−
n∑
k=1

pk 噬噮 pk ≤ 噬噮n.

最后这个不等式中等号成立当且仅当 p1 嘽 · · · 嘽 pn 嘽 1
n。称−

n∑
k=1

pk 噬噮 pk

为概率分布 p1, . . . , pn > 嘰的熵，这个不等式说明对有限多个状态的概率

模型，等可能概率分布具有最大的熵。

嘷嘮 设 f 在区间 嘨a, b嘩上是可微函数，证明： f 在区间 嘨a, b嘩上是凸函数当且

仅当对任意 x0 ∈ I，

f嘨x嘩 ≥ f嘨x0嘩 嘫 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩, ∀x ∈ 嘨a, b嘩.

并给出一个几何解释。并给出拐点的一个几何解释。

嘸嘮 讨论 嘨嘱 嘫 x嘩α和 嘱 嘫 αx 嘨其中 x > −嘱嘩的大小。

嘹嘮 设 f 在区间 嘨a,嘫∞嘩上是凸函数，y 嘽 kx嘫 b是 y 嘽 f嘨x嘩在 x → 嘫∞时
的渐近线，证明

f嘨x嘩 ≥ kx嘫 b, ∀x > a.

嘱嘰嘮 设 f 嘺 R→ R是凸函数，且 f 有上界。证明 f 为常值函数。

嘱嘱嘮 称 f 嘺 I → R是区间 I 上的中点凸函数，如果对任意 x1, x2 ∈ I，

f

(
x1 嘫 x2

嘲

)
≤ f嘨x1嘩 嘫 f嘨x2嘩

嘲
.

证明在以下条件之一成立时 f 在 I 上是凸函数。

嘨噡嘩 f 是连续函数；

嘨噢嘩 f 是单调函数；

嘨噣嘩 f 只有第一类间断点。

是否每个中点凸函数都是凸函数？

嘱嘲嘮 （平均值不等式）设 λ1, λ2, . . . , λn是正数，满足

λ1 嘫 λ2 嘫 · · ·嘫 λn 嘽 嘱.

设 a1, a2, . . . , an 是正数，不全相同。对非零实数 x，定义

f嘨x嘩 嘽 嘨λ1a
x
1 嘫 λ2a

x
2 嘫 · · ·嘫 λna

x
n嘩

1
x .

求极限 噬噩噭
x→0

f嘨x嘩，并证明 f 是严格增函数。
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嘱嘳嘮 由平均值不等式知，对任意 p > 嘱，

λ1a1 嘫 · · ·嘫 λnan ≤ 嘨λ1a
p
1 嘫 · · ·嘫 λna

p
n嘩

1
p .

利用这个结论证明 Hölder 不等式：若正数 p, q 满足 1
p 嘫 1

q 嘽 嘱，则对任

意非负实数 x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn，都有

x1y1 嘫 x2y2 嘫 · · ·嘫 xnyn ≤ 嘨xp1 嘫 xp2 嘫 · · ·嘫 xpn嘩
1
p 嘨yq1 嘫 yq2 嘫 · · ·嘫 yqn嘩

1
q .

5.4 应用： Newton法的收敛性

定理 5.4.1 嘨 Newton 法的局部收敛性与二阶收敛性). 设 f 嘺 噛a, b噝 → R是 C 1

函数，f嘨x∗嘩 嘽 嘰，f ′嘨x∗嘩 6嘽 嘰。则

(1) 在 x∗ 的一个邻域中， Newton迭代

xn+1 嘽 xn −
f嘨xn嘩

f ′嘨xn嘩

得到的数列 {xn}n≥0 收敛于 x∗；

(2) 若 f 是 C 2 函数，则存在常数 C 使得

|xn+1 − x∗| ≤ C |xn − x∗|2 .

证明. 嘨嘱嘩 不妨设 f ′嘨x∗嘩 > 嘰嘨否则可以考虑−f 嘩。因为 f ′在 x∗连续，所以存在

δ > 嘰使得 ∀x ∈ 嘨x∗ − δ, x∗ 嘫 δ嘩，

嘱嘰

嘱嘱
<

f ′嘨x嘩

f ′嘨x∗嘩
<

嘱嘱

嘱嘰

从而对任意 x, y ∈ 嘨x∗ − δ, x∗ 嘫 δ嘩，

嘴

嘵
<

(
嘱嘰

嘱嘱

)2

<
f ′嘨x嘩

f ′嘨y嘩
嘽

f ′嘨x嘩

f ′嘨x∗嘩

f ′嘨x∗嘩

f ′嘨y嘩
<

(
嘱嘱

嘱嘰

)2

<
嘵

嘴
,

从而 ∣∣∣∣嘱− f ′嘨x嘩

f ′嘨y嘩

∣∣∣∣ ≤ 嘱

嘴
.

因此当 xn ∈ 嘨x∗ − δ, x∗ 嘫 δ嘩时，存在介于 xn与 x∗之间的 ξn 使得

|xn+1 − x∗| 嘽
∣∣∣∣xn − x∗ − f嘨xn嘩− f嘨x∗嘩

f ′嘨xn嘩

∣∣∣∣
嘽

∣∣∣∣xn − x∗ − f ′嘨ξn嘩嘨xn − x∗嘩
f ′嘨xn嘩

∣∣∣∣
嘽 |xn − x∗|

∣∣∣∣嘱− f ′嘨ξn嘩

f ′嘨xn嘩

∣∣∣∣ < 嘱

嘴
|xn − x∗| ,

xn+1 ∈ 嘨x∗− δ, x∗嘫 δ嘩。因此只要 x0 ∈ 嘨x∗− δ, x∗嘫 δ嘩，数列 xn就收敛于 x∗。
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嘨嘲嘩 不妨设 f ′嘨x嘩 6嘽 嘰嘨 ∀x ∈ 噛a, b噝 嘩。存在介于 xn 与 ξn之间的 ηn使得

|xn+1 − x∗| 嘽 |xn − x∗|
∣∣∣∣嘱− f ′嘨ξn嘩

f ′嘨xn嘩

∣∣∣∣ 嘽 |xn − x∗| ∣∣∣∣f ′′嘨ηn嘩f ′嘨xn嘩

∣∣∣∣ |ξn − x∗|
≤ |xn − x∗|2

噭噡噸
x∈[a,b]

|f ′′嘨x嘩|

噭噩噮
x∈[a,b]

|f ′嘨x嘩|

从上述证明中的最后一个不等式可以看出，当 y 嘽 f嘨x嘩近似直线（二阶导

数 f ′′ 绝对值小）且斜率较大（一阶导数 f ′ 绝对值大）时， 噎噥噷噴噯噮法有很好

的收敛性。

定理 5.4.2 嘨Newton 法的全局收敛性). 设 f 嘺 噛a, b噝 → R是严格增的 C 1 凸函

数，f嘨a嘩 < 嘰 < f嘨b嘩。则对于任意 x0 ∈ 嘨a, b嘩，只要x0 − f(x0)
f ′(x0) < b，由 Newton

迭代

xn+1 嘽 xn −
f嘨xn嘩

f ′嘨xn嘩

得到的数列 {xn}n≥0 就收敛于 f 的（唯一）零点 x∗。

证明. f 是凸函数，所以对任意 x, y ∈ 嘨a, b嘩，

f嘨x嘩 ≥ f嘨y嘩 嘫 f ′嘨y嘩嘨x− y嘩,

所以

f嘨xn+1嘩 ≥ f嘨xn嘩 嘫 f ′嘨xn嘩嘨xn+1 − xn嘩 嘽 嘰.

又 f ′嘨xn+1嘩 > 嘰，所以

xn+2 嘽 xn+1 −
f嘨xn+1嘩

f ′嘨xn+1嘩
≤ xn+1.

因此 x∗ ≤ xn+2 ≤ xn+1。从而只要 x1 ∈ 嘨a, b嘩，数列 {xn}n≥0 就必然收敛，记

A 嘽 噬噩噭
n→+∞

xn。对

xn+1 嘽 xn −
f嘨xn嘩

f ′嘨xn嘩

取极限，因为 f ′ 连续且 f ′嘨A嘩 > 嘰，所以得到

A 嘽 A− f嘨A嘩

f ′嘨A嘩
,

所以 f嘨A嘩 嘽 嘰。又因为 x∗ 是 f 的唯一零点，所以 A 嘽 x∗。

习题5.4

嘱嘮 讨论求解方程 噡噲噣噴噡噮x 嘽 嘰的 噎噥噷噴噯噮迭代数列的收敛性与初值 x0 的关

系。
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嘲嘮 设 x∗是 f 的m重零点，即 f嘨x嘩 嘽 嘨x− x∗嘩mg嘨x嘩，其中 g嘨x∗嘩 6嘽 嘰。证明

嘨噡嘩 此时，噎噥噷噴噯噮法是线性收敛的，即 |xn+1 − x∗| ≤ C|xn − x∗|；

嘨噢嘩 如果用以下改进的 噎噥噷噴噯噮迭代

xn+1 嘽 xn −m
f嘨xn嘩

f ′嘨xn嘩
,

则 |xn+1 − x∗| ≤ C|xn − x∗|2。即这个改进的迭代是二阶收敛的。

嘨噣嘩 x∗ 是 f(x)
f ′(x) 的单重零点，于是可以对方程

f(x)
f ′(x) 嘽 嘰使用 噎噥噷噴噯噮法。

试写出这个迭代的表达式，并讨论它的收敛阶数。

嘳嘮 噎噥噷噴噯噮法虽然具有较快的收敛性，但每次迭代需要重新计算导数。而割

线法迭代只需要计算函数值：考虑过点 嘨xn, f嘨xn嘩嘩和 嘨xn+1, f嘨xn+1嘩嘩的

直线与 x轴的交点坐标

xn+2 嘽 xn+1 −
f嘨xn+1嘩嘨xn+1 − xn嘩
f嘨xn+1嘩− f嘨xn嘩

.

讨论割线法迭代的收敛性和收敛的阶数。

5.5 L’Hôpital法则

定理 5.5.1 嘨 0
0 型 L’Hôpital). 设 f 在 a ∈ R ∪ {−∞,嘫∞}的一个（单侧）去

心邻域中可微，且

噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽 嘰, 噬噩噭
x→a

f ′嘨x嘩

g′嘨x嘩
嘽 A ∈ R ∪ {−∞,嘫∞,∞}.

则

噬噩噭
x→a

f嘨x嘩

g嘨x嘩
嘽 A.

证明. 不妨设 A > −∞，否则可以考虑用 −f嘨x嘩代替 f嘨x嘩。不妨设 a 嘽 x+
0 或

a 嘽 −∞，否则可以考虑 f嘨−x嘩和 g嘨−x嘩。
由 噄噡噲噢噯噵噸定理，不妨设 g′嘨x嘩 > 嘰，否则可以考虑 −g嘨x嘩。于是 g在 a右

侧严格增。因此在 a右侧 g嘨x嘩 > 嘰。

对任意 A1 ∈ 嘨−∞, A嘩，存在 a的去心邻域 U 使得对任意 x ∈ U，

f ′嘨x嘩

g′嘨x嘩
> A1.

因此

噛f嘨x嘩−A1g嘨x嘩噝
′
> 嘰,

于是 f嘨x嘩−A1g嘨x嘩在 a右侧单调增。从而

f嘨x嘩−A1g嘨x嘩 > 噬噩噭
x→a

噛f嘨x嘩−A1g嘨x嘩噝 嘽 嘰.
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从而
f嘨x嘩

g嘨x嘩
> A1.

因此当 A 嘽 嘫∞时，这证明了 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩

g嘨x嘩
嘽 A。

类似证明当 A < 嘫∞时，对任意 A2 ∈ 嘨A,嘫∞嘩，存在 a的去心邻域 U 使

得对任意 x ∈ U，
f嘨x嘩

g嘨x嘩
< A2.

于是当 A < 嘫∞时， 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩

g嘨x嘩
嘽 A。

同理可证当 A 嘽∞时， 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩

g嘨x嘩
嘽 A。

定理 5.5.2 嘨∞∞ 型 L’Hôpital). 设 f 在 a ∈ R ∪ {−∞,嘫∞}的一个（单侧）去
心邻域中可微，且

噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽∞, 噬噩噭
x→a

f ′嘨x嘩

g′嘨x嘩
嘽 A ∈ R ∪ {−∞,嘫∞}.

则 噬噩噭
x→a

f(x)
g(x) 存在，且 噬噩噭

x→a
f(x)
g(x) 嘽 A。

证明. 我们对 A ∈ R给出证明，读者不难发现它依然适用于 A 嘽 嘫∞或 A 嘽

−∞。
不妨设 a 嘽 x−0 或 a 嘽 嘫∞，否则可以考虑 f嘨−x嘩和 g嘨−x嘩。由 噄噡噲噢噯噵噸

定理，不妨设 g′嘨x嘩 > 嘰，否则可以考虑−g嘨x嘩。从而当 x→ a时，g嘨x嘩单调增，

且 噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽 嘫∞。因此不妨设 g嘨x嘩 > 嘰。

任取实数 A1, A2, A3, A4 使得 A1 < A3 < A < A4 < A2，存在 a的左侧去

心邻域 U 使得对任意 x ∈ U，

A3 <
f ′嘨x嘩

g′嘨x嘩
< A4.

因此 嘨f嘨x嘩−A3g嘨x嘩嘩
′
> 嘰 > 嘨f嘨x嘩−A4g嘨x嘩嘩

′
。任取 x0 ∈ U。于是，

f嘨x嘩−A3g嘨x嘩 > f嘨x0嘩−A3g嘨x0嘩, f嘨x嘩−A4g嘨x嘩 < f嘨x0嘩−A4g嘨x0嘩, ∀x ∈ 嘨x0, a嘩.

从而

A3 嘫
f嘨x0嘩−A3g嘨x0嘩

g嘨x嘩
<
f嘨x嘩

g嘨x嘩
< A4 嘫

f嘨x0嘩−A4g嘨x0嘩

g嘨x嘩
.

因为

噬噩噭
x→a

(
A3 嘫

f嘨x0嘩−A3g嘨x0嘩

g嘨x嘩

)
嘽 A3 > A1,

噬噩噭
x→a

(
A4 嘫

f嘨x0嘩−A4g嘨x0嘩

g嘨x嘩

)
嘽 A4 < A2,
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所以存在 a的去心邻域 V ⊂ U，使得对任意 x ∈ V，

A1 <
f嘨x嘩

g嘨x嘩
< A2.

因此 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩

g嘨x嘩
嘽 A。

例 5.5.3. 求极限 噬噩噭
x→+∞

(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

) 1
ln x。

解： 取对数
噬噮
(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

)
噬噮x

,

因为

(
噬噮
(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

))′
嘨噬噮x嘩

′ 嘽

1
π
2−arctan x

(
− 1

1+x2

)
1
x

嘽
−x2

嘨嘱 嘫 x2嘩
·

1
x

π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

,

对
1
x

π
2−arctan x 用 噌嘧噈噞噯噰噩噴噡噬法则，得到

噬噩噭
x→+∞

1
x

π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

嘽 噬噩噭
x→+∞

− 1
x2

− 1
1+x2

嘽 嘱,

所以根据 噌嘧噈噞噯噰噩噴噡噬法则

噬噩噭
x→+∞

噬噮
(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

)
噬噮x

嘽 噬噩噭
x→+∞

(
噬噮
(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

))′
嘨噬噮x嘩

′ 嘽 −嘱,

从而 噬噩噭
x→+∞

(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

) 1
ln x 嘽 噥−1。

习题5.5

嘱嘮 设 f 在 嘨x0 − δ0, x0 嘫 δ0嘩 上连续，在 嘨x0 − δ0, x0 嘫 δ0嘩\{x0} 可微，且
噬噩噭
x→x0

f ′嘨x嘩 嘽 A ∈ R。证明 f 在 x0 可微，且 f ′嘨x0嘩 嘽 A，即 f ′ 在 x0 连

续。

嘲嘮 设 f嘨x嘩 嘽 噥−2x嘨噣噯噳x嘫 嘲 噳噩噮x嘩，g嘨x嘩 嘽 噥−x嘨噣噯噳x嘫 噳噩噮x嘩。则 噬噩噭
x→0

f嘨x嘩 嘽

噬噩噭
x→0

g嘨x嘩 嘽 嘰，

噬噩噭
x→0

f ′嘨x嘩

g′嘨x嘩
嘽 噬噩噭
x→0

−嘵噥−2x 噳噩噮x

−嘲噥−x 噳噩噮x
嘽 嘰,

所以 噬噩噭
x→0

f(x)
g(x) 嘽 嘰。

请问这个推理有问题吗？

嘳嘮 设 y 嘽 f嘨x嘩在 x→ 嘫∞时有渐近线，且 噬噩噭
x→+∞

f ′嘨x嘩 嘽 k。证明 y 嘽 f嘨x嘩

的渐近线为 y 嘽 kx嘫 b，其中 b 嘽 噬噩噭
x→+∞

嘨f嘨x嘩− kx嘩。
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嘴嘮 求极限 噬噩噭
x→0

1
xn+1

(
嘱−

n∑
k=0

噥−x x
k

k!

)
。

嘵嘮 设 f ∈ C∞嘨R嘩，f嘨嘰嘩 嘽 嘰。记

g嘨x嘩 嘽


f(x)
x , x 6嘽 嘰嘻

f ′嘨嘰嘩, x 嘽 嘰.

证明 g ∈ C∞嘨R嘩。

嘶嘮 Stolz定理嘨离散形式的 噌嘧噈噞噯噰噩噴噡噬法则嘩

设 A ∈ R ∪ {−∞,嘫∞}，数列 an和 bn 满足：an单调且

噬噩噭
n→+∞

bn − bn−1

an − an−1
嘽 A ∈ R ∪ {−∞,嘫∞}.

若 噬噩噭
n→+∞

an 嘽∞ 或 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 噬噩噭
n→+∞

bn 嘽 嘰，则 噬噩噭
n→+∞

bn
an

嘽 A。

5.6 Taylor公式

多项式只涉及有限多次乘法和加法运算，是相对简单的一类函数。噔噡噹噬噯噲

公式的目的就是把一般的可微函数转换成多项式处理。

定义 5.6.1. 设 f 在 x0处 n阶可微。称多项式

Tfn,x0
嘨x嘩 嘽 f嘨x0嘩 嘫 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩 嘫 · · ·嘫

f (n)嘨x0嘩

n嘡
嘨x− x0嘩

n,

称为 f 在 x0处的 n阶 Taylor多项式。

注 5.6.2. 从定义不难发现，若 f, g在 x0处 n阶可微，则

嘨嘱嘩 对常数 λ, µ，T 嘨λf 嘫 µg嘩n,x0
嘨x嘩 嘽 λTfn,x0

嘨x嘩 嘫 µTgn,x0
嘨x嘩；

嘨嘲嘩 对 h嘨t嘩 嘽 f嘨λt嘫 µ嘩及 t0 嘽 x0−µ
λ ，成立 Thn,t0嘨t嘩 嘽 Tfn,x0

嘨λt嘫 µ嘩。

嘨嘳嘩 嘨Tfn,x0
嘨x嘩嘩′ 嘽 T 嘨f ′嘩n−1,x0

嘨x嘩。

定理 5.6.3 嘨 Peano 余项 Taylor 公式，Taylor 多项式的唯一性). 设 f 在 x0

处 n阶可微。则多项式

Pn嘨x嘩 嘽 a0 嘫 a1嘨x− x0嘩 嘫
a2

嘲嘡
嘨x− x0嘩

2 嘫 · · ·嘫 an
n嘡

嘨x− x0嘩
n

满足 f嘨x嘩 嘽 Pn嘨x嘩 嘫 o
(
嘨x− x0嘩

n
)
, x→ x0 当且仅当 Tfn,x0

嘨x嘩 嘽 Pn嘨x嘩。
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证明. 嘨唯一性嘩 设 Pn, Qn都是不超过 n次的多项式，且满足

Pn嘨x嘩−Qn嘨x嘩 嘽 o嘨嘨x− x0嘩
n嘩, x→ x0.

如果 Pn 6嘽 Qn，则存在非负整数 k以及 ck 6嘽 嘰使得 嘰 ≤ k ≤ n且

Pn嘨x嘩−Qn嘨x嘩 嘽 ck嘨x− x0嘩
k 嘫 o嘨嘨x− x0嘩

k嘩, x→ x0.

于是

ck嘨x− x0嘩
k 嘫 o嘨嘨x− x0嘩

k嘩 嘽 o嘨嘨x− x0嘩
n嘩, x→ x0.

从而

ck 嘽 −o嘨嘱嘩 嘫 o嘨嘨x− x0嘩
n−k嘩 嘽 o嘨嘱嘩, x→ x0,

于是 ck 嘽 嘰矛盾。所以 Pn 嘽 Qn。唯一性得证。于是定理的必要性是充分性和

唯一性的推论。

嘨充分性嘩 当 n 嘽 嘱时，因 f 可微，所以

f嘨x嘩 嘽 f嘨x0嘩 嘫 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩 嘫 o嘨x− x0嘩, x→ x0.

因此 n 嘽 嘱时充分性成立。

假设 n时充分性结论成立。设 f 在 x0 处 n 嘫 嘱阶可微。则由 噌嘧噈噞噯噰噩噴噡噬法

则和归纳假设知

噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩− Tfn+1,x0
嘨x嘩

嘨x− x0嘩
n+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡

嘽 噬噩噭
x→x0

f ′嘨x嘩− T 嘨f ′嘩n,x0
嘨x嘩

嘨x− x0嘩
n

n嘡

嘽 嘰.

所以充分性对 n嘫 嘱也成立。所以充分性对任意正整数 n成立。

注 5.6.4. 上述定理给出了在一点附近逼近 n阶可微函数的多项式的存在性和唯

一性嘨在限定次数的情况下嘩。但是一个函数在一点附近可用多项式逼近，并不

能保证这个函数有高阶可微性。例如

f嘨x嘩 嘽

x100, x ∈ Q,

嘰, x ∈ R\Q

满足 f嘨x嘩 嘽 o嘨x99嘩, x→ 嘰，但 f 在 x 嘽 嘰处不是二阶可微的。

推论 5.6.5. 设 f 在 x0 处 n阶可微，且

f嘨x嘩 嘽 a0嘫a1嘨x−x0嘩嘫
a2

嘲嘡
嘨x−x0嘩

2嘫· · ·嘫 an
n嘡

嘨x−x0嘩
n嘫o嘨嘨x−x0嘩

n嘩, x→ x0.

则

f ′嘨x嘩 嘽 a1 嘫 a2嘨x−x0嘩嘫 · · ·嘫
an

嘨n− 嘱嘩嘡
嘨x−x0嘩

n−1 嘫 o嘨嘨x−x0嘩
n−1嘩, x→ x0.
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证明. 由上述定理知 a0 嘫a1嘨x−x0嘩嘫
a2
2! 嘨x−x0嘩

2 嘫 · · ·嘫 an
n! 嘨x−x0嘩

n是 f嘨x嘩在

x0处的 噔噡噹噬噯噲多项式，从而 a1 嘫 a2嘨x− x0嘩 嘫 · · ·嘫 an
(n−1)! 嘨x− x0嘩

n−1是 f ′嘨x嘩

在 x0处的 噔噡噹噬噯噲多项式。再由上述定理知

f ′嘨x嘩 嘽 a1 嘫 a2嘨x−x0嘩嘫 · · ·嘫
an

嘨n− 嘱嘩嘡
嘨x−x0嘩

n−1 嘫 o嘨嘨x−x0嘩
n−1嘩, x→ x0.

例 5.6.6. 求基本初等函数的 噔噡噹噬噯噲展开。

解： 嘨嘱嘩 设 噥x的 噔噡噹噬噯噲展开式为

噥x 嘽

n∑
k=0

ak
k嘡

嘨x− x0嘩
k 嘫 o

(
嘨x− x0嘩

n
)
, x→ x0.

则根据上述推论，

嘨噥x嘩
′
嘽

n∑
k=1

ak
嘨k − 嘱嘩嘡

嘨x− x0嘩
k−1 嘫 o

(
嘨x− x0嘩

n−1
)
, x→ x0.

再由 嘨噥x嘩′ 嘽 噥x 以及 噔噡噹噬噯噲展开的唯一性，比较多项式对应项系数，得到

ak+1

k嘡
嘽
ak
k嘡
, k 嘽 嘰, . . . , n− 嘱,

因此 an 嘽 an−1 嘽 · · · 嘽 a1 嘽 a0 嘽 噥x0，从而

噥x 嘽

n∑
k=0

噥x0

k嘡
嘨x−x0嘩

k嘫o
(
嘨x−x0嘩

n
)
嘽 噥x0

n∑
k=0

嘨x− x0嘩
k

k嘡
嘫o
(
嘨x−x0嘩

n
)
, x→ x0.

对任意 a > 嘰，

ax 嘽 噥x ln a 嘽 噥x0 ln a
n∑
k=0

嘱

k嘡
嘨x 噬噮 a− x0 噬噮 a嘩

k 嘫 o
(
嘨x 噬噮 a− x0 噬噮 a嘩

n
)

嘽 ax0

n∑
k=0

嘨噬噮 a嘩k

k嘡
嘨x− x0嘩

k 嘫 o
(
嘨x− x0嘩

n
)
, x→ x0.

特别是 x0 嘽 嘰时，

噥x 嘽

n∑
k=0

xk

k嘡
嘫 o
(
xn
)
, x→ 嘰.

ax 嘽

n∑
k=0

嘨x 噬噮 a嘩k

k嘡
嘫 o
(
xn
)
, x→ 嘰.

嘨嘲嘩 设 噳噩噮x和 噣噯噳x在 x 嘽 嘰处的 噔噡噹噬噯噲展开分别为

噳噩噮x 嘽

n∑
k=0

sk
k嘡
xk 嘫 o嘨xk嘩, 噣噯噳x 嘽

n∑
k=0

ck
k嘡
xk 嘫 o嘨xk嘩, x→ 嘰.
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因为 噳噩噮′ 嘽 噣噯噳，噣噯噳′ 嘽 − 噳噩噮，并且 噳噩噮 嘰 嘽 嘰，噣噯噳 嘰 嘽 嘱，所以由 噔噡噹噬噯噲展开

的唯一性通过比较系数得到

sk 嘽 ck−1, ck 嘽 −sk−1, s0 嘽 嘰, c0 嘽 嘱.

因此 s1 嘽 c0 嘽 嘱，c1 嘽 −s0 嘽 嘰，s2k 嘽 c2k+1 嘽 嘰，s2k+1 嘽 c2k 嘽 嘨−嘱嘩k，

噳噩噮x 嘽

n∑
k=0

嘨−嘱嘩kx2k+1

嘨嘲k 嘫 嘱嘩嘡
嘫o
(
x2n+2

)
, 噣噯噳x 嘽

n∑
k=0

嘨−嘱嘩kx2k

嘨嘲k嘩嘡
嘫o
(
x2n+1

)
, x→ 嘰.

嘨嘳嘩 对 α ∈ R，设

嘨嘱 嘫 x嘩α 嘽

n∑
k=0

ak
k嘡
xk 嘫 o嘨xn嘩, x→ 嘰.

注意到

嘨嘱 嘫 x嘩
(
嘨嘱 嘫 x嘩α

)′
嘽 α嘨嘱 嘫 x嘩α,

代入 嘨嘱 嘫 x嘩α及其导数的 噔噡噹噬噯噲展开式，比较系数得到

ak+1 嘫 kak 嘽嘽 αak.

因此

ak+1 嘽 嘨α− k嘩ak, k 嘽 嘰, . . . , n− 嘱嘻 a0 嘽 嘱.

从而

ak 嘽 嘨α− k 嘫 嘱嘩嘨α− k 嘫 嘲嘩 · · ·α, k 嘽 嘱, . . . , n嘻 a0 嘽 嘱.

所以 嘨嘱 嘫 x嘩α 在 x 嘽 嘰处的 噔噡噹噬噯噲展开为

嘨嘱 嘫 x嘩α 嘽

n∑
k=0

(
α

k

)
xk 嘫 o嘨xn嘩, x→ 嘰,

其中
(
α
k

)
嘽 α(α−1)···(α−k+1)

k! 。

当 α是正整数m时，

嘨嘱 嘫 x嘩m 嘽

m∑
k=0

(
m

k

)
xk,

这是经典的二项展开式。

特别对 α 嘽 −嘱，

嘱

嘱 嘫 x
嘽 嘱− x嘫 x2 − · · ·嘫 嘨−嘱嘩nxn 嘫 o嘨xn嘩.

因为
(
噬噮嘨嘱 嘫 x嘩

)′
嘽

嘱

嘱 嘫 x
，噬噮嘨嘱 嘫 嘰嘩 嘽 嘰，所以利用注嘵嘮嘵嘮嘲

x− x2

嘲
嘫
x3

嘳
− · · ·嘫 嘨−嘱嘩nxn+1

n嘫 嘱
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是 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩在 x 嘽 嘰处的 噔噡噹噬噯噲多项式。因此

噬噮嘨嘱 嘫 x嘩 嘽 x− x2

嘲
嘫
x3

嘳
− · · ·嘫 嘨−嘱嘩nxn+1

n嘫 嘱
嘫 o
(
xn+1嘩, x→ 嘰.

因为
(
噡噲噣噴噡噮x

)′
嘽

嘱

嘱 嘫 x2
，噡噲噣噴噡噮 嘰 嘽 嘰及

嘱

嘱 嘫 x2
嘽 嘱− x2 嘫 x4 − · · ·嘫 嘨−嘱嘩nx2n 嘫 o嘨x2n嘩, x→ 嘰,

所以利用利用注嘵嘮嘵嘮嘲得到

噡噲噣噴噡噮x 嘽 x− x3

嘳
嘫
x5

嘵
− · · ·嘫 嘨−嘱嘩nx2n+1

嘲n嘫 嘱
嘫 o嘨x2n+1嘩, x→ 嘰.

利用
(
噡噲噣噳噩噮x

)′
嘽 嘨嘱 − x2嘩−

1
2，噡噲噣噳噩噮 嘰 嘽 嘰可以求得 噡噲噣噳噩噮x在 x 嘽 嘰处

的 噔噡噹噬噯噲展开式。

再利用 噡噲噣噣噯噳x 嘽
π

嘲
− 噡噲噣噳噩噮x得到 噡噲噣噣噯噳x在 x 嘽 嘰处的 噔噡噹噬噯噲展开式。

例 5.6.7. 求 噬噮嘨嘱 嘫 噳噩噮x嘩在 x 嘽 嘰处的带有 噐噥噡噮噯余项的 嘴阶 噔噡噹噬噯噲展开式。

解：

噬噮嘨嘱 嘫 噳噩噮x嘩

嘽 噳噩噮x− 噳噩噮2 x

嘲
嘫

噳噩噮3 x

嘳
− 噳噩噮4 x

嘴
嘫 o

(
噳噩噮4 x

)
嘽

(
x− x3

嘳嘡
嘫 o嘨x4嘩

)
− x2

嘲

(
嘱− x2

嘳嘡
嘫 o嘨x3嘩

)2

嘫
x3

嘳
嘨嘱 嘫 o嘨x嘩嘩

3 − x4

嘴
嘫 o嘨x4嘩

嘽x− x2

嘲
嘫
x3

嘶
− x4

嘱嘲
嘫 o嘨x4嘩.

由定理嘵嘮嘵嘮嘳知这是 噬噮嘨嘱 嘫 噳噩噮x嘩在 x 嘽 嘰处的 嘴阶 噔噡噹噬噯噲展开。

利用 噐噥噡噮噯余项的 噔噡噹噬噯噲公式，我们可以更方便地计算一些复杂函数的极

限。

例 5.6.8. 求 噬噩噭
x→0

噬噮嘨嘱 嘫 噳噩噮x嘩− 噳噩噮嘨噬噮嘨嘱 嘫 x嘩嘩

噥arcsin x − 嘱− 噡噲噣噳噩噮嘨噥x − 嘱嘩
。

解： 由上例知

噬噮嘨嘱 嘫 噳噩噮x嘩 嘽 x− x2

嘲
嘫
x3

嘶
− x4

嘱嘲
嘫 o嘨x4嘩.

同理可得

噳噩噮嘨噬噮嘨嘱 嘫 x嘩嘩 嘽 x− x2

嘲
嘫
x3

嘶
嘫 嘰x4 嘫 o嘨x4嘩,

噥arcsin x − 嘱 嘽 x嘫
x2

嘲
嘫
x3

嘳
嘫

嘵x4

嘲嘴
嘫 o

(
x4
)
,

噡噲噣噳噩噮嘨噥x − 嘱嘩 嘽 x嘫
x2

嘲
嘫
x3

嘳
嘫

嘷x4

嘲嘴
嘫 o

(
x4
)
,
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所以

噬噩噭
x→0

噬噮嘨嘱 嘫 噳噩噮x嘩− 噳噩噮嘨噬噮嘨嘱 嘫 x嘩嘩

噥arcsin x − 嘱− 噡噲噣噳噩噮嘨噥x − 嘱嘩
嘽 噬噩噭
x→0

−x
4

嘱嘲
嘫 o

(
x4
)

−x
4

嘱嘲
嘫 o 嘨x4嘩

嘽 嘱.

例 5.6.9. 求极限 噬噩噭
x→+∞

(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

) 1
ln x。

解： 令 y 嘽 π
2 − 噡噲噣噴噡噮x，则 x→ 嘫∞时，y → 嘰+，x 嘽 1

tan y。于是

噬噮

[(π
嘲
− 噡噲噣噴噡噮x

) 1
ln x

]
嘽 − 噬噮 y

噬噮 噴噡噮 y
嘽 − 噬噮 y

噬噮嘨y 嘫 o嘨y嘩嘩
嘽 − 噬噮 y

噬噮 y 嘫 噬噮嘨嘱 嘫 o嘨嘱嘩嘩

嘽 − 嘱

嘱 嘫 ln(1+o(1))
ln y

→ −嘱, y → 嘰+,

所以 噬噩噭
x→+∞

(
π
2 − 噡噲噣噴噡噮x

) 1
ln x 嘽 噥−1。

例 5.6.10. 求 y 嘽 f嘨x嘩在 P 嘨x0, f嘨x0嘩嘩处的密切圆半径和曲率。

解： 适当平移坐标系，不妨设 x0 嘽 嘰，f嘨x0嘩 嘽 嘰。于是过 P 嘨x0, y0嘩的圆的方

程为

嘨x− a嘩2 嘫 嘨y − b嘩2 嘽 嘨x0 − a嘩2 嘫 嘨y0 − b嘩2 嘽 a2 嘫 b2 嘽 R2

解得

y 嘽 b±
√
R2 − 嘨x− a嘩2 嘽 b±

√
b2 嘫 嘲ax− x2

嘽 b− b
√
嘱 嘫

嘲ax− x2

b2

嘽 −嘱

嘲

嘲ax− x2

b
− b

1
2

(
1
2 − 嘱

)
嘲

(
嘲ax− x2

b2

)2

嘫 o嘨x2嘩

嘽 −a
b
x嘫

R2

嘲b3
x2 嘫 o嘨x2嘩.

这个圆与 y 嘽 f嘨x嘩在 P 嘨x0, y0嘩二阶相切，当且仅当它们在 x 嘽 x0 处有相同的

二阶 噔噡噹噬噯噲展开式，即

f ′嘨x0嘩 嘽 −
a

b
, f ′′嘨x0嘩 嘽

R2

b3
.

因此 (
嘱 嘫 f ′嘨x0嘩

2
)3/2

嘽
R3

|b|3
,

所以 y 嘽 f嘨x嘩在 P 嘨x0, f嘨x0嘩嘩处的曲率半径和曲率分别为

R 嘽

(
嘱 嘫 f ′嘨x0嘩

2
)3/2

|f ′′嘨x0嘩|
, κ 嘽

嘱

R
嘽

|f ′′嘨x0嘩|
嘨嘱 嘫 f ′嘨x0嘩2嘩

3/2
.
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噐噥噡噮噯余项的 噔噡噹噬噯噲公式只提供了 f嘨x嘩在 x接近 x0 时的局部信息。而下

面这个 噌噡噧噲噡噮噧噥 余项的 噔噡噹噬噯噲 公式则给出了 f嘨x嘩 在一个区间上的整体性质，

并且对余项有了更细致的刻画，当然这需要 f 满足更强的条件。

定理 5.6.11 嘨Lagrange余项Taylor公式). 设 f 在区间 I上n阶可微，x0 ∈ I。
则对任意 x ∈ I，存在介于 x, x0 之间的 ξ 使得

f嘨x嘩 嘽 f嘨x0嘩嘫f
′嘨x0嘩嘨x−x0嘩嘫 · · ·嘫

f (n−1)嘨x0嘩

嘨n− 嘱嘩嘡
嘨x−x0嘩

n−1 嘫
f (n)嘨ξ嘩

n嘡
嘨x−x0嘩

n.

证明. 记 x 嘽 x0 嘫 th，考虑

F 嘨t嘩 嘽 f嘨x0 嘫 th嘩−
n−1∑
k=0

tk
f (k)嘨x0嘩

k嘡
hk.

则 F 在区间 噛嘰, 嘱噝上n阶可微，且对m 嘽 嘱, 嘲, . . . , n− 嘱，

F (m)嘨t嘩 嘽 f (m)嘨x0 嘫 th嘩hm −
n−1∑
k=m

tk−m
f (k)嘨x0嘩

嘨k −m嘩嘡
hk.

于是 F 嘨嘰嘩 嘽 F ′嘨嘰嘩 嘽 · · · 嘽 F (n−1)嘨嘰嘩 嘽 嘰。

F (n)嘨t嘩 嘽 f (n)嘨x0 嘫 th嘩hn.

因此只需证明存在 嘰 < θ < 嘱使得 F 嘨嘱嘩 嘽
F (n)嘨θ嘩

n嘡
。

令 G嘨t嘩 嘽
tn

n嘡
，则 G(m)嘨t嘩 嘽

tn−m

嘨n−m嘩嘡嘩
。于是由 噃噡噵噣器噹微分中值定理，

F 嘨嘱嘩

G嘨嘱嘩
嘽
F 嘨嘱嘩− F 嘨嘰嘩
G嘨嘱嘩−G嘨嘰嘩

嘽
F ′嘨θ1嘩

G′嘨θ1嘩
嘽
F ′嘨θ1嘩− F ′嘨嘰嘩
G′嘨θ1嘩−G′嘨嘰嘩

嘽
F (2)嘨θ2嘩

G(2)嘨θ2嘩
嘽 . . . 嘽

F (n)嘨θn嘩

G(n)嘨θn嘩
.

所以

F 嘨嘱嘩 嘽
F (n)嘨θn嘩

n嘡
嘽
f (n)嘨ξ嘩

n嘡
hn.

推论 5.6.12. 设 f 在一个含x0 在内的区间内有连续的 n 嘫 嘱 阶导函数，则当

x→ x0 时

f嘨x嘩 嘽 f嘨x0嘩 嘫 f ′嘨x0嘩嘨x− x0嘩 嘫 · · ·嘫
f (n)嘨x0嘩

n嘡
嘨x− x0嘩

n 嘫O
(
嘨x− x0嘩

n+1
)
.

例 5.6.13. 估算
√
嘱嘰的值。

解： 因为 嘲10 嘽 嘱嘰嘲嘴 嘽 嘱嘰嘰嘨嘱嘰 嘫 嘰.嘲嘴嘩，所以 嘲5 嘽 嘱嘰
√
嘱嘰嘨嘱 嘫 嘰.嘰嘲嘴嘩。

√
嘱嘰 嘽

嘳嘲

嘱嘰
嘨嘱 嘫 嘰.嘰嘲嘴嘩

−1/2

嘽
嘳嘲

嘱嘰

(
嘱− 嘱

嘲
嘰.嘰嘲嘴 嘫

− 1
2

(
− 1

2 − 嘱
)

嘲嘡
嘰.嘰嘲嘴2 嘫

− 1
2

(
− 1

2 − 嘱
) (
− 1

2 − 嘲
)

嘳嘡嘨嘱 嘫 ξ嘩
3
2

嘰.嘰嘲嘴3

)
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其中

−嘰.嘰嘰嘰嘰嘱嘳嘸嘲嘴 嘽 −嘳嘲

嘱嘰

嘱嘵

嘸

嘱

嘳嘡
嘰.嘰嘲嘴3 <

− 1
2

(
− 1

2 − 嘱
) (
− 1

2 − 嘲
)

嘳嘡嘨嘱 嘫 ξ嘩
3
2

嘰.嘰嘲嘴3 < 嘰,

所以 嘳.嘱嘶嘲嘲嘷嘳嘷 <
√
嘱嘰 < 嘳.嘱嘶嘲嘲嘹嘱嘲。

例 5.6.14. 证明对任意 x ∈ R，噥x 嘽 噬噩噭
n→+∞

(
嘱 嘫 x嘫

x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 xn

n嘡

)
。我们把

后面这个极限记为
∞∑
n=0

xn

n嘡
或者 嘱 嘫 x嘫

x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 xn

n嘡
嘫 · · ·。因此

噥x 嘽 嘱 嘫 x嘫
x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 xn

n嘡
嘫 · · · .

证明. 任取正整数 N > 嘰和 ε > 嘰，取正整数 n > 噭噡噸
{
嘳N, 噬噮

(
e4NN3N

(3N)!ε

)}
。对

任意 x ∈ 噛−N,N 噝，存在介于 嘰与 x之间的 ξ使得

噥x 嘽 嘱 嘫 x嘫
x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 xn

n嘡
嘫

噥ξxn+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡
.

因而 |ξ| ≤ N，于是∣∣∣∣噥x − (嘱 嘫 x嘫
x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 xn

n嘡

)∣∣∣∣ 嘽 ∣∣∣∣ 噥ξxn+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡

∣∣∣∣
<

噥NNn+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡
<

噥NN3NNn+1−3N

嘨嘳N嘩嘡嘨嘳N嘩n+1−3N

≤ 噥NN3N

嘨嘳N嘩嘡

(
嘱

嘳

)n+1−3N

<
噥NN3N

嘨嘳N嘩嘡

(
嘱

噥

)n+1−3N

嘽
噥4NN3N

嘨嘳N嘩嘡噥n+1
< ε.

事实上，上述证明所得的结果比我们预先想要的结果要强，我们实际上证

明了在任何有界闭区间上 噥x 的 噔噡噹噬噯噲多项式随次数 n趋于无穷大会一致收敛

于 噥x，即对给定的逼近精度 ε，我们对 n的要求可以适用于这个有界闭区间中

的所有 x。关于函数的一致逼近问题，我们以后会更详细的讨论。

习题5.6

嘱嘮 设 f 在 x0处 n阶可微。证明对任何次数不大于 n的多项式 P 嘨x嘩，

噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩− Tf,n,x0
嘨x嘩

f嘨x嘩− P 嘨x嘩
嘽

嘱, P 嘨x嘩 嘽 Tf,n,x0
嘨x嘩,

嘰, P 嘨x嘩 6嘽 Tf,n,x0
嘨x嘩.

这说明当用多项式作为函数 f 的近似时，相较于其他多项式，噔噡噹噬噯噲多项

式具有最小的相对误差。
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嘲嘮 证明对每个 C∞ 函数 f，都存在 C∞ 函数 g 使得 f 6嘽 g，但 f, g 的各阶

噔噡噹噬噯噲多项式都相同。

嘳嘮 求以下函数在 x 嘽 嘰处的 嘴阶 噔噡噹噬噯噲多项式：

嘨嘱嘩 噡噲噣噳噩噮x；嘨嘲嘩 噳噩噮嘨嘱 嘫 噬噮x嘩； 嘨嘳嘩 噥arcsin x；

嘨嘴嘩 噡噲噣噳噩噮嘨噥x − 嘱嘩； 嘨嘵嘩 f嘨x嘩 嘽

 ex−1
x , x 6嘽 嘰嘻

嘱, x 嘽 嘰.
；

嘨嘶嘩 f嘨x嘩 嘽

 x
ex−1 , x 6嘽 嘰嘻

嘱, x 嘽 嘰.

嘴嘮 我们知道 噬噩噭
n→+∞

n
1
n 嘽 嘱。请估计当 n→ 嘫∞时，无穷小量 n

1
n − 嘱的阶。

嘵嘮 利用
√
嘱嘰 嘽 嘳

√
嘱 嘫 1

9 以及
√
嘱 嘫 x在 x 嘽 嘰处的 噔噡噹噬噯噲展开计算

√
嘱嘰的

近似值，并与例嘵嘮嘵嘮嘱嘴比较。

嘶嘮 设 A是非负实数。证明：函数

f嘨x嘩 嘽

x嘫Ax2 噳噩噮 1
x , x 6嘽 嘰,

嘰, x 嘽 嘰

在 x 嘽 嘰的某个邻域中严格增当且仅当 A < 嘱。

嘷嘮 求极限 噬噩噭
x→0

噴噡噮嘨噳噩噮x嘩− 噳噩噮嘨噴噡噮x嘩

噡噲噣噴噡噮嘨噡噲噣噳噩噮x嘩− 噡噲噣噳噩噮嘨噡噲噣噴噡噮x嘩
。

嘸嘮 设可微函数 f 有可微的反函数，f 在 x 嘽 嘰处的 噔噡噹噬噯噲展开为 x嘫Axk 嘫

o嘨xk嘩，证明 f−1在 x 嘽 嘰处的 噔噡噹噬噯噲展开为 x−Axk 嘫 o嘨xk嘩。

嘹嘮 设 f, g是C∞的奇函数，满足 f ′嘨嘰嘩 嘽 g′嘨嘰嘩 嘽 嘱。证明 f嘨g嘨x嘩嘩−g嘨f嘨x嘩嘩 嘽
O嘨x7嘩, x→ 嘰。

嘱嘰嘮 求参数 c的取值范围使得对任意实数 x都有

噥x 嘫 噥−x

嘲
≤ 噥cx

2

.

嘱嘱嘮 证明对所有非负整数 n和所有实数 x都有

嘱 嘫 x嘫
x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 x2n

嘨嘲n嘩嘡
> 嘰.

嘱嘲嘮 证明对任意 x ∈ R，

噳噩噮x 嘽 噬噩噭
n→+∞

(
x− x3

嘳嘡
嘫 · · ·嘫 嘨−嘱嘩nx2n+1

嘨嘲n嘫 嘱嘩嘡

)
,

噣噯噳x 嘽 噬噩噭
n→+∞

(
嘱− x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 嘨−嘱嘩nx2n

嘨嘲n嘩嘡

)
.
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嘱嘳嘮 求参数 c的范围使得对任意 −π2 ≤ x ≤
π
2 都有(

噳噩噮x

x

)c
≥ 噣噯噳x.

嘱嘴嘮 (复指数函数) 对复数 z ∈ C和正整数 n，记

En嘨z嘩 嘽 嘱 嘫
z

嘱嘡
嘫
z2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 zn

n嘡
.

嘨嘱嘩 证明对任意 z ∈ C，

|En嘨z嘩| ≤ En嘨|z|嘩 ≤ En+1嘨|z|嘩嘻

并且对任意 x > 嘰，En嘨x嘩关于 x严格增。

嘨嘲嘩 证明对任意M ∈ N∗ 和任意 n ∈ N∗，

|En嘨z嘩| ≤ 嘲E4M 嘨M嘩, ∀|z| ≤M.

嘨嘳嘩 证明对任意M ∈ N∗，存在常数 C > 嘰，使得对任意 n,m ∈ N∗以及任
意 |z| ≤M，

|En+m嘨z嘩− En嘨z嘩| ≤
C|z|n+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡
.

从而 {En嘨z嘩}n≥1是C中的一个噃噡噵噣器噹列，从而存在极限E嘨z嘩 嘽 噬噩噭
n→+∞

En嘨z嘩。

嘨嘴嘩 证明对任意 M ∈ N∗，存在常数 C > 嘰，使得对任意 n ∈ N∗ 以及
对任意 |z|, |w| ≤M，

|E2n嘨z 嘫 w嘩− En嘨z嘩En嘨w嘩| ≤
CMn+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡
.

从而对任意 z, w ∈ C，E嘨z 嘫 w嘩 嘽 E嘨z嘩E嘨w嘩。

嘨嘵嘩 证明对任意 z ∈ C，E′嘨z嘩 嘽 E嘨z嘩。

嘨嘶嘩 证明对任意 x ∈ R，E嘨x嘩 嘽 噥x。

综合以上结论，对 z ∈ C，可以在 C上定义指数函数

噥z 嘽 嘱 嘫
z

嘱嘡
嘫
z2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 zn

n嘡
嘫 · · · .

它满足

噥z+w 嘽 噥z噥w, 噥1 嘽 噥.

嘱嘵嘮 (三角函数的严格定义) 对任意实数 x，定义

噣噯噳x 嘽
噥ix 嘫 噥−ix

嘲
, 噳噩噮x 嘽

噥ix − 噥−ix

嘲噩
.
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嘨嘱嘩 证明

噳噩噮x 嘽 x− x3

嘳嘡
嘫 · · ·嘫 嘨−嘱嘩nx2n+1

嘨嘲n嘫 嘱嘩嘡
嘫 · · · ,

噣噯噳x 嘽 嘱− x2

嘲嘡
嘫 · · ·嘫 嘨−嘱嘩nx2n

嘨嘲n嘩嘡
嘫 · · · .

嘨嘲嘩 证明对任意 k ∈ N∗，以及任意 嘰 < x < 嘲，

xk

k嘡
− xk+2

嘨k 嘫 嘲嘩嘡
> 嘰.

嘨嘳嘩 证明 噣噯噳在区间 噛嘰, 嘲噝上严格减，嘱 嘽 噣噯噳 嘰 > 嘰 > 噣噯噳 嘲。从而 噣噯噳在区

间 噛嘰, 嘲噝上有唯一零点 x0 ∈ 嘨嘰, 嘲嘩。记 π 嘽 嘲x0

嘨嘴嘩 证明对任意 x, y ∈ R，

噣噯噳嘨x嘫 y嘩 嘽 噣噯噳x 噣噯噳 y − 噳噩噮x 噳噩噮 y,

噳噩噮嘨x嘫 y嘩 嘽 噳噩噮x 噣噯噳 y 嘫 噣噯噳x 噳噩噮 y.

从而

噣噯噳2 x嘫 噳噩噮2 x 嘽 嘱.

5.7 应用：用 Taylor公式修正圆周率近似值

记单位圆嘨即半径长为嘱的圆嘩内接正 n 边形的边长为 an ，周长为 嘲πn。则

利用勾股定理可得

a2n 嘽

√√√√(嘱−√嘱− a2
n

嘴

)2

嘫
a2
n

嘴
嘽

√
嘲−

√
嘴− a2

n 嘽
an√

嘲 嘫
√
嘴− a2

n

.

因为 πn 嘽 1
2nan，所以

π2n 嘽 na2n 嘽
nan√

嘲 嘫
√
嘴− a2

n

嘽
πn√

1
2 嘫 1

2

√
嘱− π2

n

n2

.

利用 π3 嘽 嘳 嘨单位圆内接正六边形半周长嘩和上述递推关系，可以得到单位圆内

接正 嘲n × 嘳边形半周长。

另一方面，因为 πn 嘽 n 噳噩噮 π
n。所以 噬噩噭

n→+∞
πn 嘽 π。 我们可以利用 噔噡噹噬噯噲

展开对上述结果进行改进。由

πn 嘽 n 噳噩噮
π

n
嘽 π − π3

嘶n2
嘫

π5

嘱嘲嘰n4
嘫O

(
嘱

n6

)
,

π2n 嘽 嘲n 噳噩噮
π

嘲n
嘽 π − π3

嘲嘴n2
嘫

π5

嘱嘲嘰× 嘱嘶n4
嘫O

(
嘱

n6

)
,
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表 嘵嘮嘱嘺 利用正多边形周长逼近圆周率

边数 n πn 噞πn π∗n

嘶 嘳

嘱嘲 嘳嘮嘱嘰嘵嘸嘲嘸嘵嘴嘱嘲 嘳嘮嘱嘴嘱嘱嘰嘴嘷嘲嘱嘶

嘲嘴 嘳嘮嘱嘳嘲嘶嘲嘸嘶嘱嘳嘳 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘶嘱嘹嘷嘰嘶 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘴嘵嘳嘹

嘴嘸 嘳嘮嘱嘳嘹嘳嘵嘰嘲嘰嘳嘰 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘰嘷嘳嘳嘰 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘰嘵

嘹嘶 嘳嘮嘱嘴嘱嘰嘳嘱嘹嘵嘰嘹 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘵嘳嘳嘵 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘵

嘱嘹嘲 嘳嘮嘱嘴嘱嘴嘵嘲嘴嘷嘲嘳 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘴嘶嘱 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶

嘳嘸嘴 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘵嘷嘶嘰嘷嘹 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘱 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶

嘷嘶嘸 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘸嘳嘸嘹嘲嘱 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶

嘱嘵嘳嘶 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘰嘴嘶嘳嘲 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶 嘳嘮嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶
嘮嘮嘮

嘱嘹嘶嘶嘰嘸

嘮嘮嘮

嘳.嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘵

嘮嘮嘮

嘳.嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶

嘮嘮嘮

嘳.嘱嘴嘱嘵嘹嘲嘶嘵嘳嘶

利用线性组合消去其中的 1
n2 项，得到

噞π2n 嘽
嘴π2n − πn

嘳
嘽 π − π5

嘴嘸嘰n4
嘫O

(
嘱

n6

)
.

进一步用类似办法得到

π∗4n 嘽
嘱嘶噞π4n − 噞π2n

嘱嘵
嘽 π 嘫O

(
嘱

n6

)
.

从上表中我们可以看到，由正 嘶, 嘱嘲, 嘲嘴, 嘴嘸, 嘹嘶 边形的周长进过上述修正得的圆

周率的近似值 π∗96，就已经达到了正 嘱嘹嘶嘶嘰嘸边形周长给出的结果。这显示出这

个修正算法的强大威力。

图 嘵嘮嘳嘺 外推法

π2n 嘽
πn√

1
2 嘫 1

2

√
嘱− π2

n

n2

> πn.

所以 π6, π12, π24, π48, . . .是一个单调增数列。上述修正数列

噞π2n 嘽 π2n 嘫
嘱

嘳
嘨π2n − πn嘩
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提供了一个外推嘨 噥噸噴噲噡噰噯噬噡噴噩噯噮 嘩修正，它利用已有数据经简单操作就获得了更

高精度的近似值。另外，因为 噳噩噮在区间 噛嘰, π噝上是凹函数，所以

噞π4n − 噞π2n 嘽
嘴π4n − 嘵π2n 嘫 πn

嘳
嘽

嘱嘰n

嘳

(
嘸

嘵
噳噩噮

π

嘴n
嘫

嘱

嘱嘰
噳噩噮

π

n
− 噳噩噮

π

嘲n

)
> 嘰,

因此数列 噞π12, 噞π24, 噞π48, . . . 也是单调增的，所以 噞π2n 总是比 π2n 更好的近似值，

而

π∗2n 嘽 噞π2n 嘫
嘱

嘱嘵
嘨噞π2n − 噞πn嘩

是进一步的外推修正。

习题5.7

嘱嘮 仿照正文中的做法，利用圆外切正多边形周长构造圆周率的近似值。

嘲嘮 设 xn+1 嘽 噳噩噮xn。请判断 xn 是否有形如 xn 嘽 A
nα 嘫 o

(
1
nα

)
的渐进展开？

如果有，请给出 A,α的值；如果没有，请说明理由。

嘳嘮 如图所示，ABCD是一个正方形。证明

噡噲噣噴噡噮
n

m
嘫 噡噲噣噴噡噮

m− n
m嘫 n

嘽
π

嘴
.

并利用它计算 π 的十进制小数表示的近似值，要求精确到小数点后面前

嘲嘰位小数。
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习题讨论课4

嘱嘮 噄噡噲噢噯噵噸定理。设 f 在区间 嘨a, b嘩内可导，且 f ′+嘨a嘩, f
′
−嘨b嘩存在，f

′
+嘨a嘩 <

f ′−嘨b嘩。则对任意 c ∈ 嘨f ′+嘨a嘩 < f ′−嘨b嘩嘩，存在 ξ ∈ 嘨a, b嘩使得 f ′嘨ξ嘩 嘽 c。

嘲嘮 设 α ∈ R为参数，讨论方程 噥x − xα 嘽 嘰的解的个数。

嘳嘮 求函数 f嘨x嘩 嘽 x(2+cos x)
sin x 的值域。

嘴嘮 证明对任意 嘰 < x < π
2，嘲 噳噩噮x嘫 噴噡噮x > 嘳x。

嘵嘮 常系数线性微分方程与常数变易法。

嘨噡嘩 y′′ − 嘳y′ 嘫 嘲y 嘽 嘰，

嘨噢嘩 y′′ − 嘲y′ 嘫 y 嘽 嘰，

嘨噣嘩 y′′ 嘫 y 嘽 嘰。

嘶嘮 设 f在 噛a, b噝上一阶可导，在 嘨a, b嘩内二阶可导，f嘨a嘩 嘽 f嘨b嘩 嘽 嘰，f ′嘨a嘩f ′嘨b嘩 >

嘰。证明存在 ζ ∈ 嘨a, b嘩使得 f ′′嘨ζ嘩 嘽 f嘨ζ嘩。

嘷嘮 讨论 f嘨x嘩 嘽
(
嘱 嘫 1

x

)x+α
在区间 嘨嘰,嘫∞嘩 上的单调性，其中 α ∈ R 是参

数。

嘸嘮 讨论方程 噬噮
(
嘱 嘫 1

x

)
嘽 x+α

x(x+1) 的解的存在性和唯一性，以及当方程有唯一

解时，解关于参数 α ∈ R的可微性。

嘹嘮 设 p ≥ 嘱。证明对任意实数 x1, . . . , xn, y1, . . . , yn，都成立(
n∑
k=1

|xk|p
) 1
p

嘫

(
n∑
k=1

|yk|p
) 1
p

≥

(
n∑
k=1

|xk 嘫 yk|p
) 1
p

.

嘱嘰嘮 求当 n→ 嘫∞时， n
√
n的渐进展开式。

嘱嘱嘮 考虑方程 xy 嘫 噥x − 噥y 嘽 嘰。

嘨噡嘩 证明对于任意 x ∈ R，上述方程关于 y 在区间 噛x,嘫∞嘩 中有唯一解

y 嘽 f嘨x嘩。

嘨噢嘩 证明 f 嘺 R→ R是 C∞函数。

嘨噣嘩 求 f嘨x嘩在 x 嘽 嘰处的四阶噔噡噹噬噯噲展开式。

嘨噤嘩 讨论 f 的单调性，估计 f 的值域。

嘨噥嘩 讨论当 x→ −∞和 x→ 嘫∞时的渐近线。

嘱嘲嘮 考察方程 噥x+y − 噳噩噮嘨x嘫 y嘩 嘽 x3。
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嘨噡嘩 证明对于任意 x ≥ 嘱，上述方程关于 y 在区间 噛−x,嘫∞嘩中有唯一解

y 嘽 f嘨x嘩。

嘨噢嘩 证明 f 嘺 嘨嘱,嘫∞嘩→ R是 C∞ 函数。

嘨噣嘩 证明 f嘨x嘩 嘽 −x嘫 嘳 噬噮x嘫 o嘨噬噮x嘩, x→ 嘫∞。

嘨噤嘩 求 f嘨x嘩 嘽 −x嘫
√
嘳 噬噮x嘫 o嘨噬噮x嘩, x→ 嘱+。

嘱嘳嘮 讨论函数 f嘨x嘩 嘽 2x−a
x 的图像随参数 a的变化。
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第 6章 不定积分

6.1 原函数与不定积分

定义 6.1.1. 称函数 F 是函数 f （或者更确切地，微分 f嘨x嘩噤x）在 I ⊆ R上的
一个原函数，如果对任意 x ∈ I，噤Fx 嘽 f嘨x嘩噤x。在不特别声明的情况下，习惯

上认为 I 是 f 的定义域。

记
∫
f嘨x嘩噤x为 f 在 I 上的所有原函数组成的集合，称为 f 在 I 上的不定积

分，称 f 为这个不定积分中的被积函数。

原函数与不定积分对应于最简单的微分方程

y′嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩.

f 的原函数 F 就是这个微分方程的一个解。这个微分方程的所有的解组成的集

合就是 f 的不定积分。

这个微分方程在 嘨x, y嘩 坐标平面的每个点 嘨x, y嘩 处都指定了一个斜率值

f嘨x嘩，或者说指定了过点 嘨x, y嘩 且斜率值为 f嘨x嘩 的直线，因此几何上这个微

分方程对应于 嘨x, y嘩坐标平面的一个斜率场或方向场。y嘨x嘩是这个微分方程的

解，当且仅当由 y 嘽 y嘨x嘩所确定的曲线在其经过的每个点处都与该点处的方向

场嘨即过该点且斜率为 f嘨x嘩的直线嘩相切。此时称曲线 y 嘽 y嘨x嘩为这个方向场的

积分曲线。

沿平行于 y 轴的方向移动时，x 保持恒定，方向场 f嘨x嘩 不变，这是这个

方向场的一种对称性。由于这种对称性，该方向场的任何一条积分曲线沿平行

于 y 轴的方向移动所得到的曲线始终与该方向场相切，因此也是这个方向场的

积分曲线。这就是下述定理的第二个结论的几何意义。后面我们会进一步看到，

微分方程或方向场的对称性对微分方程的解或方向场的积分曲线有着特别重要

的意义。

定理 6.1.2. (1) 如果 I 是区间，f 嘺 I → R连续，则 f 在 I 上有原函数。进一

步，对任意 x0 ∈ I 及任意 y0 ∈ R，f 有唯一的原函数 F 满足 F 嘨x0嘩 嘽 y0。

嘱嘴嘱
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图 嘶嘮嘱嘺 方向场 x2 − 嘱和它的积分曲线

(2) 如果 I 是区间，F,G都是 f 在 I 上的原函数，则 F −G是常值函数。从而∫
f嘨x嘩噤x 嘽

{
F 嘫 C|C ∈ R

}
.

习惯上写成 ∫
f嘨x嘩噤x 嘽 F 嘨x嘩 嘫 C, C是任意常数.

例 6.1.3. 在 R上， ∫
噥x噤x 嘽 噥x 嘫 C,∫

噣噯噳x噤x 嘽 噳噩噮x嘫 C,∫
噳噩噮x噤x 嘽 − 噣噯噳x嘫 C,∫
xn噤x 嘽

xn+1

n嘫 嘱
嘫 C, n ∈ N,∫

嘱

嘱 嘫 x2
噤x 嘽 噡噲噣噴噡噮x嘫 C.
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在 嘨嘰,嘫∞嘩上， ∫
xα噤x 嘽

xα+1

α嘫 嘱
嘫 C, α ∈ R\{−嘱}.

在 R\{嘰}上，

∫
嘱

x
噤x 嘽

噬噮x嘫 C1, x > 嘰嘻

噬噮嘨−x嘩 嘫 C2, x < 嘰.∫
嘱

xn
噤x 嘽

 1
(n−1)xn−1 嘫 C1, x > 嘰嘻

1
(n−1)xn−1 嘫 C2, x < 嘰.

n ∈ N∗, n > 嘱.

在 嘨−嘱, 嘱嘩上， ∫
嘱√

嘱− x2
噤x 嘽 噡噲噣噳噩噮x嘫 C.

在
(
kπ − π

嘲
, kπ 嘫

π

嘲

)
上， ∫

嘱

噣噯噳2 x
噤x 嘽 噴噡噮x嘫 C.

在 嘨kπ, kπ 嘫 π嘩上， ∫
嘱

噳噩噮2 x
噤x 嘽 − 噣噯噴x嘫 C.

例 6.1.4.

F 嘨x嘩 嘽

|x|
4
3 噳噩噮

嘱

x
, x 6嘽 嘰嘻

嘰, x 嘽 嘰

是

f嘨x嘩 嘽


4
3x

1
3 噳噩噮

嘱

x
− |x|− 2

3 噣噯噳
嘱

x
, x 6嘽 嘰嘻

嘰, x 嘽 嘰

的原函数，但 f 不仅在 x 嘽 嘰不连续，甚至在 x 嘽 嘰附近无界。

6.2 不定积分的运算性质

嘨嘱嘩 线性

定理 6.2.1. 设 F,G分别是 f, g在 I 上的原函数，则 λF 嘫 µG是 λf 嘫 µg的原

函数。 ∫
f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩噤x 嘽

∫
f嘨x嘩噤x嘫

∫
g嘨x嘩噤x,∫

λf嘨x嘩噤x 嘽 λ

∫
f嘨x嘩噤x.



嘱嘴嘴 噃噈噁噐噔噅噒 嘶嘮 不定积分

注 6.2.2. 等式 ∫
f嘨x嘩 嘫 g嘨x嘩噤x 嘽

∫
f嘨x嘩噤x嘫

∫
g嘨x嘩噤x

含义是：对 f 的任一原函数 F，g 的任一原函数 G ∈ B，以及 f 嘫 g 的任一

原函数 H，H − 嘨F 嘫 G嘩 是 嘰 的一个原函数，即 嘨H − 嘨F 嘫 G嘩嘩′嘨x嘩 嘽 嘰，也

即 H ′ 嘽 F ′ 嘫 G′。如果 I 是区间，则这等价于：存在常数 C 使得 H嘨x嘩 嘽

F 嘨x嘩 嘫G嘨x嘩 嘫 C。

等式 ∫
λf嘨x嘩噤x 嘽 λ

∫
f嘨x嘩噤x

的含义是：对 f 的任一原函数 F，λf 的任一原函数 H，H − λF 是 嘰的一个原

函数，即 H ′ 嘽 λF ′。如果 I 是区间，则这等价于：存在常数 C 使得 H嘨x嘩 嘽

λF 嘨x嘩 嘫 C。

例 6.2.3. 多项式积分
∫
a0嘫a1x嘫· · ·嘫anxn噤x 嘽 C嘫a0x嘫

a1x
2

2 嘫· · ·嘫 anx
n+1

n+1 。

例 6.2.4. 求
∫
噣噯噳2 x噤x。

解： 用二倍角公式降次∫
噣噯噳2 x噤x 嘽

∫
嘱 嘫 噣噯噳 嘲x

嘲
噤x 嘽 C 嘫

x

嘲
嘫

噳噩噮 嘲x

嘴
.

例 6.2.5. 求
∫

1
x2−1噤x。

解： ∫
嘱

x2 − 嘱
噤x 嘽

∫
嘱

嘲

嘱

x− 嘱
− 嘱

嘲

嘱

x嘫 嘱
噤x

嘽
嘱

嘲

∫
嘱

x− 嘱
噤x− 嘱

嘲

∫
嘱

x嘫 嘱
噤x

嘽
噬噮 |x− 嘱|

嘲
− 噬噮 |x嘫 嘱|

嘲
嘫 C

其中 C 是 嘨−∞,−嘱嘩 ∪ 嘨−嘱, 嘱嘩 ∪ 嘨嘱,嘫∞嘩上的分段常值函数。

一般地，任何一个有理分式P (x)
Q(x)（其中 P,Q是关于 x的多项式）可以分解为一

个多项式和有限多个以下形式的最简分式的线性组合

嘱

嘨x− a嘩k
,

嘨x− p嘩
噛嘨x− p嘩2 嘫 q2噝m

,
嘱

噛嘨x− p嘩2 嘫 q2噝m
.

所以有理分式的积分归结为这些最简分式的积分。前两类最简分式很容易找到

相应的原函数，对第三类最简分式需要进行换元操作。

嘨嘲嘩 换元
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定理 6.2.6. (1) 设 F 是 f 在 I 上的原函数，g 嘺 J → I 是可微函数，则 F 嘨g嘨x嘩嘩

是 f嘨g嘨x嘩嘩g′嘨x嘩在 J 的原函数。∫
f嘨g嘨x嘩嘩g′嘨x嘩噤x 嘽

∫
f嘨u嘩噤u

∣∣∣∣
u=g(x)

嘽 F 嘨g嘨x嘩嘩 嘫 C.

作为特例， ∫
f嘨ax嘫 b嘩噤x 嘽

嘱

a
F 嘨ax嘫 b嘩 嘫 C.

(2) 设 h是一一对应，有可微的反函数 h−1，G是 f嘨h嘨u嘩嘩h′嘨u嘩的原函数，则∫
f嘨x嘩噤x 嘽

∫
f嘨h嘨u嘩嘩h′嘨u嘩噤u

∣∣∣∣
u=h−1(x)

嘽 G嘨h−1嘨x嘩嘩 嘫 C.

注 6.2.7. 上述定理嘨嘱嘩是把被积函数凑成一个函数的导数，形式上

f嘨g嘨x嘩嘩g′嘨x嘩噤x 嘽 F ′嘨u嘩噤u 嘽 噤F 嘨u嘩 嘽 噤
(
F 嘨g嘨x嘩嘩

)
,

所以这个换元方法也称为“凑微分法”。相当于引入中间变量 u 嘽 g嘨x嘩。

定理嘨嘲嘩是主动寻求换元，x 嘽 h嘨u嘩，变成以 u为自变量的函数计算不定积

分，但要把最终结果通过u 嘽 h−1嘨x嘩变回以 x为自变量的函数。

无论哪一种换元，目的都是为了简化不定积分中的函数形式，使不定积分

更容易计算。换元法是一个很灵活的办法，需要积累一定的经验。

例 6.2.8. 求
∫
x噥−x

2

噤x。

解： 凑微分 ∫
x噥−x

2

噤x 嘽

∫
噥−x

2

噤
x2

嘲

嘽
嘱

嘲

∫
噥−u噤u, u 嘽 x2

嘽 −嘱

嘲
噥−u 嘫 C

嘽 −嘱

嘲
噥−x

2

嘫 C.

例 6.2.9. 求
∫
噣噯噳3 x噤x。

解： 凑微分∫
噣噯噳3 x噤x 嘽

∫
嘨嘱− 噳噩噮2 x嘩噤 噳噩噮x 嘽 C 嘫 噳噩噮x− 噳噩噮3 x

嘳
.

一般地， ∫
f嘨噳噩噮x嘩 噣噯噳x噤x 嘽 F 嘨噳噩噮x嘩 嘫 C,

其中 F 是 f 的一个原函数。
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例 6.2.10. 求
∫ √

嘱− x2噤x。

解： 主动换元 x 嘽 噳噩噮 θ嘨 θ ∈
(
−π2 ,

π
2

)
嘩，∫ √

嘱− x2噤x 嘽

∫
噣噯噳 θ噤 噳噩噮 θ

嘽

∫
噣噯噳2 θ噤θ 嘽

噳噩噮 嘲θ

嘴
嘫
θ

嘲
嘫 C

嘽
x
√
嘱− x2

嘲
嘫

噡噲噣噳噩噮x

嘲
嘫 C.

这里三角换元 x 嘽 噳噩噮 θ是为了处理被积函数
√
嘱− x2中的开方。

如果被积函数中出现
√
嘱 嘫 x2，可以考虑 x 嘽 噴噡噮 θ, θ 嘽 噡噲噣噴噡噮x。

如果被积函数中出现
√
x2 − 嘱，可以考虑 x 嘽 1

cos θ , θ 嘽 噡噲噣噣噯噳嘨嘱/x嘩。

嘨嘳嘩 分部积分

定理 6.2.11. 设 f, g是 C 1 函数。则∫
f嘨x嘩g′嘨x嘩噤x 嘽 f嘨x嘩g嘨x嘩−

∫
f ′嘨x嘩g嘨x嘩噤x.

通常也把它写成更方便记忆的形式：∫
f嘨x嘩噤g嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩g嘨x嘩−

∫
g嘨x嘩噤f嘨x嘩.

这个性质源于乘积函数的导数公式。分部积分的目的是通过求导数简化被

积函数中一部分因子f嘨x嘩的形式。

例 6.2.12. 求
∫
xα 噬噮x噤x。

解： 当 α 6嘽 −嘱时，∫
xα 噬噮x噤x 嘽

∫
噬噮x噤

xα+1

α嘫 嘱

嘽
xα+1 噬噮x

α嘫 嘱
−
∫

xα+1

α嘫 嘱
噤 噬噮x

嘽
xα+1 噬噮x

α嘫 嘱
−
∫

xα

α嘫 嘱
噤x

嘽
xα+1 噬噮x

α嘫 嘱
− xα+1

嘨α嘫 嘱嘩2
嘫 C.

当 α 6嘽 −嘱时， ∫
x−1 噬噮x噤x 嘽

∫
噬噮x噤 噬噮x 嘽

嘨噬噮x嘩2

嘲
嘫 C.

例 6.2.13. 求
∫
噣噯噳n x噤x。
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解：∫
噣噯噳n x噤x 嘽

∫
噣噯噳n−1 x噤 噳噩噮x

嘽 噣噯噳n−1 x 噳噩噮x−
∫

噳噩噮x噤 噣噯噳n−1 x

嘽 噣噯噳n−1 x 噳噩噮x嘫 嘨n− 嘱嘩

∫
噳噩噮2 x 噣噯噳n−2 x噤x

嘽 噣噯噳n−1 x 噳噩噮x嘫 嘨n− 嘱嘩

∫
嘨嘱− 噣噯噳2 x嘩 噣噯噳n−2 x噤x

嘽 噣噯噳n−1 x 噳噩噮x嘫 嘨n− 嘱嘩

∫
噣噯噳n−2 x噤x− 嘨n− 嘱嘩

∫
噣噯噳n x噤x.

所以 ∫
噣噯噳n x噤x 嘽

嘱

n
噣噯噳n−1 x 噳噩噮x嘫

n− 嘱

n

∫
噣噯噳n−2 x噤x.

从而得到递推关系。而∫
噣噯噳x噤x 嘽 噳噩噮x嘫 C,∫
噣噯噳2 x噤x 嘽

∫
噣噯噳 嘲x嘫 嘱

嘲
噤x 嘽

噳噩噮 嘲x

嘴
嘫
x

嘲
嘫 C.

另解：∫
噣噯噳2n+1 x噤x 嘽

∫
嘨嘱− 噳噩噮2 x嘩n噤 噳噩噮x 嘽 C 嘫

n∑
k=0

(
n

k

)
嘨−嘱嘩k 噳噩噮2k+1 x

嘲k 嘫 嘱
,

∫
噣噯噳2n x噤x 嘽

∫ (
嘱 嘫 噣噯噳 嘲x

嘲

)n
噤x 嘽

嘱

嘲n

n∑
k=0

(
n

k

)∫
噣噯噳k嘨嘲x嘩噤x.

其中后者进入递归过程。

换元、线性和分部积分，提供了把复杂函数不定积分计算朝更简单的方向

转化的可能，但具体实现需要多加尝试以及积累经验。另外不是所有原函数都

可以写成初等函数形式1，比如
∫
噥x

2

噤x,
∫

ex

x 噤x,
∫

sin x
x 噤x,

∫
1

ln x噤x等。

习题6.2

嘱嘮
∫
xn噥x噤x，

∫
xn 噳噩噮x噤x，

∫
噥λx 噳噩噮x噤x，

∫
噳噩噮αx 噣噯噳βx噤x，

∫
xn 噡噲噣噴噡噮x噤x，∫

x2n+1 噡噲噣噳噩噮x噤x

嘲嘮
∫
噴噡噮x噤x。

1关于不定积分是否可以写成初等函数，属于微分代数理论研究的内容， Liouville 在这方

面做出了最早的重要发现，一个简要的介绍可以参考 R.C.Churchill的讲义 Liouville’ s The-

orem on Integration in Terms of Elementary Functions， 该讲义可在以下网址获取，

http://math.hunter.cuny.edu/ksda/papers/rick 09 02.pdf
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6.3 有理函数的不定积分以及可转化为有理函数的不

定积分

有理函数的不定积分

所谓有理函数就是形如

anx
n 嘫 an−1x

n−1 嘫 · · ·嘫 a1x嘫 a0

bmxm 嘫 bm−1xm−1 嘫 · · ·嘫 b1x嘫 b0

的函数。我们称形如

嘱

嘨x− a嘩k
,

ax嘫 b

嘨x2 嘫 px嘫 q嘩k
,

(
k ∈ N∗, p2 < 嘴q

)
的有理函数为最简分式。

定理 6.3.1. 任何实数系数有理函数都可表示为一个多项式与有限多个最简分式

的线性组合。

例 6.3.2. ∫
嘱

嘨x− a嘩k
噤x 嘽


嘱

嘨嘱− k嘩嘨x− a嘩k−1
嘫 C, k > 嘱,

噬噮 |x− a|嘫 C, k 嘽 嘱.

例 6.3.3.

∫
x

嘨x2 嘫 嘱嘩k
噤x 嘽

∫
嘱

嘲嘨x2 嘫 嘱嘩k
噤嘨x2嘫嘱嘩 嘽


嘱

嘲嘨嘱− k嘩嘨x2 嘫 嘱嘩k−1
嘫 C, k > 嘱,

嘱

嘲
噬噮嘨x2 嘫 嘱嘩 嘫 C, k 嘽 嘱.

例 6.3.4.

Ik 嘽

∫
嘱

嘨x2 嘫 嘱嘩k
噤x

嘽

∫
嘱 嘫 x2

嘨x2 嘫 嘱嘩k
噤x−

∫
x2

嘨x2 嘫 嘱嘩k
噤x

嘽 Ik−1 嘫
嘱

嘲嘨k − 嘱嘩

∫
x噤

嘱

嘨x2 嘫 嘱嘩k−1

嘽
嘱

嘲k − 嘲

x

嘨x2 嘫 嘱嘩k−1
嘫

嘲k − 嘳

嘲k − 嘲
Ik−1.

最终是 噡噲噣噴噡噮x, x
x2+1 , . . . ,

x
(x2+1)k−1 的线性组合。

对一般情形
ax嘫 b

嘨x2 嘫 px嘫 q嘩k
，可以通过换元

x 嘽 −p
嘲
嘫

√
q − p2

嘴
y, 噾a 嘽

a(
q − p

嘴

)k−1
, 噾b 嘽

b− pa

嘲(
q − p

嘴

)k ,
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得到

ax嘫 b

嘨x2 嘫 px嘫 q嘩k
嘽

a
(
x嘫

p

嘲

)
嘫 b− pa

嘲((
x嘫

p

嘲

)2

嘫 q − p2

嘴

)k 嘽
噾ay 嘫噾b

嘨y2 嘫 嘱嘩k
.

推论 6.3.5. 任何实数系数有理函数的不定积分都是初等函数。

因此计算有理函数的不定积分，关键是把有理函数分解为最简分式的线性

组合。我们仅举一例说明实现这个分解的算法，定理嘶嘮嘳嘮嘱也是循着这个办法证

明的。这个办法的第一步是要把有理函数的分母多项式写成一次或二次多项式

的乘积，而这是由代数学基本定理??保证的。

例 6.3.6. 把 f嘨x嘩 嘽
嘲x2 嘫 嘲x嘫 嘱嘳

嘨x− 嘲嘩2嘨x2 嘫 嘱嘩2
分解为最简分式的线性组合，并求它的

不定积分。

解： 设

嘲x2 嘫 嘲x嘫 嘱嘳

嘨x− 嘲嘩2嘨x2 嘫 嘱嘩2
嘽

A

嘨x− 嘲嘩2
嘫

Bx嘫 C

嘨x2 嘫 嘱嘩2
嘫

P1嘨x嘩

嘨x− 嘲嘩嘨x2 嘫 嘱嘩
.

两边乘以 嘨x− 嘲嘩2嘨x2 嘫 嘱嘩2得

嘲x2 嘫 嘲x嘫 嘱嘳 嘽 A嘨x2 嘫 嘱嘩2 嘫 嘨Bx嘫 C嘩嘨x− 嘲嘩2 嘫 P1嘨x嘩嘨x
2 嘫 嘱嘩嘨x− 嘲嘩.

取 x 嘽 嘲，得 A 嘽 嘱；取 x 嘽 噩，得 B 嘽 嘲, C 嘽 嘱。

在第一个等式中代入 A 嘽 嘱, B 嘽 嘲, C 嘽 嘱，并化简得到

P1嘨x嘩

嘨x− 嘲嘩嘨x2 嘫 嘱嘩
嘽

−x− 嘴

嘨x− 嘲嘩嘨x2 嘫 嘱嘩
,

再用上述方法得到

−x− 嘴

嘨x− 嘲嘩嘨x2 嘫 嘱嘩
嘽
− 6

5

x− 嘲
嘫

6
5x嘫 7

5

x2 嘫 嘱
.

从而

f嘨x嘩 嘽
嘱

嘨x− 嘲嘩2
嘫

嘲x嘫 嘱

嘨x2 嘫 嘱嘩2
− 嘶

嘵
· 嘱

x− 嘲
嘫

嘱

嘵
· 嘶x嘫 嘷

x2 嘫 嘱
.

设∫
f嘨x嘩噤x 嘽

E

x− 嘲
嘫 F 噬噮 |x− 嘲|嘫 Gx嘫H

x2 嘫 嘱
嘫K 噬噮嘨x2 嘫 嘱嘩 嘫 L 噡噲噣噴噡噮x嘫 C.

两边求导得到

f嘨x嘩 嘽 − E

嘨x− 嘲嘩2
嘫

F

x− 嘲
嘫
−嘲Hx嘫 嘲G

嘨x2 嘫 嘱嘩2
嘫

嘲Kx嘫 L−G
x2 嘫 嘱

,

比较系数得到

E 嘽 −嘱, F 嘽 −嘶

嘵
, K 嘽

嘳

嘵
, H 嘽 −嘱, G 嘽

嘱

嘲
, L 嘽

嘱嘹

嘱嘰
,
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从而∫
f嘨x嘩噤x 嘽

−嘱
x− 嘲

− 嘶

嘵
噬噮 |x− 嘲|嘫

1
2x− 嘱

x2 嘫 嘱
嘫

嘳

嘵
噬噮嘨x2 嘫 嘱嘩 嘫

嘱嘹

嘱嘰
噡噲噣噴噡噮x嘫 C.

三角有理分式

形如 ∫
R嘨噣噯噳 θ, 噳噩噮 θ嘩噤θ

其中 R嘨x, y嘩是关于变量 x, y 的有理分式，即 R嘨x, y嘩 嘽
P 嘨x, y嘩

Q嘨x, y嘩
，其中 P 嘨x, y嘩

和 Q嘨x, y嘩是关于变量 x, y的多项式。

可以采用万能公式

噳噩噮 θ 嘽
嘲t

嘱 嘫 t2
, 噣噯噳 θ 嘽

嘱− t2

嘱 嘫 t2
, 其中 t 嘽 噴噡噮

θ

嘲

得到 ∫
R

(
嘱− t2

嘱 嘫 t2
,

嘲t

嘱 嘫 t2

)
噤嘲 噡噲噣噴噡噮 t 嘽

∫
嘲

嘱 嘫 t2
R

(
嘱− t2

嘱 嘫 t2
,

嘲t

嘱 嘫 t2

)
噤t,

对 ∫
R嘨噴噡噮 θ嘩噤θ

可以采用 t 嘽 噴噡噮 θ， ∫
R嘨噴噡噮 θ嘩噤θ 嘽

∫
R嘨t嘩

嘱 嘫 t2
噤t.

某些根式

某些特殊的根式的不定积分可以通过适当的换元转化为有理函数或三角有

理分式的不定积分，例如∫
R嘨x,

√
嘱− x2嘩噤x 嘽

∫
R嘨噣噯噳 θ, 噳噩噮 θ嘩嘨− 噳噩噮 θ嘩噤θ, θ 嘽 噡噲噣噣噯噳x.∫

R嘨x,
√

嘱 嘫 x2嘩噤x 嘽

∫
R

(
t2 − 嘱

嘲t
,
t2 嘫 嘱

嘲t

)
t2 嘫 嘱

嘲t2
噤t, x 嘽

t2 − 嘱

嘲t
嘨t > 嘰嘩.∫

R嘨x,
√
x2 − 嘱嘩噤x 嘽

∫
R

(
t2 嘫 嘱

嘲t
,
t2 − 嘱

嘲t

)
t2 − 嘱

嘲t2
噤t,

x 嘽
t2 嘫 嘱

嘲t
嘨t > 嘱或 − 嘱 < t < 嘰嘩.∫

R

(
x, n
√
px嘫 q

rx嘫 s

)
噤x 嘽

∫
R

(
stn − q
p− rtn

, t

)
噤

(
stn − q
p− rtn

)
, t 嘽 n

√
px嘫 q

rx嘫 s
.

以上情形可以统一为：对平面上的有理曲线 γ 嘺 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩，其中 x嘨t嘩, y嘨t嘩都是

关于参数 t的有理函数，则对有理函数 R嘨x, y嘩，沿着曲线 γ，∫
R嘨x, y嘩噤x 嘽

∫
R嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩噤x嘨t嘩
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是关于变量 t的有理函数的积分。

圆锥曲线都是有理曲线：

x2

a2
嘫
y2

b2
嘽 嘱,

x
a 嘽 1−t2

1+t2 ,

y
b 嘽 2t

1+t2 .

x2

a2
− y2

b2
嘽 嘱,

x
a 嘽 t2+1

2t ,

y
b 嘽 t2−1

2t .

x2

a2
− y2

b2
嘽 −嘱,

x
a 嘽 t2−1

2t ,

y
b 嘽 t2+1

2t .

y 嘽 ax2,

x 嘽 t,

y 嘽 at2.

嘨rx嘫 s嘩yn 嘽 px嘫 q是有理曲线，x 嘽 q−stn
rtn−p ,

y 嘽 t.

x3 嘫 y3 嘽 嘳axy是有理曲线： x 嘽 3at
1+t3 ,

y 嘽 3at2

1+t3 .

习题嘶嘮嘳

嘱嘮 关于最简分式分解2。

嘨嘱嘩 设 P 嘨x嘩, Q1嘨x嘩是实系数多项式，Q嘨x嘩 嘽 嘨x− α嘩kQ1嘨x嘩，Q1嘨α嘩 6嘽 嘰。

证明：存在实数 A以及实系数多项式 P1嘨x嘩使得

P 嘨x嘩

嘨x− α嘩kQ1嘨x嘩
嘽

A

嘨x− α嘩k
嘫

P1嘨x嘩

嘨x− α嘩k−1Q1嘨x嘩
.

嘨嘲嘩 设 P 嘨x嘩, Q1嘨x嘩是实系数多项式，Q嘨x嘩 嘽 嘨x2 − px 嘫 q嘩kQ1嘨x嘩 嘨其中

p, q为实数满足p2 < 嘴q嘩，Q1嘨α嘩 6嘽 嘰 嘨其中 α是 x2−px嘫 q的复数根嘩。证

明：存在实数 A,B以及实系数多项式 P1嘨x嘩使得

P 嘨x嘩

嘨x2 − px嘫 q嘩kQ1嘨x嘩
嘽

Ax嘫B

嘨x2 − px嘫 q嘩k
嘫

P1嘨x嘩

嘨x2 − px嘫 q嘩k−1Q1嘨x嘩
.

2这个方法属于Euler，见《无穷分析引论(上)》第二章



嘱嘵嘲 噃噈噁噐噔噅噒 嘶嘮 不定积分

嘲嘮 关于代数曲线的有理参数化3。

嘨嘱嘩 任何二次曲线 Ax2 嘫Bxy 嘫 Cy2 嘫Dx嘫Ey 嘫 F 嘽 嘰都具有有理函数

形式的参数方程。具体方法是选取该曲线上一点 P0嘨x0, y0嘩，向曲线上另

一点 P 嘨x, y嘩引射线，以射线 P0P 的斜率 t为参数，证明：坐标 x, y是关

于 t的有理函数。

嘨嘲嘩 按嘨嘱嘩中方法写出圆 x2 嘫 y2 嘽 嘱的参数方程，选 P0为 嘨−嘱, 嘰嘩。
嘨嘳嘩 按嘨嘱嘩中方法写出双曲线 x2 − y2 嘽 嘱的参数方程，选 P0为 嘨−嘱, 嘰嘩。
嘨嘴嘩 按嘨嘱嘩中方法写出抛物线 y 嘽 x2的参数方程，选 P0为 嘨嘰, 嘰嘩。

嘨嘵嘩 按嘨嘱嘩中方法写出三次曲线

Ax3 嘫Bx2y 嘫 Cxy2 嘫Dy3 嘫 Ex2 嘫 Fxy 嘫Gy2 嘽 嘰

的有理函数形式的参数方程。

6.4 线性微分方程和常数变易法

一阶线性微分方程
噤y

噤x
嘽 a嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩

是一阶线性微分方程，当 f嘨x嘩恒为零时，称为齐次线性方程，当 f嘨x嘩不恒为零

时，称为非齐次线性方程。

设 A嘨x嘩为 a嘨x嘩的一个原函数。则

噤

噤x
噥A(x) 嘽 噥A(x)A′嘨x嘩 嘽 噥A(x)a嘨x嘩,

即 y0嘨x嘩 嘽 噥A(x) 是齐次方程
噤y

噤x
嘽 a嘨x嘩y

的一个非零解，对任意常数 C，Cy0嘨x嘩也是齐次方程的解。

我们利用齐次方程的一个非零解 y0嘨x嘩 和下面的常数变易法求解非齐次方

程。设 y嘨x嘩是非齐次方程的解。令C嘨x嘩 嘽 噥−A(x)y嘨x嘩。则 y嘨x嘩 嘽 噥A(x)C嘨x嘩嘨形

式上这是把齐次方程的解 Cy0嘨x嘩中的常数 C换成函数 C嘨x嘩，这就是“常数变

易”这个名字的含义嘩，代入非齐次方程得到

噥A(x)C ′嘨x嘩 嘫 噥A(x)a嘨x嘩C嘨x嘩 嘽 a嘨x嘩噥A(x)C嘨x嘩 嘫 f嘨x嘩,

即

C ′嘨x嘩 嘽 噥−A(x)f嘨x嘩,

因此

C嘨x嘩 嘽

∫
噥−A(x)f嘨x嘩噤x.

3这个方法属于Euler，见《无穷分析引论(上)》第三章
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从而

y嘨x嘩 嘽 噥A(x)

∫
噥−A(x)f嘨x嘩噤x.

注意，上式等号右端积分前面的 噥A(x) 不能消去被积函数中的 噥−A(x)。所以更

准确的结果是，取 噥−A(x)f嘨x嘩的一个原函数 F 嘨x嘩，则非齐次方程的通解为

y嘨x嘩 嘽 噥A(x)F 嘨x嘩 嘫 噥A(x)C,

其中 C 是任意常数。

高阶线性微分方程

噤ny

噤xn
嘫 an−1嘨x嘩

噤n−1y

噤xn−1
嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩

噤y

噤x
嘫 a0嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩

是 n阶线性微分方程，当 f嘨x嘩恒为零时，称为齐次线性方程，当 f嘨x嘩不恒为零

时，称为非齐次线性方程。

设 y0嘨x嘩是齐次方程的一个非零解，y嘨x嘩 嘽 C嘨x嘩y0嘨x嘩是非齐次方程的解。

则

C嘨x嘩

[
噤ny0

噤xn
嘫 an−1嘨x嘩

噤n−1y0

噤xn−1
嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩

噤y0

噤x
嘫 a0嘨x嘩y0

]
嘫

C(n)嘨x嘩y0嘨x嘩 嘫 C(n−1)嘨x嘩bn−1嘨x嘩 嘫 · · ·嘫 C ′嘨x嘩b1嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩,

即

C(n)嘨x嘩y0嘨x嘩 嘫 C(n−1)嘨x嘩bn−1嘨x嘩 嘫 · · ·嘫 C ′嘨x嘩b1嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩,

这是关于 C 的一个 n阶线性方程，但也是关于 C ′ 的一个 n− 嘱阶线性方程。

所以只要我们对每一个线性齐次方程都能找到一个非零解，我们就可以不

断使用常数变易法把非齐次方程的阶数降低，直到降为一阶方程。最终求得原

高阶方程的通解。

高阶常系数线性微分方程

y0嘨x嘩 嘽 噥λx是

噤ny

噤xn
嘫 an−1

噤n−1y

噤xn−1
嘫 · · ·嘫 a1

噤y

噤x
嘫 a0y 嘽 嘰

的解，当且仅当 λ是特征指数，即特征多项式

λn 嘫 an−1λ
n−1 嘫 · · ·嘫 a1λ嘫 a0

的根。

根据代数学基本定理??，特征多项式有如下形式的因子分解

λn 嘫 an−1λ
n−1 嘫 · · ·嘫 a1λ嘫 a0 嘽 嘨λ− λ1嘩

n1 · · · 嘨λ− λm嘩nm ,

则

噤ny

噤xn
嘫 an−1

噤n−1y

噤xn−1
嘫 · · ·嘫 a1

噤y

噤x
嘫 a0y 嘽

(
噤

噤x
− λ1

)n1

· · ·
(

噤

噤x
− λm

)nm
y.
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因此，只要 (
噤

噤x
− λk

)nk
y 嘽 嘰,

y就是原n阶齐次线性微分方程的解。

不难验证对每个 k 嘽 嘱, . . . ,m，

噥λkx, x噥λkx, . . . ,
xnk−1

嘨nk − 嘱嘩嘡
噥λkx

是 (
噤

噤x
− λk

)nk
y 嘽 嘰

的解。并且这样得到的 n个解是线性无关的。齐次方程

噤ny

噤xn
嘫 an−1

噤n−1y

噤xn−1
嘫 · · ·嘫 a1

噤y

噤x
嘫 a0y 嘽 嘰

的通解是这 n个解的任意线性组合。

对于实系数的特征多项式而言，复特征指数 λ 嘽 α 嘫 噩β嘨 β > 嘰 嘩的复共

轭λ 嘽 α− 噩β 也是特征指数。

噥αx 噣噯噳βx 嘽
噥λx 嘫 噥λx

嘲
, 噥αx 噳噩噮βx 嘽

噥λx − 噥λx

嘲
,

从而

噥αx 噣噯噳βx, 噥αx 噳噩噮βx, x噥αx 噣噯噳βx, x噥αx 噳噩噮βx,

. . . ,
xnk−1

嘨nk − 嘱嘩嘡
噥αx 噣噯噳βx,

xnk−1

嘨nk − 嘱嘩嘡
噥αx 噳噩噮βx,

代替了

噥λx, x噥λx, . . . ,
xnk−1

嘨nk − 嘱嘩嘡
噥λx, 噥λx, x噥λx, . . . ,

xnk−1

嘨nk − 嘱嘩嘡
噥λx.

习题6.4

嘱嘮 设 λ1, . . . , λm 是m个不同的复数，证明对任意自然数 n，

噥λ1x, x噥λ1x, . . . ,
xn

n嘡
噥λ1x嘻

噥λ2x, x噥λ2x, . . . ,
xn

n嘡
噥λ2x嘻

嘮嘮嘮

噥λmx, x噥λmx, . . . ,
xn

n嘡
噥λmx

是线性无关的。嘨提示：用
噤

噤x
− λk 作用于上述函数的线性组合嘩
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7.1 定积分的概念

例 7.1.1. (由速度计算路程) 路程 S嘨t嘩是时间 t的函数，速率 v嘨t嘩是 S嘨t嘩的导

数。已知函数 v嘨t嘩，求在时间段 噛a, b噝上运动的路程。

解： 我们把时间段 噛a, b噝分成一些很短的时间段：

a 嘽 t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn 嘽 b.

于是对每个 k 嘺 嘱 ≤ k ≤ n，存在 ηk ∈ 嘨tk−1, tk嘩使得

S嘨tk嘩− S嘨tk−1嘩 嘽 S′嘨ηk嘩嘨tk − tk−1嘩 嘽 v嘨ηk嘩嘨tk − tk−1嘩. 嘨嘷嘮嘱嘩

因此

S嘨b嘩− S嘨a嘩 嘽
n∑
k=1

(
S嘨tk嘩− S嘨tk−1嘩

)
嘽

n∑
k=1

v嘨ηk嘩嘨tk − tk−1嘩.

然而我们并不知道满足等式嘨嘷嘮嘱嘩的 ηk的值，所以无法利用上式得到 S嘨b嘩−S嘨a嘩
的值。

我们任取 ξk ∈ 噛tk−1, tk噝，这样可以计算

n∑
k=1

v嘨ξk嘩嘨tk − tk−1嘩

的值。这相当于把在每个时间段 噛tk−1, tk噝内的运动近似看成是速率为 v嘨ξk嘩的

直线匀速运动并把所对应的路程相加，这是实际运动路程的一个近似。∣∣∣∣∣
n∑
k=1

v嘨ξk嘩嘨tk − tk−1嘩−
n∑
k=1

v嘨ηk嘩嘨tk − tk−1嘩

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

|v嘨ξk嘩− v嘨ηk嘩| 嘨tk − tk−1嘩

≤ 噭噡噸
1≤k≤n

|v嘨ξk嘩− v嘨ηk嘩|
n∑
k=1

嘨tk − tk−1嘩 嘽 噭噡噸
1≤k≤n

|v嘨ξk嘩− v嘨ηk嘩|嘨b− a嘩.

嘱嘵嘵
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如果 v嘨t嘩连续，则 v嘨t嘩在有界闭区间 噛a, b噝上一致连续，所以对任意 ε > 嘰，存

在 δ > 嘰使得只要 t, t′ ∈ 噛a, b噝满足 |t− t′| < δ，就有 |v嘨t嘩− v嘨t′嘩| < ε。从而当

噭噡噸
1≤k≤n

嘨tk − tk−1嘩 < δ时，|ξk − ηk| < δ，|v嘨ξk嘩− v嘨ηk嘩| < ε，因此∣∣∣∣∣S嘨b嘩− S嘨a嘩−
n∑
k=1

v嘨ξk嘩嘨tk − tk−1嘩

∣∣∣∣∣ ≤ 嘨b− a嘩ε.

所以对 噛a, b噝的任意足够细嘨即 噭噡噸
1≤k≤n

嘨tk − tk−1嘩足够小嘩的分割

a 嘽 t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn 嘽 b

以及任意的 ξk ∈ 噛tk−1, tk噝，
n∑
k=1

v嘨ξk嘩嘨tk − tk−1嘩都是路程 S嘨b嘩− S嘨a嘩的足够好

的近似值。

例 7.1.2. (由密度计算质量) 一根直的金属丝，质量 m嘨l嘩是长度参数 l ∈ 噛嘰, L噝

的函数，线密度为 ρ嘨l嘩。已知函数 ρ嘨l嘩，求金属丝的质量。

解： 我们把金属丝按长度区间 噛嘰, L噝分成一些很短的片段：

嘰 嘽 l0 < l1 < l2 < · · · < ln−1 < ln 嘽 L.

任取 ξk ∈ 噛lk−1, lk噝，这样可以计算

n∑
k=1

ρ嘨ξk嘩嘨lk − lk−1嘩

的值。这相当于把在每一段金属丝 噛lk−1, lk噝 近似看成质量按密度 ρ嘨ξk嘩 均匀分

布。于是

m ≈
n∑
k=1

ρ嘨ξk嘩嘨lk − lk−1嘩.

例 7.1.3. (曲边梯形的面积) 设D是平面直角坐标系中由直线 x 嘽 a, x 嘽 b, y 嘽

嘰和 y 嘽 f嘨x嘩 嘨其中 f嘨x嘩 > 嘰 嘩围成的平面区域。求区域 D的面积。

解： 对一般的区域，我们尚未定义面积这个概念。所以这里我们不仅要解决区

域 D面积大小的计算，更重要的是我们要给这个面积一个合理的定义。

我们把区间 噛a, b噝分成一些很短的区间：

a 嘽 x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 嘽 b.

于是对每个 k 嘺 嘱 ≤ k ≤ n，取 ξk ∈ 噛xk−1, xk噝，计算

n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩
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的值，这相当于用一组矩形近似代替了区域D，而这个和是这组矩形面积的和，

它是 D的面积嘨尚未定义嘩的一个近似值。

如果 f 连续，则按照前例中的办法可以证明，对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使

得当 噭噡噸
1≤k≤n

嘨xk − xk−1嘩 < δ时，对任意 ξk, ηk ∈ 噛xk−1, xk噝，

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩−
n∑
k=1

f嘨ηk嘩嘨xk − xk−1嘩

∣∣∣∣∣ ≤ 嘨b− a嘩ε.

这表明：如果 f 连续，则对 噛a, b噝的任意足够细的分割

a 嘽 x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 嘽 b

任何两个近似值
n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩，
n∑
k=1

f嘨ηk嘩嘨xk − xk−1嘩都近乎相等。所以

取其中任何一个作为D的面积的近似值都是合理的。而D的面积应该是一个常

数，它可以由越来越精细的分割所对应的近似值
n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩所逼近。

上述各例可以统一为以下形式：对函数 f 嘺 噛a, b噝→ R，以及区间 噛a, b噝的划

分

P 嘺 a 嘽 x0 < x1 < · · · < xn 嘽 b

和标志点组 ξ 嘽 {ξk|嘱 ≤ k ≤ n}嘨ξk ∈ 噛xk−1, xk噝嘩，记

S嘨f, P, ξ嘩 嘽

n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩,

称它为 f 关于 P 和 ξ的Riemann和。

我们希望这些 噒噩噥噭噡噮噮和以某种方式存在极限。这需要解决因标志点组选

取的随意性导致的问题，并克服由划分造成的障碍。

图 嘷嘮嘱嘺 噒噩噥噭噡噮噮和，噄噡噲噢噯噵噸上和，噄噡噲噢噯噵噸下和
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对有界函数数 f 嘺 噛a, b噝→ R以及区间 噛a, b噝的划分 P，记

S嘨f, P 嘩 嘽

n∑
k=1

噳噵噰
x∈[xk−1,xk]

f嘨x嘩嘨xk − xk−1嘩,

S嘨f, P 嘩 嘽

n∑
k=1

噩噮噦
x∈[xk−1,xk]

f嘨x嘩嘨xk − xk−1嘩,

分别称为 f 关于 P 的Darboux上和与Darboux下和。易见，

S嘨f, P 嘩 嘽 噩噮噦
ξ∈Ξ(P )

S嘨f, P, ξ嘩, S嘨f, P 嘩 嘽 噳噵噰
ξ∈Ξ(P )

S嘨f, P, ξ嘩,

其中 嘄嘨P 嘩为对应于划分 P 的所有标志点组。从而对任意标志点组 ξ和 η，都有

S嘨f, P 嘩 ≤ S嘨f, P, ξ嘩 ≤ S嘨f, P 嘩,

|S嘨f, P, ξ嘩− S嘨f, P, η嘩| ≤ S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩.

这样，通过噄噡噲噢噯噵噸上下和我们控制了噒噩噥噭噡噮噮和，使其不受标志点组的随意

性的影响。

接下来，我们希望噄噡噲噢噯噵噸上下和 S嘨f, P 嘩与 S嘨f, P 嘩能够相互靠近。我们

称划分 噾P是划分P的一个加细，如果 P 中每个分点 xk 都是 噾P 中的分点。 易见

图 嘷嘮嘲嘺 划分加细后的噄噡噲噢噯噵噸上和与噄噡噲噢噯噵噸下和

对任何划分 P 和它的加细划分 噾P，

S嘨f, P 嘩 ≤ S嘨f, 噾P 嘩 ≤ S嘨f, 噾P 嘩 ≤ S嘨f, P 嘩.

从而对任何划分 P 和 Q，以 P,Q中的所有分点形成的划分 P ∨Q是 P 和 Q的

加细划分，满足

S嘨f, P 嘩 ≤ S嘨f, P ∨Q嘩 ≤ S嘨f, P ∨Q嘩 ≤ S嘨f,Q嘩.

因此，存在∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽 噩噮噦
P∈P

S嘨f, P 嘩,

∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽 噳噵噰
P∈P

S嘨f, P 嘩,
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分别称为 f 在区间 噛a, b噝上的Darboux上积分和Darboux下积分，其中 P 为
区间 噛a, b噝的所有划分。

注 7.1.4.∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽 噩噮噦
P∈P

噳噵噰
ξ∈Ξ(P )

S嘨f, P, ξ嘩,

∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽 噳噵噰
P∈P

噩噮噦
ξ∈Ξ(P )

S嘨f, P, ξ嘩,

这类似于数列上下极限的想法。

定义 7.1.5. 称有界函数 f 在区间 噛a, b噝上 Riemann 可积 嘨记 f ∈ R噛a, b噝 嘩，如
果 ∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ b

a

f嘨x嘩噤x,

此时记上述共同的值为
∫ b
a
f嘨x嘩噤x，称为 f 在区间 噛a, b噝上的 Riemann积分嘨也

称为定积分嘩。

定理 7.1.6. 设函数 f 嘺 噛a, b噝→ R有界，则以下陈述等价：

1. f 在区间 噛a, b噝上可积；

2. 存在实数 A使得对任意 ε > 嘰，存在 噛a, b噝的划分 P 使得对任意标志点组

ξ，|S嘨f, P, ξ嘩−A| < ε；
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3. 对任意 ε > 嘰，存在 噛a, b噝的划分 P 使得 S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩 < ε。

证明. 留给读者自己完成。

注 7.1.7. 上述定理表明，从几何上看，函数 f 嘺 噛a, b噝 → R 在区间 噛a, b噝 上

噒噩噥噭噡噮噮 可积当且仅当存在着面积总和足够小的有限多个长方形，它们覆盖

y 嘽 f嘨x嘩在区间 噛a, b噝上的图像。

例 7.1.8. 噄噩噲噩噣器噬噥噴函数 D嘨x嘩 嘽

嘱, x ∈ Q嘻

嘰, x ∈ R\Q
在任何区间 噛a, b噝上不可积。

对区间 噛a, b噝的任意分割 P，取 ξk ∈ Q，ηk ∈ R\Q，则

S嘨D,P, ξ嘩 嘽 嘱, S嘨D,P, η嘩 嘽 嘰.

所以 D在 噛a, b噝上不是 噒噩噥噭噡噮噮可积的。

定理 7.1.9 嘨噎噥噷噴噯噮 嘱嘶嘸嘷嘩. 若 f 嘺 噛a, b噝→ R单调，则对于 噛a, b噝的任意划分 P，

都成立

S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩 ≤ |f嘨b嘩− f嘨a嘩|噭噡噸嘨xk − xk−1嘩.

从而 f ∈ R噛a, b噝，且对任意 ε > 嘰以及任意划分 P，只要

噭噡噸嘨xk − xk−1嘩 <
ε

|f嘨b嘩− f嘨a嘩|嘫 嘱
,

就有对任意标志点组 ξ 都成立∣∣∣∣∣S嘨f, P, ξ嘩−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε.
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证明. 1 不妨设 f 单调不增。则对任意划分 P，

S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩 嘽
n∑
k=1

嘨f嘨xk−1嘩− f嘨xk嘩嘩嘨xk − xk−1嘩

≤ 噭噡噸
1≤k≤n

嘨xk − xk−1嘩

n∑
k=1

嘨f嘨xk−1嘩− f嘨xk嘩嘩

嘽 噭噡噸
1≤k≤n

嘨xk − xk−1嘩嘨f嘨a嘩− f嘨b嘩嘩.

于是对任意 ε > 嘰，当 噭噡噸
1≤k≤n

嘨xk − xk−1嘩|f嘨b嘩− f嘨a嘩| < ε时（例如 P 是 n等分

满足 (b−a)|f(b)−f(a)|
n < ε），|S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩| < ε。因此 f ∈ R噛a, b噝。而且对任

意标志点组 ξ，∣∣∣∣∣S嘨f, P, ξ嘩−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ ≤ S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩 < ε.

例 7.1.10. 设 µ > 嘰，求
∫ b

0
xµ噤x。

解： 因为函数 f嘨x嘩 嘽 xµ 在区间 噛嘰, b噝上单调增，所以可积。我们把区间 噛嘰, b噝

进行 n等分

Pn 嘺 嘰 嘽 x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 嘽 b, xk 嘽
kb

n
.

取 ξk 嘽 xk，则

噬噩噭
n→∞

S嘨f, Pn, ξ嘩 嘽 噬噩噭
n→∞

n∑
k=1

(
kb

n

)µ
b

n
嘽 bα+1 噬噩噭

n→∞

n∑
k=1

kµ

nµ+1

嘽 bµ+1 噬噩噭
n→∞

nµ

nµ+1 − 嘨n− 嘱嘩µ+1
嘨噓噴噯噬噺定理嘩

嘽 bµ+1 噬噩噭
n→∞

嘱

n
(
嘱− 嘨嘱− 1

n 嘩
µ+1
) 嘽

bµ+1

µ嘫 嘱
.

所以由前面的定理推论， ∫ b

0

xµ噤x 嘽
bµ+1

µ嘫 嘱
.

定理 7.1.11. 若 f 嘺 噛a, b噝→ R有界，f 在 嘨a, b嘩上连续，则 f ∈ R噛a, b噝，并且对
任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得对 噛a, b噝的任意划分 P 只要 噭噡噸

1≤k≤n
嘨xk − xk−1嘩 < δ，

就有

S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩 < ε,

1这个结论和证明见于 Newton的《自然哲学的数学原理》中引理2和引理3。
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从而对任意标志点组 ξ， ∣∣∣∣∣S嘨f, P, ξ嘩−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε.

证明. 设 |f嘨x嘩| ≤M嘨 ∀x ∈ 噛a, b噝 嘩。对任意 ε > 嘰，取 δ1 > 嘰使得

δ1 <
b− a
嘱嘰

, 嘴Mδ1 <
ε

嘳
.

取 u 嘽 a 嘫 δ1, v 嘽 b − δ1。因为 f 在 噛u, v噝 上连续，所以 f 在 噛u, v噝 上一致

连续，因此存在 δ2 > 嘰 使得对任意 x, y ∈ 噛u, v噝，只要 |x − y| < δ2，就有

|f嘨x嘩− f嘨y嘩| < ε
3(b−a)。

任取 噛a, b噝的分割 P 满足噭噡噸
1≤j

嘨xj − xj−1嘩 < 噭噩噮{δ1, δ2}，

a 嘽 x0 < · · · < xk ≤ u < xk+1 < · · · < xl < v ≤ xl+1 < · · · < xn 嘽 b.

则

S嘨f, P 嘩− S嘨f, P 嘩 < 嘲M嘨xk+1 − a嘩 嘫
ε

嘳嘨b− a嘩
· 嘨xl − xk+1嘩 嘫 嘲M嘨b− xl嘩 < ε.

定理 7.1.12. 若 a < b < c，f ∈ R噛a, b噝
⋂
R噛b, c噝，则 f ∈ R噛a, c噝，且∫ c

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x.

证明. 对任意 ε > 嘰，存在 噛a, b噝的划分 P 和 噛b, c噝的划分 Q使得∫ b

a

f嘨x嘩噤x− ε ≤ S嘨f, P 嘩 ≤ S嘨f, P 嘩 ≤
∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫 ε,∫ c

b

f嘨x嘩噤x− ε ≤ S嘨f,Q嘩 ≤ S嘨f,Q嘩 ≤
∫ c

b

f嘨x嘩噤x嘫 ε.

于是 P ∪Q是 噛a, c噝的一个划分，满足∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x− 嘲ε ≤ S嘨f, P ∪Q嘩 嘽 S嘨f, P 嘩 嘫 S嘨f,Q嘩

≤ S嘨f, P 嘩 嘫 S嘨f,Q嘩 嘽 S嘨f, P ∪Q嘩 ≤
∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x嘫 嘲ε,

从而 f 在 噛a, c噝上可积，且∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x− 嘲ε ≤
∫ c

a

f嘨x嘩噤x ≤
∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x嘫 嘲ε.

所以 ∫ c

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x.
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推论 7.1.13. 如果 f 在区间 噛a, b噝上有界，且至多只有有限多个间断点，则 f 在

区间 噛a, b噝上可积。

受以上结果启发，我们给出 噒噩噥噭噡噮噮对积分的定义。

定义 7.1.14. 称函数 f 在区间 噛a, b噝上 Riemann可积嘨记 f ∈ R噛a, b噝 嘩，如果存
在数 I 使得对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得：对区间 噛a, b噝的任意分割：

P 嘺 a 嘽 x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 嘽 b,

只要 ‖P‖ 嘺嘽 噭噡噸
1≤k≤n

嘁xk < δ 嘨其中 嘁xk 嘽 xk − xk−1 嘩，就有对任意 ξk ∈

噛xk−1, xk噝，都有 ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘁xk − I

∣∣∣∣∣ < ε.

记 I 嘽
∫ b
a
f嘨x嘩噤x，称为 f 在区间 噛a, b噝上的Riemann积分嘨也称为定积分嘩。记

S嘨f, P, ξ嘩 嘽

n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘁xk,

称为 f 关于分割P 和标志点组 ξ 嘽 {ξk}nk=1的 Riemann和。

定理 7.1.15 嘨噌噥噢噥噳噧噵噥嘩. 以下结论等价：

1. f 在区间 噛a, b噝上 Riemann可积；

2. f 在区间 噛a, b噝上有界，且 Darboux可积；

3. f 在区间 噛a, b噝上有界，且 f 在区间 噛a, b噝中的间断点组成一个长度为零的

集合

例 7.1.16. 噒噩噥噭噡噮噮函数

R嘨x嘩 嘽

 1
p , x 嘽 q

p 是既约分数，p是正整数嘻

嘰, x ∈ R\Q

在任何区间 噛a, b噝 上都是 噒噩噥噭噡噮噮 可积的：嘰 ≤ R嘨x嘩 ≤ 嘱，从而有界；R嘨x嘩

的间断点集为 Q 是长度为零的集合。对任意划分 P ，S嘨R,P 嘩 嘽 嘰，所以∫ b
a
R嘨x嘩噤x 嘽 嘰。

习题7.1

嘱嘮 针对给定的区间 噛a, b噝，函数 f、分割 P 嘽 {xk}nk=0 和标志点 {ξk}nk=1，计

算 噒噩噥噭噡噮噮和 S嘨f, P, {ξk}嘩以及极限 噬噩噭
n→+∞

S嘨f, P, {ξk}嘩。



嘱嘶嘴 噃噈噁噐噔噅噒 嘷嘮 定积分与广义积分

嘨噡嘩 噛a, b噝，f嘨x嘩 嘽 x2，P 嘺 a 嘽 x0 < x1 < · · · < xn 嘽 b， ξk 嘽√
x2
k−1 嘫 xk−1xk 嘫 x2

k

嘳
。

嘨噢嘩 噛a, b噝嘨 a > 嘰 嘩，f嘨x嘩 嘽 xr嘨 r ∈ R 嘩，xk 嘽 a

(
b

a

)k/n
，ξk 嘽 xk。

嘨噣嘩 噛嘰, b噝嘨 b > 嘰 嘩，f嘨x嘩 嘽 xr嘨 r > 嘰 嘩，ξk 嘽 xk 嘽 bλn−k嘨嘰 < λ < 嘱, 嘱 ≤
k ≤ n嘩，x0 嘽 嘰。

嘨噤嘩 噛a, b噝，f嘨x嘩 嘽 噥x，xk 嘽 a嘫 k
n 嘨b− a嘩，ξk 嘽 xk。

嘨噥嘩 噛a, b噝，f嘨x嘩 嘽 噥ix，xk 嘽 a嘫 k
n 嘨b− a嘩，ξk 嘽 xk。

嘨噦嘩 噛a, b噝，f嘨x嘩 嘽 噳噩噮x，xk 嘽 a嘫 k
n 嘨b− a嘩，ξk 嘽 xk。

嘲嘮 证明 噄噩噲噩噣器噬噥噴函数

D嘨x嘩 嘽

嘱, x ∈ Q,

嘰, x ∈ R\Q

在任何区间 噛a, b噝上都不是 噒噩噥噭噡噮噮可积函数。

嘳嘮 证明：如果 f 在区间 噛a, b噝 上 噒噩噥噭噡噮噮 可积，则 f 在 噛a, b噝 上有界。嘨提

示：用反证法。设 yk ∈ 噛a, b噝满足 f嘨yk嘩 > k2。对任意正整数 n，考虑区

间 噛a, b噝的 n等分以及适当选取的标志点集使相应的 噒噩噥噭噡噮噮和无界嘩

嘴嘮 证明：若 f 在区间 噛a, b噝上 噒噩噥噭噡噮噮可积，则 f 在 噛a, b噝的任何闭子区间

上也可积。

7.2 定积分的性质

嘨嘱嘩 线性

定理 7.2.1. 对任何 f, g ∈ R噛a, b噝以及 λ, µ ∈ R，都有 λf 嘫 µg ∈ R噛a, b噝，且∫ b

a

λf嘨x嘩 嘫 µg嘨x嘩噤x 嘽 λ

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫 µ

∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

证明. 由 f, g ∈ R噛a, b噝和 噌噥噢噥噳噧噵噥定理知，f, g有界，它们在区间 噛a, b噝中的间

断点集是长度为零的集合。

因为 |λf嘨x嘩 嘫 µg嘨x嘩| ≤ |λ||f嘨x嘩|嘫 |µ||g嘨x嘩|，所以 λf 嘫 µg有界。

另外， λf 嘫µg的间断点是 f 的间断点或者是 g的间断点，从而 λf 嘫µg在

区间 噛a, b噝中的间断点集是长度为零的集合。因此由 噌噥噢噥噳噧噵噥定理知 λf 嘫 µg ∈
R噛a, b噝。
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对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰，使得对任意划分 P，只要 ‖P‖ < δ，就有对任

意标志点组 ξ， ∣∣∣∣∣S嘨f, P, ξ嘩−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε,∣∣∣∣∣S嘨g, P, ξ嘩−
∫ b

a

g嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε,∣∣∣∣∣S嘨λf 嘫 µg, P, ξ嘩−
∫ b

a

λf嘨x嘩 嘫 µg嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε.

而

S嘨λf 嘫 µg, P, ξ嘩 嘽 λS嘨f, P, ξ嘩 嘫 µS嘨g, P, ξ嘩,

所以∣∣∣∣∣λ
∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫 µ

∫ b

a

g嘨x嘩噤x−
∫ b

a

λf嘨x嘩 嘫 µg嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < 嘨|λ|嘫 |µ|嘫 嘱嘩ε,

因此 ∫ b

a

λf嘨x嘩 嘫 µg嘨x嘩噤x 嘽 λ

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫 µ

∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

嘨嘲嘩 保序性

定理 7.2.2. 设 f, g ∈ R噛a, b噝，且对任意 x ∈ 噛a, b噝，f嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩，则∫ b

a

f嘨x嘩噤x ≤
∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

进一步，如果 f, g在某个 x0 ∈ 噛a, b噝处连续且 f嘨x0嘩 < g嘨x0嘩，则∫ b

a

f嘨x嘩噤x <

∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

证明. 对任意 ε > 嘰，取 噛a, b噝的划分 P 使得

S嘨g, P 嘩 ≤
∫ b

a

g嘨x嘩噤x嘫 ε.

对于每个子区间 Ik 嘽 噛xk−1, xk噝以及任意 x ∈ Ik， f嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩 ≤ 噳噵噰
t∈Ik

g嘨t嘩，从

而 噳噵噰
t∈Ik

f嘨t嘩 ≤ 噳噵噰
t∈Ik

g嘨t嘩。于是

∫ b

a

f嘨x嘩噤x ≤ S嘨f, P 嘩 ≤ S嘨g, P 嘩 ≤
∫ b

a

g嘨x嘩噤x嘫 ε.

所以 ∫ b

a

f嘨x嘩噤x ≤
∫ b

a

g嘨x嘩噤x.
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如果 f, g 在某个 x0 ∈ 噛a, b噝处连续且 f嘨x0嘩 < g嘨x0嘩，则存在常数 A,B 以及 x0

的邻域 U ⊂ 噛a, b噝，使得对任意 x ∈ U，

f嘨x嘩 < A < B < g嘨x嘩.

把 U 的端点加入到划分 P 中得到划分 Q，于是∫ b

a

g嘨x嘩噤x嘫 ε−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x ≥ S嘨g,Q嘩− S嘨f,Q嘩 ≥ 嘨B −A嘩|U |.

从而 ∫ b

a

g嘨x嘩噤x >

∫ b

a

f嘨x嘩噤x.

推论 7.2.3. 设 f ∈ R噛a, b噝，则 |f | ∈ R噛a, b噝且
∣∣∣∫ ba f嘨x嘩噤x∣∣∣ ≤ ∫ ba |f嘨x嘩|噤x。

证明. 易见 |f |有界，且 |f |的间断点集是 f 的间断点集的子集，从而是长度为

零的集合，因此 |f | ∈ R噛a, b噝。
再由 −|f嘨x嘩| ≤ f嘨x嘩 ≤ |f嘨x嘩| 和积分保序性以及线性得到

∣∣∣∫ ba f嘨x嘩噤x∣∣∣ ≤∫ b
a
|f嘨x嘩|噤x。

嘨嘳嘩 积分平均值定理和 Cauchy-Schwarz不等式

定理 7.2.4 嘨积分平均值定理，第一积分中值定理嘩. 设 f ∈ C噛a, b噝，g ∈ R噛a, b噝
且对任意 x ∈ 噛a, b噝，g嘨x嘩 ≥ 嘰，则存在 ξ ∈ 噛a, b噝使得∫ b

a

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x 嘽 f嘨ξ嘩

∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

若进一步
∫ b
a
g嘨x嘩噤x > 嘰，则

f嘨ξ嘩 嘽

∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x∫ b
a
g嘨x嘩噤x

.

证明. 由 噌噥噢噥噳噧噵噥准则知对 f, g ∈ R噛a, b噝，fg ∈ R噛a, b噝。
由于 f ∈ C噛a, b噝，所以 f 有最小值m和最大值M。从而由 g非负以及保序

性知

m

∫ b

a

g嘨x嘩噤x ≤
∫ b

a

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x ≤M
∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

若
∫ b
a
g嘨x嘩噤x 嘽 嘰，则

∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x 嘽 嘰，此时任取 ξ ∈ 噛a, b噝，都有∫ b

a

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x 嘽 f嘨ξ嘩

∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

若
∫ b
a
g嘨x嘩噤x > 嘰，则

m ≤
∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x∫ b
a
g嘨x嘩噤x

≤M.
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再由连续函数的介值性质知存在 ξ ∈ 噛a, b噝使得

f嘨ξ嘩 嘽

∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x∫ b
a
g嘨x嘩噤x

.

定理 7.2.5 嘨噃噡噵噣器噹嘭噓噣器噷噡噲噺不等式嘩. 设 f, g ∈ R噛a, b噝，则 fg ∈ R噛a, b噝且∣∣∣∣∣
∫ b

a

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ ≤
√∫ b

a

|f嘨x嘩|2噤x
∫ b

a

|g嘨x嘩|2噤x,

其中等号成立当且仅当存在常数 t 使得在一个长度为零的集合以外，f嘨x嘩 嘽

tg嘨x嘩或 g嘨x嘩 嘽 tf嘨x嘩。

证明. 由线性和保序性，得到对任意 t ∈ R，∫ b

a

|f嘨x嘩− tg嘨x嘩|2 噤x 嘽 t2
∫ b

a

|g嘨x嘩|2噤x−嘲t

∫ b

a

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x嘫

∫ b

a

|f嘨x嘩|2噤x ≥ 嘰.

若
∫ b
a
|g嘨x嘩|2噤x 嘽 嘰，则

∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x 嘽 嘰，定理中的不等式嘨此时为等

式嘩成立。此时，在除去 g的间断点外，g嘨x嘩 嘽 嘰，g嘨x嘩 嘽 嘰 · f嘨x嘩。
若
∫ b
a
|g嘨x嘩|2噤x 6嘽 嘰，则取

t∗ 嘽

∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x∫ b
a
|g嘨x嘩|2噤x

,

则 ∫ b

a

|f嘨x嘩|2噤x−

(∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x

)2

∫ b
a
|g嘨x嘩|2噤x

嘽

∫ b

a

|f嘨x嘩− t∗g嘨x嘩|2 噤x ≥ 嘰,

从而定理中不等式成立，并且其中等式成立当且仅当在除去 f, g 的间断点外，

f嘨x嘩 嘽 t∗g嘨x嘩。

注 7.2.6.
∫ b
a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x在 R噛a, b噝上给出一个内积。

7.3 微积分基本定理与 Newton-Leibniz公式

嘨嘱嘩 积分的有向性

规定 ∫ a

a

f嘨x嘩噤x 嘽 嘰,

∫ a

b

f嘨x嘩噤x 嘽 −
∫ b

a

f嘨x嘩噤x.

这样
∫ b
a
f嘨x嘩噤x成为一个有方向的积分。

我们把 f嘨x嘩看成数轴上位于 x处的沿数轴的一个向量，并把它理解为 x处

的力。当一个质点从 a运动到 b时，这个力场对它所做的功为
∫ b
a
f嘨x嘩噤x。而当

质点从 b运动到 a时，这个力场做功为
∫ a
b
f嘨x嘩噤x 嘽 −

∫ b
a
f嘨x嘩噤x。
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图 嘷嘮嘳嘺

另一方面，如果 f 在区间 噛a, b噝 上可积，则任取单调减数列 {xk}nk=0 使得

x0 嘽 b, xn 嘽 a，并且对介于 xk−1和 xk 之间的任意 ξk，

n∑
k=1

f嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩 嘽

n∑
k=1

−f嘨ξk嘩嘨xk−1 − xk嘩

后者是 −f 的一个 噒噩噥噭噡噮噮和，因而形式上也有∫ a

b

f嘨x嘩噤x 嘽 −
∫ b

a

f嘨x嘩噤x.

当 a 嘽 b时， ∫ a

a

f嘨x嘩噤x 嘽 −
∫ a

a

f嘨x嘩噤x 嘽 嘰.

定理 7.3.1. 设 f 在区间 I 上可积。则对于任意 a, b, c ∈ I，都有∫ c

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x.

证明. 当 a 嘽 b或 b 嘽 c或 c 嘽 a时，结论成立。

若 a < b，则当 c > b 时，此前的定理表明本定理结论中的等式成立。当

c < b时，则 ∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ c

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ b

c

f嘨x嘩噤x,

从而 ∫ c

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ b

a

f嘨x嘩噤x−
∫ b

c

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩噤x,

即结论成立。
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若 a > b，则∫ c

b

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ a

b

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

a

f嘨x嘩噤x 嘽 −
∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

a

f嘨x嘩,

因此 ∫ c

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫

∫ c

b

f嘨x嘩.

图 嘷嘮嘴嘺

定理 7.3.2. 设 f 在区间 I 的任何有界闭子区间上可积。对任意 a ∈ I，记

F 嘨x嘩 嘽

∫ x

a

f嘨t嘩噤t

则

1. F 嘺 I → R是连续函数；

2. 若 f 在 x0 ∈ I 连续，则 F 在 x0 处可微，且 F ′嘨x0嘩 嘽 f嘨x0嘩，即

噤

噤x

∫ x

a

f嘨t嘩噤t

∣∣∣∣
x=x0

嘽 f嘨x0嘩嘻

3. 若 f ∈ C嘨I嘩，则 F ∈ C 1嘨I嘩，且对任意 x ∈ I，F ′嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩。

证明. 嘨嘱嘩 因为 f 可积，所以 f 有界，存在M > 嘰使得 |f嘨x嘩| ≤ M嘨 ∀x ∈ I 嘩。

从而对任意u, v ∈ I，

|F 嘨v嘩− F 嘨u嘩| 嘽
∣∣∣∣∫ v

a

f嘨x嘩噤x−
∫ u

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣ 嘽 ∣∣∣∣∫ v

u

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣ ≤M |v − u|.
所以 F 在 I 上嘨一致嘩连续。
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嘨嘲嘩 设 x0, x0 嘫 h ∈ I嘨h 6嘽 嘰嘩。则对于任意 λ ∈ 噛嘰, 嘱噝，

F 嘨x0 嘫 λh嘩− F 嘨x0嘩− f嘨x0嘩λh 嘽

∫ x0+λh

x0

(
f嘨t嘩− f嘨x0嘩

)
噤t.

因为 f 在 x0 连续，所以对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得当 x ∈ I 且 |x− x0| < δ

时， |f嘨x嘩− f嘨x0嘩| < ε，所以当 嘰 < λ < ε
|h| 时，

|F 嘨x0 嘫 λh嘩− F 嘨x0嘩− f嘨x0嘩λh| 嘽

∣∣∣∣∣
∫ x0+λh

x0

(
f嘨t嘩− f嘨x0嘩

)
噤t

∣∣∣∣∣ ≤ ε|λh|.
所以 F 在 x0处可微，且 F ′嘨x0嘩 嘽 f嘨x0嘩。

定义 7.3.3. 称函数 F 是函数 f 在集合 I 上的一个原函数，如果对任何 x ∈ I，
F ′嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩。

称函数 f 在集合 I 上的所有原函数组成的集合为 f 的不定积分，记为∫
f嘨x嘩噤x。

推论 7.3.4. 在一个区间上，所有连续函数都有原函数。

定理 7.3.5. 若 f ∈ R噛a, b噝且 F 是 f 在区间 噛a, b噝上的任何一个原函数，则

F 嘨b嘩− F 嘨a嘩 嘽
∫ b

a

f嘨x嘩噤x.

证明. 对 噛a, b噝的任意分割

P 嘺 a 嘽 x0 < x1 < · · · < xn 嘽 b,

存在标志点集 ξ嘨P 嘩 嘽 {ξk}nk=1使得对每个 k，ξk ∈ 噛xk−1, xk噝且

F 嘨xk嘩− F 嘨xk−1嘩 嘽 F ′嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩 嘽 f嘨ξk嘩嘨xk − xk−1嘩.

于是

F 嘨b嘩− F 嘨a嘩 嘽
n∑
k=1

(
F 嘨xk嘩− F 嘨xk−1嘩

)
嘽 S嘨f, P, ξ嘨P 嘩嘩.

因为 f ∈ R噛a, b噝，所以对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得只要 ‖P‖ < δ，就有∣∣∣∣∣S嘨f, P, ξ嘨P 嘩嘩−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε.

因此 ∣∣∣∣∣F 嘨b嘩− F 嘨a嘩−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε.
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从而

F 嘨b嘩 嘽 F 嘨a嘩 嘫

∫ b

a

f嘨x嘩噤x.

从定理把积分计算的问题转化为找原函数的问题。因此上述定理称为微积

分基本定理。

例 7.3.6. 设函数 f 在区间 I 上连续，u, v 嘺 嘨α, β嘩 → I 可导，则 F 嘨x嘩 嘽∫ v(x)

u(x)
f嘨t嘩噤t关于 x可导，且

F ′嘨x嘩 嘽 f嘨v嘨x嘩嘩v′嘨x嘩− f嘨u嘨x嘩嘩u′嘨x嘩.

证明. 任取 a ∈ I，令 G嘨u嘩 嘽
∫ u
a
f嘨t嘩噤t。则 F 嘨x嘩 嘽 G嘨v嘨x嘩嘩−G嘨u嘨x嘩嘩。于是

F ′嘨x嘩 嘽 G′嘨v嘨x嘩嘩v′嘨x嘩−G′嘨u嘨x嘩嘩u′嘨x嘩 嘽 f嘨v嘨x嘩嘩v′嘨x嘩− f嘨u嘨x嘩嘩u′嘨x嘩.

例 7.3.7 嘨定积分的数值计算嘩. 虽然连续函数必然存在原函数，但是很多连续

函数的原函数并不是初等函数，于是人们提出了一些数值算法计算积分的近似

值。

设函数 f 具有我们希望的可微性。记

F 嘨h嘩 嘽

∫ a+h
2

a−h2
f嘨x嘩噤x,

F矩嘨h嘩 嘽 f嘨a嘩h, 嘨矩形公式嘩

F梯嘨h嘩 嘽
f嘨a嘫 h

2 嘩 嘫 f嘨a− h
2 嘩

嘲
h. 嘨梯形公式嘩

则 F矩嘨h嘩, F梯嘨h嘩是 F 嘨h嘩的近似值，我们估计它们的误差。

F ′嘨h嘩 嘽 f嘨a嘫
h

嘲
嘩
嘱

嘲
− f嘨a− h

嘲
嘩

(
−嘱

嘲

)
嘽
f嘨a嘫 h

2 嘩 嘫 f嘨a− h
2 嘩

嘲

在 h 嘽 嘰处进行 噔噡噹噬噯噲展开，得到

F 嘨h嘩 嘽 f嘨a嘩h嘫
f ′′嘨a嘩

嘲嘴
h3 嘫O嘨h5嘩,

F梯嘨h嘩 嘽 f嘨a嘩h嘫
f ′′嘨a嘩h3

嘸
嘫O嘨h5嘩.

由此可见，对严格凸函数 f，矩形公式结果偏小，梯形公式结果偏大；对严格

凹函数，结论相反。

由

嘨嘱− λ嘩F矩嘨h嘩 嘫 λF梯嘨h嘩− F 嘨h嘩 嘽
(
λ

嘸
− 嘱

嘲嘴

)
f ′′嘨a嘩h3 嘫O嘨h5嘩
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知当且仅当 λ 嘽 1
3 时，嘨嘱− λ嘩F矩嘨h嘩 嘫 λF梯嘨h嘩− F 嘨h嘩 嘽 o嘨h3嘩。这样就得到如

下辛普森公式，它是矩形公式和梯形公式的内插修正，

F辛嘨h嘩 嘽
嘲F矩嘨h嘩 嘫 F梯嘨h嘩

嘳
.

易见相比于矩形公式和梯形公式，辛普森公式具有更好的精度，

F矩嘨h嘩− F 嘨h嘩 嘽 O嘨h3嘩,

F梯嘨h嘩− F 嘨h嘩 嘽 O嘨h3嘩,

F辛嘨h嘩− F 嘨h嘩 嘽 O嘨h5嘩.

另外，辛普森公式对所有不超过三次的多项式都可以给出积分的精确值。

对于区间 噛a, b噝的 嘲n等分，

xk 嘽
k嘨b− a嘩

嘲n
, k 嘽 嘰, 嘱, . . . , 嘲n,

辛普森公式为∫ b

a

f嘨x嘩噤x ≈ f0 嘫 嘴f1 嘫 嘲f2 嘫 嘴f3 嘫 嘲f4 嘫 · · ·嘫 嘲f2n−2 嘫 嘴f2n−1 嘫 f2n

嘳

b− a
嘲n

.

例如计算 I 嘽
∫ 1

0
sin x
x 噤x。我们把区间 噛嘰, 嘱噝等分为嘱嘰段，按矩形公式、梯

形公式和辛普森公式分别得到 嘰.嘹嘴嘶嘲嘰嘸嘵嘷嘸嘸，嘰.嘹嘴嘵嘸嘳嘲嘰嘷嘱嘹，嘰.嘹嘴嘶嘰嘸嘳嘰嘷嘶嘵。我

们用噭噡噰噬噥计算得到的结果是 嘰.嘹嘴嘶嘰嘸嘳嘰嘷嘰嘴。由此可见辛普森公式的优势。

习题7.3

嘱嘮 求
∫ 1

0
1

1+x2 噤x的值，并借助矩形公式、梯形公式、辛普森公式求圆周率 π

的近似值。

嘲嘮 求
∫ 2

1
1
x噤x 的值，并借助矩形公式、梯形公式、辛普森公式求圆周率 噬噮 嘲

的近似值。

嘳嘮 设 f 嘺 噛a, b噝→ R为凸函数，证明

f

(
a嘫 b

嘲

)
嘨b− a嘩 ≤

∫ b

a

f嘨x嘩噤x ≤ f嘨a嘩 嘫 f嘨b嘩

嘲
嘨b− a嘩.

嘴嘮 函数

F 嘨x嘩 嘽


3
√
x4 噳噩噮 1

x , x 6嘽 嘰嘻

嘰, x 嘽 嘰

处处可导，但 f 嘽 F ′在区间 噛嘰, 嘱噝上不可积。
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7.4 积分计算

嘨嘱嘩 原函数与不定积分∫
xµ噤x 嘽

xµ+1

µ嘫 嘱
嘫 C,

∫ b

a

xµ噤x 嘽
bµ+1 − aµ+1

µ嘫 嘱
, µ 6嘽 −嘱,∫

噥λx噤x 嘽
噥λx

λ
嘫 C,

∫ b

a

噥λx噤x 嘽
噥λb − 噥λa

λ
,∫

噣噯噳λx噤x 嘽
噳噩噮λx

λ
嘫 C,

∫ b

a

噣噯噳λx噤x 嘽
噳噩噮λb− 噳噩噮λa

λ
,∫

噳噩噮λx噤x 嘽 −噣噯噳λx

λ
嘫 C,

∫ b

a

噳噩噮λx噤x 嘽 −噣噯噳λb− 噣噯噳λa

λ
,∫

嘱

噣噯噳2 x
噤x 嘽 噴噡噮x嘫 C,

∫ b

a

嘱

噣噯噳2 x
噤x 嘽 噴噡噮 b− 噴噡噮 a,∫

嘱

噳噩噮2 x
噤x 嘽 − 噣噯噴x嘫 C,

∫ b

a

嘱

噳噩噮2 x
噤x 嘽 噣噯噴 a− 噣噯噴 b,∫

嘱

嘱 嘫 x2
噤x 嘽 噡噲噣噴噡噮x嘫 C,

∫ b

a

嘱

嘱 嘫 x2
噤x 嘽 噡噲噣噴噡噮 b− 噡噲噣噴噡噮 a,∫

嘱√
嘱− x2

噤x 嘽 噡噲噣噳噩噮x嘫 C,

∫ b

a

嘱√
嘱− x2

噤x 嘽 噡噲噣噳噩噮 b− 噡噲噣噳噩噮 a,∫
噣噯噳器x噤x 嘽 噳噩噮器x嘫 C, 噣噯噳器x 嘽

噥x 嘫 噥−x

嘲
, u∫

噳噩噮器x噤x 嘽 噣噯噳器x嘫 C, 噳噩噮器x 嘽
噥x − 噥−x

嘲
,∫

嘱√
x2 嘫 嘱

噤x 嘽 噳噩噮器−1 x嘫 C, 噳噩噮器−1 x 嘽 噬噮嘨x嘫
√
x2 嘫 嘱嘩,∫

嘱√
x2 − 嘱

噤x 嘽 噣噯噳器−1 x嘫 C, 噣噯噳器−1 x 嘽 噬噮嘨x嘫
√
x2 − 嘱嘩, x > 嘱.

嘨嘲嘩 线性

定理 7.4.1. (线性) 设 f, g ∈ R噛a, b噝，则 λf 嘫 µg ∈ R噛a, b噝，且∫ b

a

(
λf嘨x嘩 嘫 µg嘨x嘩

)
噤x 嘽 λ

∫ b

a

f嘨x嘩噤x嘫 µ

∫ b

a

g嘨x嘩噤x.

即 R噛a, b噝是一个线性空间，
∫ b
a
嘺 R噛a, b噝→ R是一个线性函数。

例 7.4.2. xn+1

n+1 是 xn的原函数，所以任何多项式

P 嘨x嘩 嘽 a0 嘫 a1x嘫 a2x
2 嘫 · · ·嘫 anx

n

有原函数，并且∫ b

a

P 嘨x嘩噤x 嘽 a0嘨b− a嘩 嘫 a1
b2 − a2

嘲
嘫 · · ·嘫 an

bn+1 − an+1

n嘫 嘱
,
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∫
P 嘨x嘩噤x 嘽 C 嘫 a0x嘫

a1x
2

嘲
嘫 · · ·嘫 anx

n+1

n嘫 嘱
.

例 7.4.3. 设 |α| 6嘽 |β|。求
∫ b
a
噣噯噳αx 噣噯噳βx噤x

解： 我们利用三角函数积化和差公式

噣噯噳αx 噣噯噳βx 嘽
噣噯噳嘨α嘫 β嘩x嘫 噣噯噳嘨α− β嘩x

嘲

把乘积转化为线性组合，进而利用线性计算积分。∫ b

a

噣噯噳αx 噣噯噳βx噤x

嘽
嘱

嘲

∫ b

a

噣噯噳嘨α嘫 β嘩x噤x嘫
嘱

嘲

∫ b

a

噣噯噳嘨α− β嘩x噤x

嘽
噳噩噮嘨α嘫 β嘩b− 噳噩噮嘨α嘫 β嘩a

α嘫 β
嘫

噳噩噮嘨α− β嘩b− 噳噩噮嘨α− β嘩a
α− β

.

例 7.4.4.
∫ b
a
噣噯噳4 x噤x

解： 我们用二倍角公式降低幂的次数并把被积函数写为三角函数的线性组合。

噣噯噳4 x 嘽

(
嘱 嘫 噣噯噳 嘲x

嘲

)2

嘽
嘱

嘴
嘫

噣噯噳 嘲x

嘲
嘫

噣噯噳2 嘲x

嘴

嘽
嘱

嘴
嘫

噣噯噳 嘲x

嘲
嘫

嘱

嘴

(
嘱

嘲
嘫

噣噯噳 嘴x

嘲

)
嘽

嘳

嘸
嘫

噣噯噳 嘲x

嘲
嘫

噣噯噳 嘴x

嘸
,∫ b

a

噣噯噳4 x噤x 嘽

(
嘳x

嘸
嘫

噳噩噮 嘲x

嘴
嘫

噳噩噮 嘴x

嘳嘲

)∣∣∣∣b
a

.

嘨嘳嘩 换元

定理 7.4.5. (换元公式) 设 f 在区间 I 上 Riemann 可积，ϕ ∈ C 1噛a, b噝 满足

ϕ噛a, b噝 嘽 噛α, β噝 ⊆ I，则∫ b

a

f嘨ϕ嘨t嘩嘩ϕ′嘨t嘩噤t 嘽

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f嘨x嘩噤x,

等价地， ∫
[a,b]

f嘨ϕ嘨t嘩嘩|ϕ′嘨t嘩|噤t 嘽
∫

[α,β]

f嘨x嘩噤x,

证明. 我们在附加假设 f ∈ C噛a, b噝下证明定理结论。
考虑

F 嘨u嘩 嘽

∫ u

a

f嘨ϕ嘨t嘩嘩ϕ′嘨t嘩噤t−
∫ ϕ(u)

ϕ(a)

f嘨x嘩噤x.
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则 F 嘨a嘩 嘽 嘰，并且对任意 u ∈ 噛a, b噝，

F ′嘨u嘩 嘽 f嘨ϕ嘨u嘩嘩ϕ′嘨u嘩− f嘨ϕ嘨u嘩嘩ϕ′嘨u嘩 嘽 嘰.

所以 F 嘨b嘩 嘽 F 嘨a嘩 嘽 嘰。

注 7.4.6. 上述换元公式不仅为定积分计算提供了一个转化手段，更重要的是它

表明定积分不仅可以看成是一个函数在区间上的积分，也可以看成在一维直线

上沿一条路径的积分。

我们把 ϕ 嘺 噛a, b噝 → I 看成是以 噛a, b噝为参数空间、在 I 中的一条路径，它

以 ϕ嘨a嘩为起点，以 ϕ嘨b嘩为终点，其中 ϕ嘨a嘩 < ϕ嘨b嘩，ϕ嘨b嘩 < ϕ嘨a嘩，ϕ嘨a嘩 嘽 ϕ嘨b嘩

都有可能，且在 t从 a到 b的过程中，ϕ嘨t嘩可以位于以 ϕ嘨a嘩和 ϕ嘨b嘩为端点的区

间之外，也就是说以 ϕ嘨a嘩和 ϕ嘨b嘩为端点的区间有可能只是像集 ϕ噛a, b噝的一个

真子集。

上式左端的积分就是 f 沿着路径 ϕ的积分。

换元公式表明，在一维情形，沿路径的积分只于路径的起点和终点有关，

与路径的选取无关：若 ψ 嘺 噛α, β噝→ I是另一条 C 1路径，满足 ψ嘨α嘩 嘽 ϕ嘨a嘩，足

ψ嘨β嘩 嘽 ϕ嘨b嘩，则 ∫ b

a

f嘨ϕ嘨t嘩嘩ϕ′嘨t嘩噤t 嘽

∫ β

α

f嘨ψ嘨s嘩嘩嘨ψ′嘨s嘩噤s.

积分换元公式还有个物理解释。我们视 x为空间位置，视 f嘨x嘩为一个一维

力场，x 嘽 ϕ嘨t嘩为一个运动，其中 t为时间，ϕ′嘨t嘩为速度。于是∫ b

a

f嘨ϕ嘨t嘩嘩ϕ′嘨t嘩噤t

为在运动 ϕ嘨t嘩的过程中，力场 f 所做的功。如果 f嘨x嘩是一个连续力场，则 f嘨x嘩

有原函数 F 嘨x嘩，F 嘨x嘩为势能函数。此时∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f嘨x嘩噤x 嘽 F 嘨ϕ嘨b嘩嘩− F 嘨ϕ嘨a嘩嘩.

因此换元公式表明一维连续力场做的功等于势能的变化。

例 7.4.7.
∫ b
a
噣噯噳3 x噤x

解： ∫ b

a

噣噯噳3 x噤x 嘽

∫ b

a

嘨嘱− 噳噩噮2 x嘩噤 噳噩噮x 嘽

(
噳噩噮x− 噳噩噮3 x

嘳

)∣∣∣∣b
a

.

此方法可用于形如 ∫ b

a

f嘨噳噩噮x嘩 噣噯噳x噤x

的积分。
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例 7.4.8 嘨从积分定义对数函数、指数函数和幂函数嘩. 对正数 x，定义对数函数

为

噬噮嘨x嘩 嘽

∫ x

1

嘱

t
噤t.

证明

嘨嘱嘩 对任意正数 x, y，噬噮嘨xy嘩 嘽 噬噮嘨x嘩 嘫 噬噮嘨y嘩。

嘨嘲嘩 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩 嘽 x嘫 o嘨x嘩, x→ 嘰。

嘨嘳嘩 噬噮 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩→ R是 C∞的严格增满射，嘨噬噮嘩′嘨x嘩 嘽 1
x。

嘨嘴嘩 噬噮 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩 → R 有 C∞ 反函数，记为 噥噸噰 嘺 R → 嘨嘰,嘫∞嘩，称为指数

函数。则 噥噸噰 嘺 R → 嘨嘰,嘫∞嘩 是一个 C∞ 的严格增满射，满足 噥噸噰嘨x 嘫 y嘩 嘽

噥噸噰嘨x嘩 噥噸噰嘨y嘩，且 噥噸噰′嘨x嘩 嘽 噥噸噰嘨x嘩。

嘨嘵嘩对任意实数 α和任意正数 x定义，xα 嘽 噥噸噰嘨α 噬噮嘨x嘩嘩。则对任意实数 α, β以

及任意正数 x, y，

xαxβ 嘽 xα+β , 嘨xα嘩
β
嘽 xαβ , xαyα 嘽 嘨xy嘩α.

嘨嘶嘩 记 噥 嘽 噥噸噰嘨嘱嘩，则 噥x 嘽 噥噸噰嘨x嘩， 噬噩噭
n→+∞

(
嘱 嘫 1

n

)n
嘽 噥。

证明. 嘨嘱嘩 利用积分换元公式2得

噬噮嘨xy嘩− 噬噮嘨y嘩 嘽

∫ xy

1

嘱

t
噤t−

∫ y

1

嘱

t
噤t 嘽

∫ xy

y

嘱

t
噤t

t=ys
嘽

∫ x

1

嘱

s
噤s 嘽 噬噮嘨x嘩.

嘨嘲嘩 利用后面介绍的积分保序性结论，对 x > 嘰，

−x2

嘱 嘫 x
嘽

∫ 1+x

1

(
嘱

嘱 嘫 x
− 嘱

)
噤t < 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩− x 嘽

∫ 1+x

1

(
嘱

t
− 嘱

)
噤t < 嘰.

对 −嘱 < x < 嘰，

x2

嘱 嘫 x
嘽

∫ 1

1+x

(
嘱

嘱 嘫 x
− 嘱

)
噤t > x− 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩 嘽

∫ 1

1+x

(
嘱

t
− 嘱

)
噤t > 嘰.

从而 噬噮嘨嘱 嘫 x嘩 嘽 x嘫 o嘨x嘩, x→ 嘰。

嘨嘳嘩 由定义知当 x > 嘱时，噬噮嘨x嘩 > 嘰。

对任意 嘰 < x < y，由嘨嘱嘩知

噬噮嘨y嘩 嘽 噬噮嘨x嘩 嘫 噬噮
(y
x

)
> 噬噮嘨x嘩.

所以 噬噮是严格增函数。

由嘨嘱嘩知

噬噮嘨嘲n嘩 嘽 n 噬噮嘨嘲嘩 > n 噬噮嘨嘱嘩 嘽 嘰.

所以 噬噩噭
n→+∞

噬噮嘨嘲n嘩 嘽 嘫∞。另一方面， 噬噩噭
n→+∞

噬噮嘨 1
2n 嘩 嘽 − 噬噩噭

n→+∞
噬噮嘨嘲n嘩 嘽 −∞。

又根据微积分基本定理知 噬噮连续，所以 噬噮 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩→ R是满射。

2事实上，也可以直接用 Riemann积分定义验证
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所以 噬噮 嘺 嘨嘰,嘫∞嘩→ R有连续的反函数。
由微积分基本定理知 噬噮可微，且

噬噮′嘨x嘩 嘽
嘱

x
> 嘰,

所以 噬噮和它的反函数都是 C∞的。

嘨嘴嘩是嘨嘱嘩和嘨嘳嘩的推论。

嘨嘵嘩

xαxβ 嘽 噥噸噰嘨α 噬噮嘨x嘩嘩 噥噸噰嘨β 噬噮嘨x嘩嘩 嘽 噥噸噰嘨嘨α嘫 β嘩 噬噮嘨x嘩嘩 嘽 xα+β ,

嘨xα嘩
β
嘽 噥噸噰嘨β 噬噮嘨噥噸噰嘨α 噬噮嘨x嘩嘩嘩嘩 嘽 噥噸噰嘨βα 噬噮嘨x嘩嘩 嘽 xαβ ,

xαyα 嘽 噥噸噰嘨α 噬噮嘨x嘩嘩 噥噸噰嘨α 噬噮嘨y嘩嘩 嘽 噥噸噰嘨α 噬噮嘨xy嘩嘩 嘽 嘨xy嘩α.

嘨嘶嘩

噬噮

((
嘱 嘫

嘱

n

)n)
嘽 n 噬噮

(
嘱 嘫

嘱

n

)
嘽 n

(
嘱

n
嘫 o

(
嘱

n

))
嘽 嘱 嘫 o嘨嘱嘩, n→ 嘫∞.(

嘱 嘫
嘱

n

)n
嘽 噥噸噰

(
噬噮

((
嘱 嘫

嘱

n

)n))
→ 噥噸噰嘨嘱嘩, n→ 嘫∞.

噥x 嘽 噥噸噰嘨x 噬噮嘨噥嘩嘩 嘽 噥噸噰嘨x · 嘱嘩 嘽 噥噸噰嘨x嘩.

例 7.4.9.
∫ b
a

1
(x−c)n 噤x

解： ∫ b

a

嘱

嘨x− c嘩n
噤x 嘽

∫ b−c

a−c

嘱

yn
噤y 嘨y 嘽 x− c嘩

嘽


−1

(n−1)yn−1

∣∣∣b−c
a−c

, n > 嘱嘻

噬噮 |y||b−ca−c , n 嘽 嘱.

嘽


1

n−1

(
1

(a−c)n−1 − 1
(b−c)n−1

)
, n > 嘱嘻

噬噮
∣∣∣ b−ca−c

∣∣∣ , n 嘽 嘱.

例 7.4.10.
∫ b
a

x
(1+x2)n 噤x

解： ∫ b

a

x

嘨嘱 嘫 x2嘩n
噤x 嘽

嘱

嘲

∫ 1+b2

1+a2

嘱

yn
噤y 嘨y 嘽 嘱 嘫 x2嘩

嘽


−1

2(n−1)yn−1

∣∣∣1+b2

1+a2
, n > 嘱嘻

1
2 噬噮 |y|

∣∣1+b2

1+a2
, n 嘽 嘱.

嘽


1

2(n−1)

(
1

(1+a2)n−1 − 1
(1+b2)n−1

)
, n > 嘱嘻

噬噮
√

1+b2

1+a2 , n 嘽 嘱.
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例 7.4.11.
∫ b
a

1
cos x噤x

解：

∫ b

a

嘱

噣噯噳x
噤x 嘽

∫ b

a

嘱

噣噯噳2 x
噤 噳噩噮x

嘽

∫ b

a

嘱

嘱− 噳噩噮2 x
噤 噳噩噮x

嘽

∫ sin b

sin a

嘱

嘱− y2
噤y y 嘽 噳噩噮x

嘽
嘱

嘲

∫ sin b

sin a

嘱

嘱− y
嘫

嘱

嘱 嘫 y
噤y

嘽
嘱

嘲
噬噮

嘱 嘫 噳噩噮 b

嘱− 噳噩噮 b
− 嘱

嘲
噬噮

嘱 嘫 噳噩噮 a

嘱− 噳噩噮 a
.

例 7.4.12.
∫ π

2

0
x

sin x+cos x噤x

解：

I 嘽

∫ 0

π
2

π
2 − y

噳噩噮嘨π2 − y嘩 嘫 噣噯噳嘨π2 − y嘩
噤嘨
π

嘲
− y嘩 x 嘽

π

嘲
− y

嘽

∫ π
2

0

π
2 − y

噣噯噳 y 嘫 噳噩噮 y
噤y 嘽

∫ π
2

0

π
2

噣噯噳x嘫 噳噩噮x
噤x− I,

所以

I 嘽
π

嘴

∫ π
2

0

嘱

噳噩噮x嘫 噣噯噳x
噤x 嘽

π

嘴

∫ π
2

0

嘱√
嘲 噣噯噳嘨x− π

4 嘩
噤x 嘽

π

嘴
√
嘲

∫ π
4

−π4

嘱

噣噯噳u
噤u

嘽
π

嘴
√
嘲
噬噮

嘱 嘫
√

2
2

嘱−
√

2
2

嘽
π

嘲
√
嘲
噬噮嘨
√
嘲 嘫 嘱嘩.

注 7.4.13. x
sin x+cos x的原函数不是初等函数，所以不能直接利用噎噥噷噴噯噮嘭噌噥噩噢噮噩噺

公式计算上述积分。

例 7.4.14.
∫ b
a

√
嘱 嘫 x2噤x
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解：∫ b

a

√
嘱 嘫 x2噤x 嘽

∫ arctan b

arctan a

√
嘱 嘫 噴噡噮2 θ噤 噴噡噮 θ, x 嘽 噴噡噮 θ

嘽

∫ arctan b

arctan a

嘱

噣噯噳3 θ
噤θ

嘽

∫ arctan b

arctan a

嘱

嘨嘱− 噳噩噮2 θ嘩2
噤 噳噩噮 θ

嘽

∫ b√
1+b2

a√
1+a2

嘱

嘨嘱− y2嘩2
噤y y 嘽 噳噩噮 θ, 噳噩噮 噡噲噣噴噡噮 b 嘽

b√
嘱 嘫 b2

嘽
嘱

嘴

∫ b√
1+b2

a√
1+a2

嘱

嘨嘱 嘫 y嘩2
嘫

嘱

嘨嘱− y嘩2
嘫

嘱

嘱− y
嘫

嘱

嘱 嘫 y
噤y

嘽
嘱

嘴

[
嘱

嘱− y
− 嘱

嘱 嘫 y
嘫 噬噮

嘱 嘫 y

嘱− y

]∣∣∣∣ b√
1+b2

a√
1+a2

.

嘨嘴嘩 分部积分

定理 7.4.15. (分部积分) 设 f, g ∈ C 1噛a, b噝，则∫ b

a

f嘨x嘩g′嘨x嘩噤x 嘽 f嘨b嘩g嘨b嘩− f嘨a嘩g嘨a嘩−
∫ b

a

f ′嘨x嘩g嘨x嘩噤x.

证明. 令

F 嘨t嘩 嘽

∫ t

a

f嘨x嘩g′嘨x嘩噤x−
[
f嘨t嘩g嘨t嘩− f嘨a嘩g嘨a嘩−

∫ t

a

f ′嘨x嘩g嘨x嘩噤x

]
.

则 F 嘨a嘩 嘽 嘰，

F ′嘨t嘩 嘽 f嘨t嘩g′嘨t嘩− 噛f ′嘨t嘩g嘨t嘩 嘫 f嘨t嘩g′嘨t嘩− f ′嘨t嘩g嘨t嘩噝 嘽 嘰.

所以 F 嘨b嘩 嘽 F 嘨a嘩 嘽 嘰。

例 7.4.16. 求
∫ π

2

0
噣噯噳n x噤x。

解： 记 In 嘽
∫ π

2

0
噣噯噳n x噤x。则

I0 嘽

∫ π
2

0

噤x 嘽
π

嘲
, I1 嘽

∫ π
2

0

噣噯噳x噤x 嘽 嘱.

当 n > 嘱时，

In 嘽

∫ π
2

0

噣噯噳n−1 x噤 噳噩噮x 嘽 −
∫ π

2

0

噳噩噮x噤 噣噯噳n−1 x

嘽 嘨n− 嘱嘩

∫ π
2

0

噳噩噮2 x 噣噯噳n−2 x噤x 嘽 嘨n− 嘱嘩

∫ π
2

0

嘨嘱− 噣噯噳2 x嘩 噣噯噳n−2 x噤x

嘽 嘨n− 嘱嘩In−2 − 嘨n− 嘱嘩In

嘽
n− 嘱

n
In−2
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所以当 n 嘽 嘲m是偶数时，

In 嘽
嘨n− 嘱嘩嘡嘡

n嘡嘡
I0 嘽

嘨n− 嘱嘩嘡嘡

n嘡嘡

π

嘲
嘽

n嘡

嘨n嘡嘡嘩2
π

嘲
嘽

嘨嘲m嘩嘡

m嘡m嘡

π

嘲2m+1
.

当 n 嘽 嘲m嘫 嘱是偶数时，

In 嘽
嘨n− 嘱嘩嘡嘡

n嘡嘡
I1 嘽

嘨嘲m嘩嘡嘡

嘨嘲m嘫 嘱嘩嘡嘡
嘽

嘲2mm嘡m嘡

嘨嘲m嘫 嘱嘩嘡
.

例 7.4.17. In 嘽
∫ b
a

1
(1+x2)n 噤x

解：

I1 嘽 噡噲噣噴噡噮 b− 噡噲噣噴噡噮 a,

对 n > 嘱，

In−1 − In 嘽

∫ b

a

x2

嘨嘱 嘫 x2嘩n
噤x

嘽
嘱

嘲嘨嘱− n嘩

∫ b

a

x噤
嘱

嘨嘱 嘫 x2嘩n−1

嘽
嘱

嘲嘨嘱− n嘩

[
x

嘱

嘨嘱 嘫 x2嘩n−1

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

嘱

嘨嘱 嘫 x2嘩n−1
噤x

]

嘽
嘱

嘲嘨嘱− n嘩

[
x

嘱

嘨嘱 嘫 x2嘩n−1

∣∣∣∣b
a

− In−1

]
于是

In 嘽
嘲n− 嘳

嘲n− 嘲
In−1 嘫

x

嘨嘲n− 嘲嘩嘨嘱 嘫 x2嘩n−1

∣∣∣∣b
a

.

例 7.4.18. 设 f 在区间 I 上 n嘫 嘱阶可微，且 f (n+1) ∈ R嘨I嘩，则对 a, x ∈ I，

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫 f ′嘨a嘩嘨x− a嘩 嘫 · · ·嘫 f (n)嘨a嘩

n嘡
嘨x− a嘩n 嘫

∫ x

a

f (n+1)嘨t嘩

n嘡
嘨x− t嘩n噤t.

证明. n 嘽 嘱时，

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫

∫ x

a

f ′嘨t嘩噤t.

假设对正整数 n，

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫 f ′嘨a嘩嘨x− a嘩 嘫 · · ·嘫 f (n)嘨a嘩

n嘡
嘨x− a嘩n 嘫

∫ x

a

f (n+1)嘨t嘩

n嘡
嘨x− t嘩n噤t.

则

f嘨x嘩 嘽 f嘨a嘩 嘫 f ′嘨a嘩嘨x− a嘩 嘫 · · ·嘫 f (n)嘨a嘩

n嘡
嘨x− a嘩n −

∫ x

a

f (n+1)嘨t嘩噤t
嘨x− t嘩n+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡

嘽 f嘨a嘩 嘫 · · ·嘫 f (n)嘨a嘩

n嘫 嘱嘡
嘨x− a嘩n+1 嘫

∫ x

a

f (n+2)嘨t嘩
嘨x− t嘩n+1

嘨n嘫 嘱嘩嘡
噤t.

所以定理结论成立。
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有理函数积分

习题7.4

嘱嘮 求
∫ 1

0

(∫ 1

x
噥−y

2

噤y
)
噤x的值。嘨提示：分部积分嘩

嘲嘮 计算
∫ 1

0
x4(1−x)4

1+x2 噤x并证明 π < 22
7 。对 π的类似估计结果，见英文版维基

百科词条嘢噐噲噯噯噦 噯噦 嘲嘲嘯嘷 噥噸噣噥噥噤噳 π嘢。

7.5 定积分几何应用与物理应用

定义 7.5.1. 称 γ 为 Rn 中的一条 C r 曲线，如果存在 C r 映射 x 嘺 I → Rn嘨这
里 I 是个区间嘩使得 γ 嘽 {x嘨t嘩|t ∈ I}。此时称 x嘨t嘩 为 γ 的一个 C r 参数表示。

所谓 x 嘺 I → Rn 是 C r 映射，即 x嘨t嘩 嘽 嘨x1嘨t嘩, . . . , xn嘨t嘩嘩，其中每个函数

xk 嘺 噛a, b噝→ R都是 C r 的。

称曲线 γ 的 C r 参数表示 x嘨t嘩是正则的，如果对任意 t ∈ I，x′嘨t嘩 6嘽 嘰。

曲线的弧长

设 γ 是一条正则 C 1 曲线，x嘨t嘩 嘽 嘨x1嘨t嘩, . . . , xn嘨t嘩嘩嘨 t ∈ 噛a, b噝 嘩是 γ 的一个

C 1正则参数表示。

对 噛a, b噝的任意划分 P 嘺 a 嘽 t0 < t1 < . . . < tm 嘽 b，记 Ck 嘽 x嘨tk嘩，则折

线 C1C2 . . . Cm的长度为

L嘨x, P 嘩 嘽

m∑
k=1

|x嘨tk嘩− x嘨tk−1嘩|

嘽

m∑
k=1

√
嘨x1嘨tk嘩− x1嘨tk−1嘩嘩2 嘫 · · ·嘫 嘨xm嘨tk嘩− xn嘨tk−1嘩嘩2

嘽

m∑
k=1

√
x′1嘨ξ1,k嘩

2 嘫 · · ·嘫 x′n嘨ξn,k嘩
2嘨tk − tk−1嘩.

易见对区间 噛a, b噝的任意划分 P,Q，L嘨x, P 嘩 ≤ L嘨x, P ∨Q嘩。

对任意 ε > 嘰，存在 δ > 嘰使得对任意 ξ, η ∈ 噛a, b噝满足 |ξ − η| < δ，就有

|x′k嘨ξ嘩2 − x′k嘨η嘩2| < ε, k 嘽 嘱, 嘲, . . . , n.
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记 Pδ 为区间 噛a, b噝满足 噭噡噸
1≤k≤m

嘨tk − tk−1嘩 < δ 的所有划分 P 组成的集合。

因此对任意 P ∈ Pδ，∣∣∣∣∣L嘨x, P 嘩−
m∑
k=1

√
x′1嘨tk嘩

2 嘫 · · ·嘫 x′n嘨tk嘩
2嘨tk − tk−1嘩

∣∣∣∣∣
≤

m∑
k=1

∣∣∣∣√x′1嘨ξ1,k嘩2 嘫 · · ·嘫 x′n嘨ξn,k嘩
2 −

√
x′1嘨tk嘩

2 嘫 · · ·嘫 x′n嘨tk嘩
2

∣∣∣∣ 嘨tk − tk−1嘩

≤
m∑
k=1

|x′1嘨ξ1,k嘩2 − x′1嘨tk嘩2|嘫 · · ·嘫 |x′n嘨ξn,k嘩2 − x′n嘨tk嘩2|√
x′1嘨tk嘩

2 嘫 · · ·嘫 x′n嘨tk嘩
2

嘨tk − tk−1嘩

≤nε
α
嘨b− a嘩,

其中 α 嘽 噭噩噮
t∈[a,b]

√
x′1嘨t嘩

2 嘫 · · ·嘫 x′n嘨t嘩
2 > 嘰。因此

s嘨‖x′‖, P 嘩− nε

α
嘨b− a嘩 ≤ L嘨x, P 嘩 ≤ S嘨‖x′‖, P 嘩 嘫 nε

α
嘨b− a嘩.

再取划分 Pε 使得∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t− nε
α
嘨b−a嘩 ≤ s嘨‖x′‖, Pε嘩 ≤ S嘨‖x′‖, Pε嘩 ≤

∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t嘫 nε

α
嘨b−a嘩.

则对任意划分 Q，取划分 P ∈ Pδ，则 Q ∨ P ∨ Pε ∈ Pδ，于是

L嘨x, Q嘩 ≤ L嘨x, Q ∨ P ∨ Pε嘩

≤ S嘨‖x′‖, Q ∨ P ∨ Pε嘩 嘫
nε

α
嘨b− a嘩

≤
∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t嘫 嘲nε

α
嘨b− a嘩,

L嘨x, Q ∨ P ∨ Pε嘩 ≥ s嘨‖x′‖, Q ∨ P ∨ Pε嘩−
nε

α
嘨b− a嘩

≥
∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t− 嘲nε

α
嘨b− a嘩,

所以∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t− 嘲nε

α
嘨b− a嘩 ≤ 噳噵噰

P∈P
L嘨x, P 嘩 ≤

∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t嘫 嘲nε

α
嘨b− a嘩,

∣∣∣∣∣ 噳噵噰P∈P
L嘨x, P 嘩−

∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t

∣∣∣∣∣ ≤ 嘲nε

α
嘨b− a嘩,

因此

噳噵噰
P∈P

L嘨x, P 嘩 嘽

∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t,

其中 P 是区间 噛a, b噝的所有划分组成的集合。
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定义 7.5.2. C 1曲线 γ 嘺 x嘨t嘩 嘽 嘨x1嘨t嘩, x2嘨t嘩, . . . , xn嘨t嘩嘩 嘨a ≤ t ≤ b嘩的弧长为

L嘨γ嘩 嘽

∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t 嘽
∫ b

a

√
〈x′嘨t嘩,x′嘨t嘩〉噤t 嘽

∫ b

a

√
x′1嘨t嘩

2 嘫 · · ·嘫 x′n嘨t嘩
2噤t.

注 7.5.3. 嘱嘮 曲线的弧长与 Rm 中直角坐标系嘨即单位正交基嘩的选取无关。

设 y嘨t嘩 嘽 Ax嘨t嘩 嘫 b，其中 A是正交矩阵，则 y′嘨t嘩 嘽 Ax′嘨t嘩，于是∫ b

a

‖y′嘨t嘩‖噤t 嘽
∫ b

a

‖Ax′嘨t嘩‖噤t 嘽
∫ b

a

‖x′嘨t嘩‖噤t.

曲线的弧长与曲线的参数表示的选取无关。

嘲嘮 设 t 嘽 t嘨s嘩是区间 噛α, β噝到 噛a, b噝的一一对应，且 t嘨s嘩和它的反函数 s嘨t嘩都

是 C 1的，y嘨s嘩 嘽 x嘨t嘨s嘩嘩，则∫
[α,β]

‖y′嘨s嘩‖噤s 嘽
∫

[α,β]

‖x′嘨t嘨s嘩嘩t′嘨s嘩‖噤s 嘽
∫

[α,β]

‖x′嘨t嘨s嘩嘩‖|t′嘨s嘩|噤s

嘽

∫
[a,b]

‖x′嘨t嘩‖噤t.

上式最后一个等式利用了积分换元公式。

弧长参数：

l嘨t嘩 嘽

∫ t

a

‖x′嘨s嘩‖噤s, 噤l

噤t
嘽 ‖x′嘨t嘩‖ > 嘰,

所以 l嘨t嘩关于 t严格增，称 l为曲线 γ 的弧长参数。∥∥∥∥噤x噤l
∥∥∥∥ 嘽

∥∥∥∥噤x噤t · 噤t噤l
∥∥∥∥ 嘽 嘱.

于是

嘰 嘽
噤

噤l

〈
噤x

噤l
,
噤x

噤l

〉
嘽 嘲

〈
噤2x

噤l2
,
噤x

噤l

〉
,

如果视曲线的参数方程为运动方程，那么当时间为在弧长时，速率恒定为 嘱，加

速度向量总与速度向量垂直。

例 7.5.4 嘨圆周、弧长和三角函数嘩. 圆周 x2嘫y2 嘽 R2可以写成 x 嘽 ±
√
R2 − y2

嘨−R ≤ y ≤ R嘩。对 x > 嘰部分的半圆周 x 嘽
√
R2 − y2 嘨−R ≤ y ≤ R嘩，从点

嘨R, 嘰嘩沿圆周到点 嘨x0, y0嘩处的弧长为

l 嘽

∫ y0

0

√
嘱 嘫

(
噤x

噤y

)2

噤y 嘽

∫ y0

0

R√
R2 − y2

噤y 嘽 R

∫ y0/R

0

嘱√
嘱− t2

噤t, y 嘽 Rt.
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记

噡噲噣噳噩噮u 嘽

∫ u

0

嘱√
嘱− t2

噤t,

则

嘨噡噲噣噳噩噮u嘩′ 嘽
嘱

嘱− u2
> 嘰, ∀u ∈ 嘨−嘱, 嘱嘩,

所以 噡噲噣噳噩噮 嘺 嘨−嘱, 嘱嘩 → R是严格增的可微函数，其反函数 噳噩噮也是严格增的可

微函数，并且

嘨噳噩噮 t嘩′ 嘽
嘱

嘨噡噲噣噳噩噮u嘩′
嘽
√
嘱− u2 嘽

√
嘱− 噳噩噮2 t,

嘨噳噩噮 t嘩′′ 嘽
− 噳噩噮 t嘨噳噩噮 t嘩′√

嘱− 噳噩噮2 t
嘽 − 噳噩噮 t.

易见

l 嘽 R 噡噲噣噳噩噮
(y0

R

)
,

从而

y0 嘽 R 噳噩噮

(
l

R

)
, x0 嘽

√
R2 − y2

0 嘽 R

√
嘱− 噳噩噮2

(
l

R

)
.

这是半圆周 x 嘽
√
R2 − y2 嘨−R ≤ y ≤ R嘩由弧长表示的参数方程。

曲线的曲率

设 x嘨l嘩为曲线 γ 在弧长参数下的参数表示。记 θ嘨l,嘁l嘩为曲线 γ 在 x嘨l嘩处

的切线与 x嘨l嘫嘁l嘩处的切线的夹角。则 θ嘨l,嘁l嘩是以 x′嘨l嘩和 x′嘨l嘫嘁l嘩为腰的

等腰三角形的顶角，于是

噳噩噮
θ嘨l,嘁l嘩

嘲
嘽
‖x′嘨l 嘫嘁l嘩− x′嘨l嘩‖

嘲
嘽

嘱

嘲
‖x′′嘨l嘩嘁l‖嘫 o嘨嘁l嘩,

所以
θ嘨l,嘁l嘩

嘲
嘫 o嘨θ嘨l,嘁l嘩嘩 嘽

嘱

嘲
‖x′′嘨l嘩嘁l‖嘫 o嘨嘁l嘩,

因此

θ嘨l,嘁l嘩 嘽 ‖x′′嘨l嘩‖嘁l 嘫 o嘨嘁l嘩.

于是在弧长参数下，沿曲线 γ 以单位速率前进时，曲线方向在 x嘨l嘩处的瞬时变

化率嘨称为 γ 在 x嘨l嘩处的曲率嘩为

κ 嘽 噬噩噭
∆l→0

θ嘨l,嘁l嘩

嘁l
嘽 ‖x′′嘨l嘩‖.

对一般的参数表达 x嘨t嘩，

噤x

噤t
嘽

噤x

噤l
· 噤l
噤t

嘽
噤x

噤l
‖x′嘨t嘩‖,

噤2x

噤t2
嘽

噤2x

噤l2
‖x′嘨t嘩‖2 嘫 噤x

噤l

〈x′′嘨t嘩,x′嘨t嘩〉
‖x′嘨t嘩‖

嘽
噤2x

噤l2
‖x′嘨t嘩‖2 嘫 x′嘨t嘩

‖x′嘨t嘩‖
〈x′′嘨t嘩,x′嘨t嘩〉
‖x′嘨t嘩‖

,
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所以
噤2x

噤l2
嘽

嘱

‖x′嘨t嘩‖2

[
x′′嘨t嘩−

〈
x′′嘨t嘩,

x′嘨t嘩

‖x′嘨t嘩‖

〉
x′嘨t嘩

‖x′嘨t嘩‖

]
.

因此曲率

κ 嘽
嘱

‖x′嘨t嘩‖2

∥∥∥∥x′′嘨t嘩−〈x′′嘨t嘩, x′嘨t嘩

‖x′嘨t嘩‖

〉
x′嘨t嘩

‖x′嘨t嘩‖

∥∥∥∥ ,
其中 x′′嘨t嘩−

〈
x′′嘨t嘩, x′(t)

‖x′(t)‖

〉
x′(t)
‖x′(t)‖ 是曲线 γ位于 x嘨t嘩处的加速度向量 x′′嘨t嘩在

曲线法空间上的正交投影。

例 7.5.5. 直线 x嘨t嘩 嘽 αt嘫 β 的曲率 κ 嘽 嘰。

如果曲线 γ 的曲率为零，则考虑弧长参数下的参数方程 x嘨l嘩，‖x′′嘨l嘩‖ 嘽 嘰，

从而 x′′嘨l嘩 嘽 嘰，因此 x嘨l嘩 嘽 αl 嘫 β。

例 7.5.6. 圆周 x2 嘫 y2 嘽 R2在点嘨x0, y0嘩嘨y0 > 嘰嘩附近等价于

y 嘽
√
R2 − x2.

则

x′嘨x嘩 嘽

(
嘱,

−x√
R2 − x2

)
嘽

(
嘱,
−x
y

)
, ‖x′嘨x嘩‖ 嘽 R

y
,

x′′嘨x嘩 嘽

(
嘰,
−R2

y3

)
,

x′′嘨t嘩−
〈
x′′嘨t嘩,

x′嘨t嘩

‖x′嘨t嘩‖

〉
x′嘨t嘩

‖x′嘨t嘩‖
嘽

(
−x
y2
,
−嘱
y

)
,

于是曲率

κ 嘽
嘱

R
.

类似可知在圆周的其他部分，曲率也是 1
R。

定理 7.5.7. 平面曲线 γ 具有非零的常数曲率当且仅当 γ 是圆周。

证明. 充分性已经在上面例子中解决。下证必要性。设 γ是一条平面曲线，曲率

κ为非零常数。取 γ 的弧长参数表示 z嘨l嘩，则 |z′嘨l嘩| 嘽 嘱。于是设 z′嘨l嘩 嘽 噥iϕ(l)。

于是

κ 嘽 |z′′嘨l嘩| 嘽 |噥iϕ(l)噩ϕ′嘨l嘩| 嘽 |ϕ′嘨l嘩|.

因为 κ 6嘽 嘰，ϕ′嘨l嘩具有介值性质，所以 ϕ′嘨l嘩 嘽 κ嘨 ∀l 嘩，或ϕ′嘨l嘩 嘽 −κ嘨 ∀l 嘩，因
此 ϕ嘨l嘩 嘽 κl 嘫 ϕ0嘨 ∀l 嘩或ϕ嘨l嘩 嘽 −κl 嘫 ϕ0嘨 ∀l 嘩。

不妨设 ϕ嘨l嘩 嘽 κl 嘫 ϕ0嘨 ∀l 嘩。则 z′嘨l嘩 嘽 噥iκl+iϕ0嘨 ∀l 嘩，从而

z嘨l嘩 嘽
嘱

噩κ
噥iκl+iϕ0 嘫 C0

所以

|z嘨t嘩− C0| 嘽
嘱

κ
.

因此 γ 是圆周。
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由封闭曲线围城的平面区域的面积

设 f嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩嘨 ∀x ∈ 噛a, b噝 嘩。则曲线 y 嘽 f嘨x嘩与 y 嘽 g嘨x嘩嘨 a ≤ x ≤ b 嘩以

及直线 x 嘽 a、x 嘽 b所围成的有界区域

D 嘽 {嘨x, y嘩|a ≤ x ≤ b, f嘨x嘩 ≤ y ≤ g嘨x嘩}

的面积为 ∫ b

a

g嘨x嘩噤x−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x.

例 7.5.8. 设 P 嘨u, v嘩 是双曲线 x2 − y2 嘽 嘱 上一点，满足 u, v > 嘰。求由线段

OP 、双曲线和 x轴围成的平面有界区域的面积。

图 嘷嘮嘵嘺

解： 该区域为

{嘨x, y嘩|嘰 ≤ y ≤ v√
嘱 嘫 v2

x, x2 − y2 ≤ 嘱},

即

嘰 ≤
√
嘱 嘫 v2

v
y ≤ x ≤

√
嘱 嘫 y2, 嘰 ≤ y ≤ v.

其面积为 ∫ v

0

(√
嘱 嘫 y2 −

√
嘱 嘫 v2

v
y

)
噤y

嘽

∫ sinh−1 v

0

(
噣噯噳器 t−

√
嘱 嘫 v2

v
噳噩噮器 t

)
噤 噳噩噮器 t y 嘽 噳噩噮器 t

嘽

∫ sinh−1 v

0

噣噯噳器2 t噤t−
√
嘱 嘫 v2

嘲v
噳噩噮器2 t

∣∣∣∣∣
sinh−1 v

0

嘽

∫ sinh−1 v

0

噥2t 嘫 嘲 嘫 噥−2t

嘴
噤t− v

√
嘱 嘫 v2

嘲

嘽

(
噳噩噮器 t 噣噯噳器 t

嘲
嘫
t

嘲

)∣∣∣∣sinh−1 v

0

− v
√
嘱 嘫 v2

嘲
嘽

噳噩噮器−1 v

嘲
.
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注 7.5.9. 把上述结论与圆 x2 嘫 y2 嘽 嘱 时的相应结论做对比，你应该理解

噳噩噮器, 噣噯噳器被称为双曲正弦函数和双曲余弦函数的原因。

设 γ 嘺 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩嘨 a ≤ t ≤ b 嘩是一条简单封闭曲线，即
x嘨t嘩 嘽 x嘨s嘩,

y嘨t嘩 嘽 y嘨s嘩,

t < s

⇐⇒

t 嘽 a,

s 嘽 b.

噊噯噲噤噡噮定理指出：平面上每条简单封闭曲线都把平面分成三个互不相交的部分：

曲线自身、一个有界区域以及一个无界区域。我们通常称其中有界的区域为曲

线所围的内部区域，称无界的区域为曲线的外部区域。对 C 1 封闭曲线，其指

向外部区域的法向量称为外法向量，指向内部区域的法向量称为内法向量。当

你沿曲线移动时，如果内部区域总是在你的左侧，那么你前进的方向就是曲线

的自然正向，反之，你前进的方向就是曲线自然正向的反向。对曲线 γ 的参数

化表达 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩，如果 t增加时，点 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩沿 γ 的自然正向移动，那么

它就是一个符合自然正向的参数化表达，否则它是一个与自然正向相悖的参数

化表达。

定理 7.5.10. 设 γ 是一条简单封闭的 C 1 平面曲线。则对于 γ 的符合自然正向

的 C 1 参数化表达嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩( a ≤ t ≤ b )，积分

−
∫ b

a

y嘨t嘩x′嘨t嘩噤t 嘽

∫ b

a

x嘨t嘩y′嘨t嘩噤t 嘽
嘱

嘲

∫ b

a

x嘨t嘩y′嘨t嘩− y嘨t嘩x′嘨t嘩噤t,

且它们的值为 γ 所围成的有界区域的面积。我们依次记上述积分为

−
∫
γ

y噤x,

∫
γ

x噤y,
嘱

嘲

∫
γ

x噤y − y噤x.

注 7.5.11. 嘨噡嘩
∫
γ
y噤x的值与曲线 γ 的同向参数化形式无关，但与 γ 的方向有

关，它是一个有向积分。设 t 嘽 t嘨s嘩，嘨噾x嘨s嘩, 噾y嘨s嘩嘩 嘽 嘨x嘨t嘨s嘩嘩, y嘨t嘨s嘩嘩嘩。则∫ β

α

噾y嘨s嘩噾x′嘨s嘩噤s 嘽

∫ β

α

y嘨t嘨s嘩嘩x′嘨t嘨s嘩嘩t′嘨s嘩噤s 嘽

∫ t(β)

t(α)

y嘨t嘩x′嘨t嘩噤t.

嘨噢嘩 对平面封闭曲线 γ，−
∫
γ
y噤x 嘽

∫
γ
x噤y，

∫ b

a

y嘨t嘩x′嘨t嘩噤t嘫

∫ b

a

x嘨t嘩y′嘨t嘩噤t 嘽

∫ b

a

(
嘨x嘨t嘩y嘨t嘩

)′
噤t 嘽 x嘨b嘩y嘨b嘩− x嘨a嘩y嘨a嘩 嘽 嘰.

嘨噣嘩 对平面封闭曲线 γ，
∫
γ
x噤y − y噤x的值与平面上直角坐标系的选取无关。设

嘨X嘨t嘩, Y 嘨t嘩嘩 嘽 嘨x嘨t嘩 噣噯噳 θ 嘫 y嘨t嘩 噳噩噮 θ 嘫A,−x嘨t嘩 噳噩噮 θ 嘫 y嘨t嘩 噣噯噳 θ 嘫B嘩.
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则

X嘨t嘩Y ′嘨t嘩− Y 嘨t嘩X ′嘨t嘩

嘽嘨x嘨t嘩 噣噯噳 θ 嘫 y嘨t嘩 噳噩噮 θ 嘫A嘩嘨−x′嘨t嘩 噳噩噮 θ 嘫 y′嘨t嘩 噣噯噳 θ嘩

− 嘨−x嘨t嘩 噳噩噮 θ 嘫 y嘨t嘩 噣噯噳 θ 嘫B嘩嘨x′嘨t嘩 噣噯噳 θ 嘫 y′嘨t嘩 噳噩噮 θ嘩

嘽x嘨t嘩y′嘨t嘩− y嘨t嘩x′嘨t嘩− 嘨A 噳噩噮 θ 嘫B 噣噯噳 θ嘩x′嘨t嘩 嘫 嘨A 噣噯噳 θ −B 噳噩噮 θ嘩y′嘨t嘩.

沿封闭曲线 γ，∫ b

a

嘨A 噳噩噮 θ 嘫B 噣噯噳 θ嘩x′嘨t嘩噤t 嘽 嘨A 噳噩噮 θ 嘫B 噣噯噳 θ嘩嘨x嘨b嘩− x嘨a嘩嘩 嘽 嘰.

同理， ∫ b

a

嘨A 噣噯噳 θ −B 噳噩噮 θ嘩y′嘨t嘩噤t 嘽 嘰.

所以 ∫ b

a

X嘨t嘩Y ′嘨t嘩− Y 嘨t嘩X ′嘨t嘩噤t 嘽

∫ b

a

x嘨t嘩y′嘨t嘩− y嘨t嘩x′嘨t嘩噤t.

嘨噤嘩 设 f嘨x嘩 < g嘨x嘩嘨 ∀x ∈ 噛a, b噝 嘩。则平面区域

D 嘽 {嘨x, y嘩|a ≤ x ≤ b, f嘨x嘩 ≤ y ≤ g嘨x嘩}

由四条曲线

γ1 嘺

x嘨t嘩 嘽 t,

y嘨t嘩 嘽 f嘨t嘩,
嘨a ≤ t ≤ b嘩,

γ2 嘺

x嘨t嘩 嘽 b,

y嘨t嘩 嘽 嘨嘱− t嘩f嘨b嘩 嘫 tg嘨b嘩,
嘨嘰 ≤ t ≤ 嘱嘩,

γ3 嘺

x嘨t嘩 嘽 a嘫 b− t,

y嘨t嘩 嘽 g嘨a嘫 b− t嘩,
嘨a ≤ t ≤ b嘩,

γ4 嘺

x嘨t嘩 嘽 a,

y嘨t嘩 嘽 嘨嘱− t嘩g嘨a嘩 嘫 tf嘨a嘩,
嘨嘰 ≤ t ≤ 嘱嘩,

顺次相连组成的简单闭曲线围成，于是

−
∫
γ1

y噤x−
∫
γ2

y噤x−
∫
γ3

y噤x−
∫
γ4

y噤x

嘽−
∫ b

a

f嘨t嘩噤t−
∫ b

a

g嘨a嘫 b− t嘩嘨−嘱嘩噤t

嘽

∫ b

a

g嘨x嘩噤x−
∫ b

a

f嘨x嘩噤x.
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嘨噥嘩 如果曲线 γ 在极坐标系下的方程为 r 嘽 r嘨θ嘩嘨 α ≤ θ ≤ β 嘩，则它在直角坐标

系下的方程为

x嘨θ嘩 嘽 r嘨θ嘩 噣噯噳 θ, y嘨θ嘩 嘽 r嘨θ嘩 噳噩噮 θ,

则

噤x嘨θ嘩 嘽 噣噯噳 θ噤r嘨θ嘩− r嘨θ嘩 噳噩噮 θ噤θ, 噤y嘨θ嘩 嘽 噳噩噮 θ噤r嘨θ嘩 嘫 r嘨θ嘩 噣噯噳 θ噤θ,

从而

x嘨θ嘩噤y嘨θ嘩− y嘨θ嘩噤x嘨θ嘩 嘽 r嘨θ嘩2噤θ,

所以 γ 和射线 θ 嘽 α以及 θ 嘽 β 围成的有界区域的面积为

嘱

嘲

∫ β

α

r嘨θ嘩2噤θ.

例 7.5.12. 平面直角坐标系中的曲线 x3 嘫 y3 嘽 嘳xy 在第一象限围成了一个有

界区域 D，求 D的面积。

解： 取极坐标 嘨r, θ嘩，把 x 嘽 r 噣噯噳 θ, y 嘽 r 噳噩噮 θ代入曲线方程得到极坐标方程

r3嘨噣噯噳3 θ 嘫 噳噩噮3 θ嘩 嘽 嘳r2 噣噯噳 θ 噳噩噮 θ.

在第一象限中 嘰 ≤ θ ≤ π
2，噣噯噳3 θ 嘫 噳噩噮3 θ > 嘰，于是解得

r嘨θ嘩 嘽
嘳 噣噯噳 θ 噳噩噮 θ

噣噯噳3 θ 嘫 噳噩噮3 θ
, 嘰 ≤ θ ≤ π

嘲
.

从而区域 D的面积为∫ π
2

0

嘱

嘲
r嘨θ嘩2噤θ 嘽

∫ π
2

0

嘱

嘲

(
嘳 噣噯噳 θ 噳噩噮 θ

噣噯噳3 θ 嘫 噳噩噮3 θ

)2

噤θ

嘽

∫ π
4

0

(
嘳 噣噯噳 θ 噳噩噮 θ

噣噯噳3 θ 嘫 噳噩噮3 θ

)2

噤θ 嘨曲线关于对角线 y 嘽 x对称嘩

嘽

∫ π
4

0

(
嘳 噴噡噮 θ

嘱 嘫 噴噡噮3 θ

)2
嘱

噣噯噳2 θ
噤θ 嘨换元 t 嘽 嘱 嘫 噴噡噮3 θ嘩

嘽

∫ 2

1

嘳

t2
噤t 嘽

嘳

嘲
.
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上述积分过程中使用了曲线的对称性，从而避免了后续积分中出现广义积分。

例 7.5.13. 嘨有心力场与 Kepler第二定律嘩 Rn中形如

F 嘨x嘩 嘽 f嘨r嘩x, r 嘽 ‖x‖

的力场称为有心力场。即在 x 处的力F 嘨x嘩 的方向总是指向嘨或背离嘩一个固定

点嘨选为坐标系原点嘩。

根据 噎噥噷噴噯噮第二定律，有心力场作用下质点的运动x嘨t嘩服从以下二阶微分

方程

x′′ 嘽 F 嘨x嘩 嘽 f嘨‖x‖嘩x.

我们首先证明这个运动总是在一个固定的平面中。为此任取与 x嘨t0嘩 和

x′嘨t0嘩正交的向量 n。记 y嘨t嘩 嘽 〈x嘨t嘩,n〉，则 y嘨t嘩是以下初值问题的解y′′ 嘽 〈x′′,n〉 嘽 f嘨‖x嘨t嘩‖嘩y.

y嘨t0嘩 嘽 嘰, y′嘨t0嘩 嘽 嘰.

由线性微分方程初值问题解的存在唯一性，y嘨t嘩 嘽 嘰嘨 ∀t 嘩。因此 x嘨t嘩永远位于

由 x嘨t0嘩和 x′嘨t0嘩所确定的平面内。

在该平面内引入极坐标，并令 z嘨t嘩 嘽 r嘨t嘩噥iθ(t)，则

z′′嘨t嘩 嘽 r′′嘨t嘩噥iθ(t) 嘫 嘲r′嘨t嘩噥iθ(t)噩θ′嘨t嘩 嘫 r嘨t嘩噥iθ(t)噩2θ′嘨t嘩2 嘫 r嘨t嘩噥iθ(t)噩θ′′嘨t嘩,

代入

z′′嘨t嘩 嘽 f嘨r嘨t嘩嘩z嘨t嘩

得到 r′′嘨t嘩− r嘨t嘩θ′嘨t嘩2 嘽 f嘨r嘨t嘩嘩r嘨t嘩,

嘲r′嘨t嘩θ′嘨t嘩 嘫 r嘨t嘩θ′′嘨t嘩 嘽 嘰.

由第二个方程得到 [
r嘨t嘩2θ′嘨t嘩

]′
嘽 嘰,

从而
噤A

噤t
嘽

嘱

嘲
r嘨t嘩2θ′嘨t嘩 嘽常数

其中 A嘨t嘩为在时段 噛t0, t噝中连接原点到 x嘨t嘩的线段扫过的平面区域的面积，这

就是 噋噥噰噬噥噲第二定律。

旋转体的体积

设 y 嘽 f嘨x嘩嘨 a ≤ x ≤ b 嘩是直角坐标系中的一段连续曲线。它绕 x轴旋转形

成三维空间里一个旋转面
√
y2 嘫 z2 嘽 |f嘨x嘩|，它围成一个有界区域

嘊 嘽 {嘨x, y, z嘩|
√
y2 嘫 z2 ≤ |f嘨x嘩|, a ≤ x ≤ b}.
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我们计算 嘊的体积。

任给 噛a, b噝一个划分 P 嘺 x0 嘽 a < x1 < . . . < xn−1 < xn 嘽 b，在三维空间

中用平面 x 嘽 xk把 嘊分成若干段，

嘊k 嘽 {嘨x, y, z嘩|
√
y2 嘫 z2 ≤ |f嘨x嘩|, xk−1 ≤ x ≤ xk}

是其中一段。取Mk 和mk 分别是 |f |在 噛xk−1, xk噝上的最大值和最小值，则

{嘨x, y, z嘩|
√
y2 嘫 z2 ≤ mk, xk−1 ≤ x ≤ xk} ⊆ 嘊k

⊆ {嘨x, y, z嘩|
√
y2 嘫 z2 ≤Mk, xk−1 ≤ x ≤ xk},

因此 嘊k 的体积

πm2
k嘁xk ≤ V 嘨嘊k嘩 ≤ πM2

k嘁xk.

从而
n∑
k=1

πm2
k嘁xk ≤ V 嘨嘊嘩 ≤

n∑
k=1

πM2
k嘁xk.

因此

V 嘨嘊嘩 嘽

∫ b

a

π|f嘨x嘩|2噤x.

这相当于在 x处取 嘊的一个正交于 x轴的截面，再沿 x轴取一段长度为 噤x的

高，所成的柱体体积为 π|f嘨x嘩|2噤x，上述积分相当于把这些无穷小柱体体积加
起来得到 嘊的体积。

设平面区域 D由参数方程 x 嘽 x嘨t嘩, y 嘽 y嘨t嘩 嘨a ≤ t ≤ b嘩刻画的简单封闭曲

线围成，则 D绕 x轴旋转所得旋转体的体积为∣∣∣∣∣
∫ b

a

πy嘨t嘩2噤x嘨t嘩

∣∣∣∣∣ .
例如，如果曲线 γ 在极坐标系下的方程为 r 嘽 r嘨θ嘩 嘨α ≤ θ ≤ β嘩，则 γ 和射线

θ 嘽 α以及 θ 嘽 β 围成的平面区域绕 x轴旋转所得的旋转体体积为∣∣∣∣∣
∫ β

α

πy嘨θ嘩2噤x嘨θ嘩−
∫ r(β)

0

πy嘨r嘩2噤x嘨r嘩 嘫

∫ r(α)

0

πy嘨r嘩2噤x嘨r嘩

∣∣∣∣∣
嘽

∣∣∣∣∣
∫ β

α

π嘨r嘨θ嘩 噳噩噮 θ嘩2噤嘨r嘨θ嘩 噣噯噳 θ嘩− r嘨θ嘩3 噳噩噮2 θ 噣噯噳 θ

嘳

∣∣∣∣β
α

∣∣∣∣∣
嘽

∣∣∣∣∣
∫ β

α

嘲π

嘳
r嘨θ嘩3 噳噩噮 θ噤θ

∣∣∣∣∣ .
用上述方法我们可以类似求得 n维欧氏空间中球的体积。

记 Vn嘨R嘩为Rn中半径为R的球 x2
1嘫· · ·嘫x2

n ≤ R2的体积。则 V1嘨R嘩 嘽 嘲R；

对 n > 嘱，在 xn 嘽 t处，截面为

x2
1 嘫 · · ·嘫 x2

n−1 ≤ R2 − t2,
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n 嘱 嘲 嘳

Vn嘨R嘩 嘲R πR2 4π
3 R

3

An嘨R嘩 嘲πR 嘴πR2

它的 n− 嘱维体积为 Vn−1嘨
√
R2 − t2嘩，于是

Vn嘨R嘩 嘽

∫ R

−R
Vn−1嘨

√
R2 − t2嘩噤t 嘽

∫ 1

−1

Vn−1嘨R
√
嘱− u2嘩R噤u.

于是可以由数学归纳法证明 Vn嘨R嘩 嘽 CnR
n。因此 C1 嘽 嘲，

Cn 嘽 Cn−1

∫ 1

−1

嘨嘱− u2嘩
n−1
2 噤u 嘽 嘲Cn−1

∫ π
2

0

噣噯噳n θ噤θ 嘽 Cn−1
嘨n− 嘱嘩嘡嘡

n嘡嘡
bn,

其中 bn 嘽

π, n是偶数

嘲, n是奇数.
所以

Cn 嘽
Cn
Cn−1

· · · C2

C1
C1 嘽

嘱

n嘡嘡
bn · · · b2C1 嘽

嘱

n嘡嘡
π噛

n
2 噝嘲n−噛

n
2 噝,

所以

Vn嘨R嘩 嘽
嘲n

n嘡嘡

(π
嘲

)噛n2 噝
Rn.

设 An嘨R嘩为半径为 R的球x2
1 嘫 · · ·嘫 x2

n ≤ R2的表面积。则由薄球壳的体积

Vn嘨R嘫嘁R嘩− Vn嘨R嘩 嘽 An嘨R嘩嘁R嘫 o嘨嘁R嘩

得到

An嘨R嘩 嘽
噤Vn嘨R嘩

噤R
嘽

嘲n

嘨n− 嘲嘩嘡嘡

(π
嘲

)噛n2 噝
Rn−1.

旋转体的侧面积

平面直角坐标系中的 C 1 曲线 γ 绕 x轴旋转得到一个旋转面，其中对应于

从 x到 x嘫 噤x的部分近似为一个圆台，其面积为：

嘱

嘲
嘲π嘨y 嘫 噤y嘩嘨l 嘫 噤l嘩− 嘱

嘲
嘲πyl 嘽 π嘨y噤l 嘫 l噤y 嘫 噤y噤l嘩 嘽 嘲πy噤l 嘫 o嘨噤l嘩.

于是旋转面的面积为∫
γ

嘲πy噤l 嘽

∫ b

a

嘲πy嘨t嘩
√
x′嘨t嘩2 嘫 y′嘨t嘩2噤t.

当曲线 γ 为函数图像 y 嘽 f嘨x嘩嘨 a ≤ x ≤ b 嘩时，旋转面面积为∫ b

a

嘲π|f嘨x嘩|
√

嘱 嘫 f ′嘨x嘩2噤x.
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图 嘷嘮嘶嘺

当曲线 γ 极坐标方程为 r 嘽 r嘨θ嘩嘨 a ≤ θ ≤ b 嘩时，

噤l 嘽
√
噛嘨r嘨θ嘩 噣噯噳 θ嘩′噝2 嘫 噛嘨r嘨θ嘩 噳噩噮 θ嘩′噝2噤θ 嘽

√
r嘨θ嘩2 嘫 r′嘨θ嘩2噤θ,

从而旋转面面积为 ∫ b

a

嘲π|r嘨θ嘩 噳噩噮 θ|
√
r嘨θ嘩2 嘫 r′嘨θ嘩2噤θ.

例 7.5.14. R3中半径为 R的二维球面的表面积。对

x嘨θ嘩 嘽 R 噣噯噳 θ, y嘨θ嘩 嘽 R 噳噩噮 θ, 嘨嘰 ≤ θ ≤ π嘩,

成立

A 嘽

∫ π

0

嘲πR 噳噩噮 θ
√
R2 噳噩噮2 θ 嘫R2 噣噯噳2 θ噤θ 嘽 嘴πR2.

例 7.5.15. 已知线密度，求质量、质心。

解： 质心是一个物体的各点按其所在位置的质量分布进行加权平均得到的平均

位置。

曲线 γ嘨t嘩 嘽 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩, z嘨t嘩嘩，线密度 ρ 嘽 ρ嘨x, y, z嘩。质量

m 嘽

∫
γ

ρ噤l 嘽

∫ b

a

ρ嘨γ嘨t嘩嘩‖γ′嘨t嘩‖噤t 嘽
∫ b

a

ρ嘨γ嘨t嘩嘩
√
x′嘨t嘩2 嘫 y′嘨t嘩2 嘫 z′嘨t嘩2噤t,

质心是位置向量按质量分布所做的加权平均，所以
嘖x

嘖y

嘖z

 嘽

∫
γ
γ嘨t嘩ρ噤l∫
γ
ρ噤l

嘽
嘱∫ b

a
ρ嘨γ嘨t嘩嘩‖γ′嘨t嘩‖噤t


∫ b
a
x嘨t嘩ρ嘨γ嘨t嘩嘩‖γ′嘨t嘩‖噤t∫ b

a
y嘨t嘩ρ嘨γ嘨t嘩嘩‖γ′嘨t嘩‖噤t∫ b

a
z嘨t嘩ρ嘨γ嘨t嘩嘩‖γ′嘨t嘩‖噤t
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例 7.5.16. 求位于 嘨a, 嘰, 嘰嘩处的质点m受到密度为 嘱的球壳 x2 嘫 y2 嘫 z2 嘽 嘱的

引力。

解： 设 a > 嘱。由对称性，向量 F 应该与 x 轴平行。在 嘨x, y嘩 平面中半圆周

x 嘽 噣噯噳 θ, y 嘽 噳噩噮 θ嘨 嘰 ≤ θ ≤ π 嘩绕 x轴旋转得到三维空间中的单位球面，于是

F 嘽

∫ π

0

a− 噣噯噳 θ√
嘨a− 噣噯噳 θ嘩2 嘫 噳噩噮2 θ

Gm嘲π 噳噩噮 θ噤θ

嘨a− 噣噯噳 θ嘩2 嘫 噳噩噮2 θ

嘽 −嘲πmG
∫ π

0

嘨a− 噣噯噳 θ嘩噤 噣噯噳 θ

嘨a2 嘫 嘱− 嘲a 噣噯噳 θ嘩3/2

嘽
Gπm

嘲a2

∫ (a+1)2

(a−1)2

嘨t嘫 a2 − 嘱嘩噤t

t3/2
嘨t 嘽 a2 嘫 嘱− 嘲a 噣噯噳 θ嘩

嘽
嘴πGm

a2
.

这相当于把球壳质量全部集中在球心时质点m受到的引力。

当 嘰 < a ≤ 嘱时，引力的计算留作练习。

习题7.5

嘱嘮 设 f 是一元可微函数。求曲线 y 嘽 f嘨x嘩嘨 a ≤ x ≤ b 嘩的弧长与曲率。

嘲嘮 设平面曲线 γ 的极坐标方程为 r 嘽 r嘨θ嘩嘨 α ≤ θ ≤ β 嘩，求 γ 的弧长与曲

率。

嘳嘮 求三维欧氏空间中等距螺旋线 x 嘽 R 噣噯噳 t, y 嘽 R 噳噩噮 t, z 嘽 ht 嘨 嘰 ≤ t ≤
嘲π嘩的弧长和曲率。

嘴嘮 证明旋转体体积
∫ b
a
πy嘨t嘩2噤x嘨t嘩和旋转面面积

∫ b
a
嘲πy嘨t嘩

√
x′嘨t嘩2 嘫 y′嘨t嘩2噤t

的值与曲线 γ 的参数表示 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩的选择无关。

嘵嘮 求圆周 x2 嘫 嘨y − a嘩2 嘽 b2 嘨 a > b > 嘰 嘩绕 x轴旋转所得的曲面的面积以及

该曲面所围成的有界区域的体积。

嘶嘮 求星形线 x2/3 嘫 y2/3 嘽 a2/3 嘨a > 嘰嘩的弧长、所围有界区域的面积、绕 x

轴旋转所得旋转体的体积和旋转面的面积。

嘷嘮 心脏线的极坐标方程为 r 嘽 a嘨嘱 嘫 噣噯噳 θ嘩嘨−π ≤ θ ≤ θ嘩。求

嘨噡嘩 心脏线的弧长；

嘨噢嘩 心脏线在弧长参数下的方程，以及其各点处的曲率；

嘨噣嘩 心脏线的质心，假设线密度为嘱；

嘨噤嘩 心脏线所围成的平面有界区域的面积，该区域的质心嘨假设面密度

为嘱嘩；
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嘨噥嘩 心脏线绕其对称轴所成的曲面的面积，曲面的质心嘨假设面密度为嘱嘩；

嘨噦嘩 心脏线绕其对称轴所围成的三维区域的体积，该区域的质心嘨假设体

密度为嘱嘩。

7.6 广义积分的概念

例 7.6.1. 求半径为 R的圆所围区域的面积以及周长。

解： x2 嘫 y2 嘽 R2，考虑 y 嘽
√
R2 − x2嘨 −R ≤ x ≤ R 嘩。由对称性

A 嘽 嘲

∫ R

−R

√
R2 − x2噤x 嘽 嘴R2

∫ 1

0

√
嘱− t2噤t.

记 π 嘽 嘴
∫ 1

0

√
嘱− t2噤t。则 A 嘽 πR2。

P 嘽 嘲

∫ R

−R

√
嘱 嘫

(
噤y

噤x

)2

噤x 嘽 嘲

∫ R

−R

√
嘱 嘫

x2

R2 − x2
噤x 嘽 嘴R

∫ 1

0

√
嘱

嘱− t2
噤t.

因为 ∫ 1

0

√
嘱− t2噤t 嘽 t

√
嘱− t2

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

t噤
√
嘱− t2

嘽

∫ 1

0

t2√
嘱− t2

噤t

嘽

∫ 1

0

嘱√
嘱− t2

噤t−
∫ 1

0

√
嘱− t2噤t

嘽
嘱

嘲

∫ 1

0

嘱√
嘱− t2

噤t

所以

嘴

∫ 1

0

嘱√
嘱− t2

噤t 嘽 嘸

∫ 1

0

√
嘱− t2噤t 嘽 嘲π,

从而 P 嘽 嘲πR。

请找出上例论证中的问题。

例 7.6.2. 把地球表面质量为 m的物体发送到距离地球无限远的太空，至少需

要多大的初始速度？

解： 动能的改变量等于引力做的功

嘱

嘲
mv2
∞ −

嘱

嘲
mv2

0 嘽 −
∫ +∞

R

GMm

x2
噤x 嘽

GMm

x

∣∣∣∣+∞
R

嘽 −GMm

R
,

所以

v0 嘽

√
嘲GM

R
嘫

嘱

嘲
mv2
∞ ≥

√
嘲GM

R
.
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上面两个例题中的积分都不是 噒噩噥噭噡噮噮 积分，因为 噒噩噥噭噡噮噮 积分中既要

求积分区间是有界区间嘨第二个例子中的积分区间是 噛R,嘫∞嘩 嘩，同时要求被积

函数是有界函数嘨第一个例子中的被积函数 1√
1−t2 在区间 嘨嘰, 嘱噝上是无界的嘩。这

说明 噒噩噥噭噡噮噮积分是有缺陷的，它限制了被积函数以及积分区域，因此我们需

要推广积分的概念。

定义 7.6.3. 设函数 f 嘺 噛a,嘫∞嘩→ R满足：

嘱嘮 对任何 A > a，f 在区间 噛a,A噝上 噒噩噥噭噡噮噮可积；并且

嘲嘮 极限 噬噩噭
A→+∞

∫ A
a
f嘨x嘩噤x 收敛。

则记 ∫ +∞

a

f嘨x嘩噤x 嘽 噬噩噭
A→+∞

∫ A

a

f嘨x嘩噤x,

称它为 f 在区间 噛a,嘫∞嘩上的广义积分，称 f 在区间 噛a,嘫∞嘩上广义可积或广

义积分
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x收敛。

类似定义广义积分
∫ a
−∞ f嘨x嘩噤x。

f 在区间 嘨−∞,嘫∞嘩上广义可积或广义积分
∫ +∞
−∞ f嘨x嘩噤x收敛，如果两个广

义积分
∫ a
−∞ f嘨x嘩噤x和

∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x都收敛，并且记∫ +∞

−∞
f嘨x嘩噤x 嘽

∫ a

−∞
f嘨x嘩噤x嘫

∫ +∞

a

f嘨x嘩噤x.

定义 7.6.4. 设函数 f 嘺 噛a, b噝→ R满足：

嘱嘮 f 在区间 噛a, b噝上无界；

嘲嘮 对任何 c ∈ 嘨a, b嘩，f 在区间 噛a, c噝上 噒噩噥噭噡噮噮可积；并且

嘳嘮 极限 噬噩噭
c→b−

∫ c
a
f嘨x嘩噤x收敛。

则记 ∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽 噬噩噭
c→b−

∫ c

a

f嘨x嘩噤x,

称它为 f 在区间 噛a, b噝上的瑕积分，b为 f 的一个瑕点，称 f 在区间 噛a, b噝上广

义可积或瑕积分
∫ b
a
f嘨x嘩噤x收敛。
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定义 7.6.5. 如果函数 f 嘺 I → R满足：

嘱嘮 f 在区间 I 上只有有限多个瑕点；

嘲嘮 把区间 I 分解成有限多个不相交的区间 Ik 的并，每个 Ik 为有界区间或单

侧有界区间，f 在每个有界区间 Ik 中至多只有一个瑕点，且该瑕点为区

间 Ik 的端点

嘳嘮 每个广义积分
∫
Ik
f嘨x嘩噤x都收敛。

则记 ∫
I

f嘨x嘩噤x 嘽
∑
k

∫
Ik

f嘨x嘩噤x,

称它为 f 在区间 I 上的广义积分，称 f 在区间 I 上广义可积或广义积分∫
I
f嘨x嘩噤x收敛。否则称广义积分

∫
I
f嘨x嘩噤x发散。

例 7.6.6. 讨论广义积分
∫ +∞

0
噥−λx噤x的收敛性。

解：

F 嘨A嘩 嘽

∫ A

0

噥−λx噤x 嘽

 1−e−λA

λ , λ 6嘽 嘰嘻

A, λ 嘽 嘰.

所以，当 λ ≤ 嘰时，F 嘨A嘩→ 嘫∞嘨 A→ 嘫∞ 嘩，广义积分
∫ +∞

0
噥−λx噤x发散。

当且仅当 λ > 嘰时，广义积分
∫ +∞

0
噥−λx噤x收敛，且∫ +∞

0

噥−λx噤x 嘽
嘱

λ
.

例 7.6.7. 讨论
∫ +∞

1
1
xp 噤x，

∫ +∞
2

1
x(ln x)p 噤x，

∫ +∞
3

1
x ln x(ln ln x)p 噤x的收敛性。

解： 因为 ∫ A

1

嘱

xp
噤x 嘽

∫ lnA

0

嘱

噥pt
噤噥t 嘽

∫ lnA

0

噥−(p−1)t噤t, x 嘽 噥t,

所以，当且仅当 p > 嘱时，广义积分
∫ +∞

1
1
xp 噤x收敛，且∫ +∞

1

嘱

xp
噤x 嘽

嘱

p− 嘱
.

因为 ∫ A

2

嘱

x嘨噬噮x嘩p
噤x 嘽

∫ lnA

ln 2

嘱

tp
噤t, t 嘽 噬噮x,

所以，当且仅当 p > 嘱 时，广义积分
∫ +∞

2
1

x(ln x)p 噤x 收敛。同理，当且仅当

p > 嘱时，广义积分
∫ +∞

3
1

x ln x(ln ln x)p 噤x收敛。
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例 7.6.8. 讨论
∫ 1

0
1
xp 噤x的收敛性。

解： 当 p ≤ 嘰时，这是 噒噩噥噭噡噮噮积分。当 p > 嘰时， 1
xp 在区间 嘨嘰, 嘱嘩上无界，

但在任何区间 噛ε, 嘱噝上连续，所以 x 嘽 嘰是 1
xp 的唯一瑕点。∫ 1

ε

嘱

xp
噤x 嘽

∫ − ln ε

0

噥pt噤噥−t 嘽

∫ lnA

0

噥−(1−p)t噤t, x 嘽 噥−t,

所以，当且仅当 嘰 < p < 嘱时，瑕积分
∫ 1

0
1
xp 噤x收敛，且∫ 1

0

嘱

xp
噤x 嘽

嘱

嘱− p
.

利用定义可以证明广义积分的线性、 噎噥噷噴噯噮嘭噌噥噩噢噮噩噺公式、换元公式、分

部积分等。

对瑕积分 ∫ b

a

f嘨x嘩噤x

其中 a为唯一瑕点，考虑 x 嘽 a嘫 噥−t，则∫ b

a+ε

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ − ln(b−a)

− ln ε

f嘨a嘫 噥−t嘩噤噥−t 嘽

∫ − ln ε

− ln(b−a)

噥−tf嘨a嘫 噥−t嘩噤t.

所以瑕积分
∫ b
a
f嘨x嘩噤x 收敛当且仅当广义积分

∫ +∞
− ln(b−a)

噥−tf嘨a 嘫 噥−t嘩噤t 收敛，

且 ∫ b

a

f嘨x嘩噤x 嘽

∫ +∞

− ln(b−a)

噥−tf嘨a嘫 噥−t嘩噤t.

习题7.6

嘱嘮 平面直角坐标系中的曲线 x3 嘫 y3 嘽 嘳xy 在第一象限围成了一个有界区域

D，求 D的面积。

嘲嘮 求平面直角坐标系中的曲线 x3 嘫 y3 嘽 嘳xy 和它的渐近线之间的无界区域

的面积。

7.7 广义积分的收敛性

在实际应用中经常会遇到广义积分，判断积分的收敛性是首要的任务，但

其中大部分积分因为被积函数没有初等原函数，所以无法通过广义积分定义中

那样的方式进行检查。

Cauchy准则
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定理 7.7.1. 设 f 嘺 噛a,嘫∞嘩 → R 在任何有界区间 I ⊂ 噛a,嘫∞嘩 上 Riemann 可

积。则广义积分
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x收敛当且仅当对任意 ε > 嘰，存在 N嘨ε嘩 > a使得

对任意 A2 > A1 ≥ N嘨ε嘩， ∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ < ε.

证明. 令

F 嘨A嘩 嘽

∫ A

a

f嘨x嘩噤x.

则要证明的结论就是函数极限 噬噩噭
A→+∞

F 嘨A嘩收敛的 噃噡噵噣器噹准则。

虽然上述定理就是函数 F 嘨A嘩 嘽
∫ A
a
f嘨x嘩噤x 在 A → 嘫∞ 时的存在极限的

噃噡噵噣器噹判别法， 噃噡噵噣器噹收敛准则使我们在不知道极限值的情况下也可以判断

是否存在极限，但对广义积分而言，我们甚至无法求得函数 F 嘨A嘩 的值。所以

我们通常需要对积分
∫ A2

A1
f嘨x嘩噤x进行适当的不等式放缩。

定理 7.7.2.
∫ +∞
−∞ f嘨x嘩噤x 收敛当且仅当存在 I ∈ R 使得对任意 ε > 嘰，存在

N嘨ε嘩 > 嘰使得对任意 A < −N嘨ε嘩以及任意 B > N嘨ε嘩，∣∣∣∣∣
∫ B

A

f嘨x嘩噤x− I

∣∣∣∣∣ < ε.

证明. 嘨必要性嘩设
∫ +∞
−∞ f嘨x嘩噤x收敛。则 I1 嘽

∫ +∞
0

f嘨x嘩噤x和 I2
∫ 0

−∞ f嘨x嘩噤x都

收敛。于是对任意 ε > 嘰，存在 N嘨ε嘩 > 嘰 使得对任意 A < −N嘨ε嘩 以及任意

B > N嘨ε嘩， ∣∣∣∣∣
∫ B

0

f嘨x嘩噤x− I1

∣∣∣∣∣ < ε

嘲
,

∣∣∣∣∫ 0

A

f嘨x嘩噤x− I2
∣∣∣∣ < ε

嘲
.

从而∣∣∣∣∣
∫ B

A

f嘨x嘩噤x− 嘨I1 嘫 I2嘩

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ B

0

f嘨x嘩噤x− I1

∣∣∣∣∣嘫
∣∣∣∣∫ 0

A

f嘨x嘩噤x− I2
∣∣∣∣ < ε.

嘨充分性嘩设存在 I ∈ R 使得对任意 ε > 嘰，存在 N嘨ε嘩 > 嘰 使得对任意

A < −N嘨ε嘩以及任意 B > N嘨ε嘩，∣∣∣∣∣
∫ B

A

f嘨x嘩噤x− I

∣∣∣∣∣ < ε.

则对任意 B2 > B1 > N嘨ε嘩，∣∣∣∣∣
∫ B2

B1

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ 嘽
∣∣∣∣∣
∫ B2

−2N(ε)

f嘨x嘩噤x−
∫ B1

−2N(ε)

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ B2

−2N(ε)

f嘨x嘩噤x− I

∣∣∣∣∣嘫
∣∣∣∣∣
∫ B1

−2N(ε)

f嘨x嘩噤x− I

∣∣∣∣∣
< 嘲ε.
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因此由 噃噡噵噣器噹 准则，
∫ +∞

0
f嘨x嘩噤x 收敛。同理可证

∫ 0

−∞ f嘨x嘩噤x 收敛。因此∫ +∞
−∞ f嘨x嘩噤x收敛。

例 7.7.3. x
1+x2 是连续的奇函数，从而对任意 A > 嘰，∫ A

−A

x噤x

嘱 嘫 x2
嘽 嘰.

但是对任意正整数 N，∫ 4N

N

x噤x

嘱 嘫 x2
嘽

嘱

嘲
噬噮

(
嘱 嘫 嘱嘶N2

嘱 嘫N2

)
>

噬噮 嘹

嘲
> 嘱,

所以广义积分
∫ +∞

0
xdx

1+x2 不收敛，从而广义积分
∫ +∞
−∞

xdx
1+x2 不收敛。

绝对收敛与比较法

定义 7.7.4. 称广义积分
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x绝对收敛或f 在区间 噛a,嘫∞嘩上绝对可积，

如果广义积分
∫ +∞
a
|f嘨x嘩|噤x收敛。

定理 7.7.5. 若广义积分
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x绝对收敛，则
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x收敛，并且∣∣∣∣∫ +∞

a

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

a

|f嘨x嘩|噤x.

证明. 由 噃噡噵噣器噹收敛准则和以下不等式得到。∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ ≤
∫ A2

A1

|f嘨x嘩|噤x.

定理 7.7.6 嘨比较法). 设对任意 N > a，f, g在有界区间噛a,N 噝上Riemann可积，

当 x→ 嘫∞时 f嘨x嘩 嘽 O嘨g嘨x嘩嘩，即存在 N0 > 嘰和M > 嘰使得对任意 x > N0，

|f嘨x嘩| ≤M |g嘨x嘩|。则

1. 若广义积分
∫ +∞
a

g嘨x嘩噤x绝对收敛，则
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x绝对收敛。

2. 若
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x不是绝对收敛的，则
∫ +∞
a

g嘨x嘩噤x不是绝对收敛的。

证明. 若广义积分
∫ +∞
a

g嘨x嘩噤x绝对收敛，则对于任意 ε > 嘰，存在 Nε > N0 使

得对任意 A2 > A1 > N，
∫ A2

A1
|g嘨x嘩|噤x < M−1ε。于是∫ A2

A1

|f嘨x嘩|噤x ≤M
∫ A2

A1

|g嘨x嘩|噤x < ε.

因此
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x绝对收敛。

第二个结论是第一个结论的逆否命题。
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推论 7.7.7. 设

噬噩噭
x→+∞

∣∣∣∣f嘨x嘩g嘨x嘩

∣∣∣∣ < 嘫∞.

则

1. 若广义积分
∫ +∞
a

g嘨x嘩噤x绝对收敛，则
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x绝对收敛。

2. 若
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x不是绝对收敛的，则
∫ +∞
a

g嘨x嘩噤x不是绝对收敛的。

例 7.7.8 嘨Gamma函数). 记

嘀嘨α嘩 嘽

∫ +∞

0

xα−1噥−x噤x.

证明：

嘱嘮 上述广义积分收敛当且仅当 α > 嘰；

嘲嘮 对任意 α > 嘰，嘀嘨α嘫 嘱嘩 嘽 α嘀嘨α嘩；

嘳嘮 对任意非负整数 n，嘀嘨n嘫 嘱嘩 嘽 n嘡。

证明. 嘨嘱嘩 因为对任意实数 α，

xα−1噥−x 嘽 xα−1噥−x/2噥−x/2 嘽 O嘨噥−x/2嘩, x→ 嘫∞,∫ +∞
1

噥−
x
2 噤x收敛，所以

∫ +∞
1

xα−1噥−x噤x收敛。

因为当x→ 嘰+时 xα−1噥−x与 xα−1同阶，
∫ 1

0
xα−1噤x收敛当且仅当 嘱−α <

嘱即 α > 嘰，所以
∫ 1

0
xα−1噥−x噤x收敛当且仅当 α > 嘰。

因此
∫ +∞

0
xα−1噥−x噤x收敛当且仅当 α > 嘰。

嘨嘲嘩

嘀嘨α嘫 嘱嘩 嘽

∫ +∞

0

xα噥−x噤x 嘽 −
∫ +∞

0

xα噤噥−x

嘽 − xα噥−x
∣∣+∞
0
− α

∫ +∞

0

xα−1噥−x噤x 嘽 α嘀嘨α嘩.

嘨嘳嘩

嘀嘨嘱嘩 嘽

∫ +∞

0

噥−x噤x 嘽 嘱.

利用 嘀嘨n嘫 嘱嘩 嘽 n嘀嘨n嘩和数学归纳法可以证明 嘀嘨n嘫 嘱嘩 嘽 n嘡。

例 7.7.9 嘨Beta函数).

B嘨α, β嘩 嘽

∫ 1

0

xα−1嘨嘱− x嘩β−1噤x.
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证明：

嘨嘱嘩 上述积分收敛当且仅当 α, β 都是正数；

嘨嘲嘩 对任意α > 嘰，B嘨α, 嘱嘩 嘽 1
α；

嘨嘳嘩 对于任意正整数m,n，B嘨m,n嘩 嘽 (n−1)!(m−1)!
(m+n−1)! 嘽 Γ(m)Γ(n)

Γ(m+n) 。

证明. 嘨嘱嘩 当 x→ 嘰+时，

xα−1嘨嘱− x嘩β−1 嘽 xα−1嘨嘱 嘫 o嘨嘱嘩嘩,

所以
∫ 1/2

0
xα−1嘨嘱 − x嘩β−1噤x 收敛当且仅当

∫ 1/2

0
xα−1噤x 收敛，后者当且仅当

α > 嘰。

当 x→ 嘱− 时，

xα−1嘨嘱− x嘩β−1 嘽 嘨嘱− x嘩β−1嘨嘱 嘫 o嘨嘱嘩嘩,

所以
∫ 1/2

0
xα−1嘨嘱− x嘩β−1噤x收敛当且仅当

∫ 1

1/2
嘨嘱− x嘩β−1噤x收敛，后者当且仅

当 β > 嘰。

所以 B嘨α, β嘩 嘽
∫ 1

0
xα−1嘨嘱− x嘩β−1噤x收敛当且仅当 α, β 都是正数。

嘨嘲嘩 直接计算即得。

嘨嘳嘩 对 α > 嘰以及 β > 嘱，

B嘨α, β嘩 嘽
嘱

α

∫ 1

0

嘨嘱− x嘩β−1噤xα

嘽
嘱

α
嘨嘱− x嘩β−1xα

∣∣∣∣1
0

嘫
β − 嘱

α

∫ 1

0

xα嘨嘱− x嘩β−2噤x

嘽
β − 嘱

α
B嘨α嘫 嘱, β − 嘱嘩.

因此对于任意正整数m,n，

B嘨m,n嘩 嘽
n− 嘱

m
B嘨m嘫 嘱, n− 嘱嘩 嘽

嘨n− 嘱嘩嘨n− 嘲嘩

m嘨m嘫 嘱嘩
B嘨m嘫 嘲, n− 嘲嘩 嘽 · · ·

嘽
嘨n− 嘱嘩嘡

m嘨m嘫 嘱嘩嘨m嘫 n− 嘲嘩
B嘨m嘫 n− 嘱, 嘱嘩 嘽

嘨n− 嘱嘩嘡嘨m− 嘱嘩嘡

嘨m嘫 n− 嘱嘩嘡
嘽

嘀嘨m嘩嘀嘨n嘩

嘀嘨m嘫 n嘩
.

条件收敛与Dirichlet-Abel判别法

定义 7.7.10. 称广义积分
∫ +∞
a

f嘨x嘩噤x条件收敛，如果它收敛但不是绝对收敛。

例 7.7.11. 讨论
∫ +∞

0
sin x
xα 噤x收敛性。

解：分成瑕积分
∫ 1

0
sin x
xα 噤x和无穷积分

∫ +∞
0

sin x
xα 噤x，分别讨论它们的收敛性。
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当 x → 嘰+时， sin x
xα 嘽 1

xα−1 嘨嘱 嘫 o嘨嘱嘩嘩，所以
∫ 1

0
sin x
xα 噤x 收敛当且仅当∫ 1

0
1

xα−1 噤x收敛，后者当且仅当 α− 嘱 < 嘱即 α < 嘲。

所以，当 α ≥ 嘲时，
∫ 1

0
sin x
xα 噤x发散。

下面讨论
∫ +∞

1
sin x
xα 噤x的收敛性。

由 ∣∣∣∣∣
∫ B

A

噳噩噮x

xα
噤x

∣∣∣∣∣ 嘽
∣∣∣∣∣− 噣噯噳x

xα

∣∣∣B
A
− α

∫ B

A

噣噯噳x

x1+α
噤x

∣∣∣∣∣
≤ 嘱

Bα
嘫

嘱

Aα
嘫 |α|

∫ B

A

嘱

x1+α
噤x

知：当 α > 嘰时，对任意 ε > 嘰，存在 N嘨ε嘩 > 嘱使得对任意 B > A > N嘨ε嘩，

嘱

Bα
<
ε

嘳
,

嘱

Aα
<
ε

嘳
, α

∫ B

A

嘱

x1+α
噤x <

ε

嘳
.

因此
∫ +∞

1
sin x
xα 噤x收敛。

当 α > 嘱时， ∣∣∣∣ 噳噩噮xxα

∣∣∣∣ ≤ 嘱

xα
,

而
∫ +∞

1
1
xα 噤x收敛，所以

∫ +∞
1

sin x
xα 噤x收敛绝对收敛。

当 嘰 < α ≤ 嘱时，∫ 2nπ

nπ

∣∣∣∣ 噳噩噮xxα

∣∣∣∣ 噤x ≥ n∑
k=1

∫ (n+k)π−π6

(n+k−1)π+π
6

嘱

嘲x
|噤x

嘽

n∑
k=1

噬噮

(
嘨n嘫 k嘩π − π

6

嘨n嘫 k − 嘱嘩π 嘫 π
6

)
>

n∑
k=1

噬噮

(
嘱 嘫

2
3

n嘫 k

)

>

n∑
k=1

1
3

n嘫 k
>

n∑
k=1

1
3

嘲n
嘽

嘱

嘶

所以
∫ +∞

1
sin x
xα 噤x不是绝对收敛的。因此 嘰 < α ≤ 嘱时，

∫ +∞
1

sin x
xα 噤x是条件收

敛的。

当 α ≤ 嘰时，∣∣∣∣∣
∫ (n+1)π

nπ

噳噩噮x

xα
噤x

∣∣∣∣∣ 嘽
∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣ 噳噩噮xxα

∣∣∣∣ 噤x ≥ ∫ (n+1)π

nπ

|噳噩噮x|噤x 嘽 嘲.

所以当 α ≤ 嘰时，
∫ +∞

1
sin x
xα 噤x发散。

总结：

• 当 α ≥ 嘲或 α ≥ 嘰时，积分
∫ +∞

0
sin x
xα 噤x发散；

• 当 嘱 < α < 嘲时，积分
∫ +∞

0
sin x
xα 噤x绝对收敛；

• 当 α < 嘱时，积分
∫ +∞

0
sin x
xα 噤x条件收敛。
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定理 7.7.12. 设 g 单调，记 F 嘨x嘩 嘽
∫ x
a
f嘨t嘩噤t。则当下述两组条件之一成立时，∫ +∞

a
f嘨x嘩g嘨x嘩噤x收敛。

1. (Dirichlet) F 嘨x嘩有界， 噬噩噭
x→+∞

g嘨x嘩 嘽 嘰；

2. (Abel) 噬噩噭
x→+∞

F 嘨x嘩收敛，g有界。

证明. 嘨嘱嘩 设 f 连续，g连续可微。则对任意 B > A > 嘰，∣∣∣∣∣
∫ B

A

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ 嘽
∣∣∣∣∣
∫ B

A

g嘨x嘩噤F 嘨x嘩

∣∣∣∣∣
嘽

∣∣∣∣∣F 嘨B嘩g嘨B嘩− F 嘨A嘩g嘨A嘩−
∫ B

A

F 嘨x嘩g′嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣
≤M |g嘨B嘩|嘫M |g嘨A嘩|嘫M

∫ B

A

|g′嘨x嘩|噤x

嘽M |g嘨B嘩|嘫M |g嘨A嘩|嘫M

∣∣∣∣∣
∫ B

A

g′嘨x嘩噤x

∣∣∣∣∣ 嘨g单调嘩

≤ 嘲M 嘨|g嘨B嘩|嘫 |g嘨A嘩|嘩 ≤ 嘴M |g嘨A嘩| 嘨g单调嘩

→ 嘰, 嘨当 A→ 嘫∞嘩.

所有由噃噡噵噣器噹准则，
∫ +∞
a

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x收敛。

嘨嘲嘩 令 噾g嘨x嘩 嘽 g嘨x嘩 − β，其中 β 嘽 噬噩噭
x→+∞

g嘨x嘩。则由 噄噩噲噩噣器噬噥噴，广义积分∫ +∞
a

f嘨x嘩噾g嘨x嘩噤x收敛。所以∫ +∞

a

f嘨x嘩g嘨x嘩噤x 嘽

∫ +∞

a

f嘨x嘩噾g嘨x嘩噤x嘫 β

∫ +∞

a

f嘨x嘩噤x

收敛。

习题7.7

嘱嘮 讨论积分
∫ π/2

0
嘨噳噩噮x嘩α嘨噣噯噳x嘩β噤x的收敛性，并用 噂噥噴噡函数表示它的值。

嘲嘮 讨论积分
∫ +∞

0
xα

1+xβ | sin x|噤x的收敛性。



第 8章 常微分方程

8.1 基本概念

微分方程就是一个或几个未知函数以及它们的导数满足的等式，微分方程

的阶就是方程中出现的未知函数的最高阶导数的阶。如果一个微分方程中的未

知函数都是关于同一个变量的一元函数，那么这个方程称为一个常微分方程。

F 嘨x, y, y′, . . . , y(n)嘩 嘽 嘰

是关于未知函数 y 的 n阶常微分方程，它通常被称为隐式常微分方程。在显式

常微分方程中，未知函数 y的最高阶导数是 y和它的低阶导数的函数，即

y(n) 嘽 f嘨x, y, y′, . . . , y(n−1)嘩.

微分方程组由关于一组未知函数的多个微分方程所组成。一阶（显式）常

微分方程组的一般形式为

y′ 嘽 F嘨x,y嘩,



y′1 嘽 F1嘨x, y1, . . . , yn嘩,

y′2 嘽 F2嘨x, y1, . . . , yn嘩,

嘮嘮嘮

y′n 嘽 Fn嘨x, y1, . . . , yn嘩.

高阶微分方程可以改写为一阶微分方程组。令

y 嘽


y

y′

嘮嘮嘮

y(n−1)

 ,

则

y′ 嘽


y′

y′′

嘮嘮嘮

y(n)

 嘽


y′

y′′

嘮嘮嘮

f嘨x, y, y′, · · · , y(n−1)嘩

 嘽 F嘨x,y嘩.

嘲嘰嘵
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因此，高阶方程的性质可以通过研究一阶微分方程组而得到。

线性微分方程组形如

y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩,

其中 A嘨x嘩是 n行 n列的矩阵，f嘨x嘩是 n维列向量。f嘨x嘩是这个线性方程组的

非齐次项。若 f嘨x嘩 嘽 嘰，则该方程组称为线性齐次微分方程组；否则称为线性

非齐次微分方程组。若矩阵A是常值矩阵，则该方程组称为常系数线性微分方

程组；否则称为变系数线性方程组。

对 n阶线性微分方程

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩,

可以类似定义齐次或非齐次、常系数或变系数线性微分方程，f 为非齐次项。

对一阶常微分方程组， y′ 嘽 F嘨x,y嘩,

y嘨x0嘩 嘽 y0

称为初值问题，其中 y嘨x0嘩 嘽 y0称为初始条件。相应地，对高阶微分方程，

y(n) 嘽 f嘨x, y, y′, . . . , y(n−1)嘩,

y嘨x0嘩 嘽 y0,

y′嘨x0嘩 嘽 y1,

嘮嘮嘮

y(n−1)嘨x0嘩 嘽 yn−1

称为初值问题，



y嘨x0嘩 嘽 y0,

y′嘨x0嘩 嘽 y1,

嘮嘮嘮

y(n−1)嘨x0嘩 嘽 yn−1

称为初始条件。一般而言，一个微分方

程的解由初始条件确定，所以通常一个 n阶微分方程的解会含有 n个任意常数，

这样的解称为微分方程的通解嘨噧噥噮噥噲噡噬 噳噯噬噵噴噩噯噮嘩。不含任何任意常数的解称为

微分方程的特解。需要指出的是，对一些微分方程，并非每个特解都包含在通

解之中，这时通解不是微分方程的所有的解。

8.2 降阶与降维

降低微分方程的阶数（降阶）和减少方程组中未知函数的个数（降维）是

求解微分方程的常用手段。
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降阶

嘨噉嘩 不显含未知函数 y 的微分方程，即形如

F 嘨x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)嘩 嘽 嘰

的微分方程，它等价于方程组F 嘨x, , z, z′, . . . , z(n−k)嘩 嘽 嘰,

y(k) 嘽 z.

由这个方程组中的第一个方程解得 z，再利用第二个方程通过 k 次积分得到原

方程的解 y。而第一个方程为 n− k阶微分方程。

例 8.2.1 嘨线性方程利用常数变易法降阶). 如果 y0嘨x嘩是线性齐次方程

Ly 嘽 y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 嘰

的一个恒不为零的解，则 y嘨x嘩 嘽 C嘨x嘩y0嘨x嘩是 Ly 嘽 f 的解当且仅当 C嘨x嘩是一

个线性 n阶方程 L嘨Cy0嘩 嘽 f 的解，这个方程是一个可降阶方程。

例如，噥x是

xy′′ − 嘨x嘫 嘱嘩y′ 嘫 y 嘽 嘰

的解。于是，噥xC嘨x嘩是

xy′′ − 嘨x嘫 嘱嘩y′ 嘫 y 嘽 f嘨x嘩

的解当且仅当

x噥x 噛C ′′ 嘫 嘲C ′ 嘫 C噝− 嘨x嘫 嘱嘩噥x 噛C ′ 嘫嘫C噝 嘫 噥xC 嘽 f嘨x嘩,

即

xC ′′ 嘫 嘨x− 嘱嘩C ′ 嘽 噥−xf嘨x嘩,

这是关于 C 的一个可降阶的二阶线性方程。

嘨噉噉嘩 不显含自变量 x的微分方程，即形如

F 嘨y, y′, y′′, . . . , y(n)嘩 嘽 嘰

的微分方程。令 z 嘽 y′ ，则

噤u

噤x
嘽

噤u

噤y

噤y

噤x
嘽 z

噤u

噤y
,

于是

噤ky

噤xk
嘽

(
噤

噤x

)k
y 嘽

(
z
噤

噤y

)k
y 嘽

(
z
噤

噤y

)k−1(
z
噤y

噤y

)
嘽

(
z
噤

噤y

)k−1

z,
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因此原方程等价于以下方程组
F

(
y, z,

(
z d

dy

)
z, . . . ,

(
z d

dy

)n−1

z

)
嘽 嘰,

dy
dx 嘽 z.

其中第一个方程是 n − 嘱 阶微分方程，由它解得 z 嘽 z嘨y嘩，再由第二个方程
dy
dx 嘽 z嘨y嘩解得 y 嘽 y嘨x嘩。

嘨噉噉噉嘩 利用算子因子分解降阶。

例 8.2.2. 考虑微分方程

Ly 嘽 xy′′ − 嘨x嘫 嘱嘩y′ 嘫 y 嘽 f嘨x嘩.

其中 L是微分算子

x
噤2

噤x2
− 嘨x嘫 嘱嘩

噤

噤x
嘫 嘱 嘽 x

(
噤

噤x

)2

− 嘨x嘫 嘱嘩
噤

噤x
嘫 嘱 嘽

(
x
噤

噤x
− 嘱

)(
噤

噤x
− 嘱

)
.

所以原方程等价于以下一阶微分方程组
(
x d

dx − 嘱
)
z 嘽 f嘨x嘩,(

d
dx − 嘱

)
y 嘽 z.

可以从第一个方程解出 z嘨x嘩，再把它代入第二个方程解得 y嘨x嘩。

例 8.2.3. 对常系数线性微分方程

Ly 嘽 y(n) 嘫 an−1y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1y

′ 嘫 a0y 嘽 f嘨x嘩,

微分算子 L总是可以因式分解成如下形式的(
噤

噤x
− λ1

)
· · ·
(

噤

噤x
− λn

)
,

其中 λ1, . . . , λn 是特征多项式

λn 嘫 an−1λ
n−1 嘫 · · ·嘫 a1λ嘫 a0

的所有根。于是原方程等价于以下一阶微分方程组

(
d

dx − λ1

)
z1 嘽 f嘨x嘩,(

d
dx − λ2

)
z2 嘽 z1,

嘮嘮嘮(
d

dx − λn
)
y 嘽 zn−1.

从这些方程依次解出 z1, z2, . . . , zn−1和 y。
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例 8.2.4. 噅噵噬噥噲方程是一种特殊类型的变系数线性微分方程，具有如下形式

xny(n) 嘫 an−1x
n−1y(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1xy

′ 嘫 a0y 嘽 f嘨x嘩,

它可以因式分解成如下形式(
x
噤

噤x
− λ1

)
· · ·
(
x
噤

噤x
− λn

)
y 嘽 f.

于是原方程等价于以下一阶微分方程组

(
x d

dx − λ1

)
z1 嘽 f嘨x嘩,(

x d
dx − λ2

)
z2 嘽 z1,

嘮嘮嘮(
x d

dx − λn
)
y 嘽 zn−1.

从这些方程依次解出 z1, z2, . . . , zn−1和 y。

降维

减少微分方程组中未知函数之间的耦合，可以降低方程的复杂度，从而使

方程更易于求解。如果一阶微分方程组具有如下形式

y′1 嘽 f1嘨x, y1嘩,

y′2 嘽 f2嘨x, y1, y2嘩,

嘮嘮嘮

y′n 嘽 fn嘨x, y1, y2, . . . , yn嘩,

那么我们可以从第一个方程解出 y1嘨x嘩，将其代入第二个方程，得到

y′2 嘽 f嘨x, y1嘨x嘩, y2嘩,

进而解出 y2嘨x嘩。如此可依次解出 y1, y2, . . . , yn。本节中提到的那些例子，最终

都转化为了这种形式的方程组。

例 8.2.5. 对矩阵

A 嘽



λ 嘱 · · · 嘰 嘰

嘰 λ
嘮 嘮 嘮 嘰 嘰

嘮嘮嘮
嘮嘮嘮

嘮 嘮 嘮
嘮 嘮 嘮

嘮嘮嘮

嘰 嘰 · · · λ 嘱

嘰 嘰 · · · 嘰 λ


常微分方程组

y′ 嘽 Ay 嘫 f嘨x嘩
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即 

y′1 − λy1 嘽 y2 嘫 f1嘨x嘩,

y′2 − λy2 嘽 y3 嘫 f2嘨x嘩,

嘮嘮嘮

y′n − λyn 嘽 fn嘨x嘩.

于是可以借由这些一维的一阶微分方程依次解出 yn, yn−1, . . . , y2, y1。

例 8.2.6. 根据矩阵的特征值、特征向量以及噊噯噲噤噡噮标准型的相关结论，对任何

复数常数矩阵 A，都存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP 嘽 嘃是对角块矩阵

嘃 嘽


嘃1

嘃2

嘮 嘮 嘮

嘃k


于是经坐标变换 

z1

z2

嘮嘮嘮

zk

 嘽 P−1


y1

y2

嘮嘮嘮

yk


常微分方程组

y′ 嘽 Ay 嘫 f嘨x嘩

变为

z′ 嘽 P−1y′ 嘽 P−1 嘨Ay 嘫 f嘨x嘩嘩 嘽 嘃z嘫 P−1f嘨x嘩,

后者由一些独立的低维微分方程组组成。也就是利用系数矩阵的特征值所对应

的不变子空间分解，实现微分方程的解耦。此时，要么 嘃j 是一维的，要么 嘃j

是形如上例中的噊噯噲噤噡噮块矩阵。

8.3 一阶微分方程

一阶微分方程及其背后的几何

显示的一阶微分方程形如

噤y

噤x
嘽 f嘨x, y嘩.

此时二元函数 f 在 xy 坐标平面中的每个点 嘨x, y嘩 处指定了一个斜率值 f嘨x, y嘩

，此时函数 y 嘽 y嘨x嘩 是上述微分方程的解当且仅当该函数的图像，即曲线

嘨x, y嘨x嘩嘩，在其经过的每个点处的切线斜率恰好为 f嘨x, y嘨x嘩嘩。所以，我们把 f
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视为 xy 坐标平面上的一个斜率场，称曲线 嘨x, y嘨x嘩嘩 为这个斜率场的一条积分

曲线。

上述微分方程也可以改写为

f嘨x, y嘩噤x− 噤y 嘽 嘰.

从而可以考虑如下形式的微分方程

P 嘨x, y嘩噤x嘫Q嘨x, y嘩噤y 嘽 嘰.

此时，称曲线 γ 嘺 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩是这个微分方程的一条积分曲线，如果

P 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩x′嘨t嘩 嘫Q嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩y′嘨t嘩 嘽 嘰,

即凡在曲线 γ所经之处，曲线 γ的切线总是与向量 嘨P 嘨x, y嘩, Q嘨x, y嘩嘩T 正交。因

此在 xy 坐标平面上，向量场 嘨P 嘨x, y嘩, Q嘨x, y嘩嘩T 的正交方向给出一个方向场，

上述微分方程的积分曲线也就是这个方向场的积分曲线。而之前所说的斜率场

其实也刚好确定了一个方向场。

如果 γ 嘺 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩是

P 嘨x, y嘩噤x嘫Q嘨x, y嘩噤y 嘽 嘰

的一条积分曲线，且 x′嘨t嘩 6嘽 嘰，则通过反函数 t 嘽 t嘨x嘩得到曲线 γ 的另一个表

达 嘨x, 噾y嘨x嘩嘩 嘽 嘨x, y嘨t嘨x嘩嘩嘩。

最简单的一阶微分方程
噤y

噤x
嘽 f嘨x嘩,

它的解就是 f 的所有原函数。如果 y 嘽 F 嘨x嘩是该微分方程嘨即斜率场 f 嘩的一条

积分曲线，则 y 嘽 F 嘨x嘩 嘫 C 也是。从几何上看，这个方程的斜率场或方向场只

依赖于 x坐标，因而沿 y 轴平移保持不变，所以它的任何一条积分曲线沿 y 轴

平移后仍是积分曲线。

分离变量的微分方程

所谓分离变量的微分方程方程就是形如

噤y

噤x
嘽
f嘨x嘩

g嘨y嘩

的微分方程，它等价于

g嘨y嘩噤y 嘽 f嘨x嘩噤x.

上式两边积分得到 ∫
g嘨y嘩噤y 嘽

∫
f嘨x嘩噤x.

所以

G嘨y嘩 嘽 F 嘨x嘩 嘫 C,
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其中 F,G分别是 f, g 的原函数，C 是任意常数。这给出了平面上的一条曲线。

当 g嘨y嘩 6嘽 嘰时，G有反函数，并解得

y 嘽 G−1嘨F 嘨x嘩 嘫 C嘩.

几何上看，如果考虑坐标变换 x 嘽 x,

z 嘽 G嘨y嘩,

则
噤z

噤x
嘽

噤z

噤y

噤y

噤x
嘽 g嘨y嘩 · f嘨x嘩

g嘨y嘩
嘽 f嘨x嘩,

即在xz坐标系中，原微分方程变为最简单的一阶微分方程。

例 8.3.1 嘨最速降线). 嘱嘶嘹嘶年 噊噯器噡噮噮 噂噥噲噮噯噵噬噬噩 向全世界提出了如下这个挑战

问题：给定竖直平面中不在同一竖线上的两点 A和 B，A高于 B，求连接 A和

B的一条曲线 γ，使得一个初始速度为零的珠子在重力作用下沿 γ 从 A到 B所

用时间最短。这就是著名的“最速降线问题”。

解： 以 A为原点建立坐标系，x轴为水平方向，y 轴正向竖直向下，B点位于

第一象限。

根据机械能守恒
嘱

嘲
mv2 嘽 mgy.

所以

v 嘽
√
嘲gy.

因此珠子的运动是变速运动，在同一高度速度相同。

图 嘸嘮嘱嘺

噊噯器噡噮噮 噂噥噲噮噯噵噬噬噩根据 噆噥噲噭噡噴原理和折射定理指出

v

噳噩噮 θ
嘽常数C.



嘸嘮嘳嘮 一阶微分方程 嘲嘱嘳

其中 θ是曲线与 y轴正向的夹角。

于是

噣噯噴 θ 嘽 噴噡噮
(π
嘲
− θ
)
嘽

噤y

噤x
.

因此

C2 嘽
v2

噳噩噮2 θ
嘽 v2

(
嘱 嘫 噣噯噴2 θ

)
嘽 嘲gy

[
嘱 嘫 嘨y′嘩2

]
,

即

y
[
嘱 嘫 嘨y′嘩2

]
嘽 嘲C1.

于是

y′ 嘽

√
嘲C1

y
− 嘱.

这是一个分离变量方程，
噤y√

2C1

y − 嘱
嘽 噤x,

令 y 嘽 嘲C1 噳噩噮
2 ψ 嘨 嘰 < ψ < π 嘩，得到

嘴C1 噳噩噮
2 ψ噤ψ 嘽 噤x,

解得 x 嘽 嘲C1ψ − C1 噳噩噮 嘲ψ 嘫 C2,

y 嘽 C1嘨嘱− 噣噯噳 嘲ψ嘩.

这是摆线的参数方程。

在 A点，x 嘽 y 嘽 嘰，所以 ψ 嘽 嘰，C2 嘽 嘰，于是x 嘽 C1嘨嘲ψ − 噳噩噮 嘲ψ嘩,

y 嘽 C1嘨嘱− 噣噯噳 嘲ψ嘩.

在 B点，x 嘽 xb，y 嘽 yb，
yb
xb

嘽
嘱− 噣噯噳 嘲ψ

嘲ψ − 噳噩噮 嘲ψ
.

右端函数关于 ψ在区间 嘨嘰, π嘩上是一个严格减的连续函数，值域为 嘨嘰,嘫∞嘩，所

以上述等式有唯一解 ψ0 ∈ 嘨嘰, π嘩。于是 C1 嘽 yb
1−cos 2ψ0

。从而曲线 γ 为
x 嘽

xb嘨嘲ψ − 噳噩噮 嘲ψ嘩

嘲ψ0 − 噳噩噮 嘲ψ0
,

y 嘽
yb嘨嘱− 噣噯噳 嘲ψ嘩

嘱− 噣噯噳 嘲ψ0
.

一些可以转化为分离变量形式的微分方程
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例 8.3.2.
噤y

噤x
嘽 f嘨ax嘫 by 嘫 c嘩.

即 p 嘽 ax嘫 by 嘫 c。则

嘱 嘽 a
噤x

噤p
嘫 b

噤y

噤x

噤x

噤p
嘽 嘨a嘫 bf嘨p嘩嘩

噤x

噤p
,

即
噤x

噤p
嘽

嘱

a嘫 bf嘨p嘩
,

这是个最简单的微分方程，由它解得

x 嘽

∫
噤p

a嘫 bf嘨p嘩
嘽 G嘨ax嘫 by 嘫 c嘩 嘫 C,

其中 G是 1
a+bf(p) 的一个原函数，C 是任意常数。

例 8.3.3 嘨齐次方程).
噤y

噤x
嘽 f

(y
x

)
.

记 t 嘽 y
x，u 嘽 噬噮 |x|。则 y 嘽 xt，两边对 t求导得到

噤y

噤x

噤x

噤t
嘽 t

噤x

噤t
嘫 x,

因此
噤u

噤t
嘽

噤u

噤x

噤x

噤t
嘽

嘱

x

噤x

噤t
嘽

嘱

x
· x

f嘨t嘩− t
嘽

嘱

f嘨t嘩− t
,

这是最简单的微分方程，积分得到

u 嘽

∫
噤t

f嘨t嘩− t
,

从而 x 嘽 C噥G(y/x)，其中 G是 1
f(p)−p 的一个原函数，C 是任意常数。

例 8.3.4. xy直角坐标平面中位于点 嘨a, 嘰嘩处的一只狼看见一只兔子沿 y轴正向

以速度 v 匀速前进恰好经过原点。狼开始追逐兔子，狼始终朝向兔子，并保持

以速度 嘱匀速前进。问狼是否能追上兔子以及狼追多久能追到兔子？

解： 设时刻 t时狼位于点 嘨x嘨t嘩, y嘨t嘩嘩。于是

vt− y嘨t嘩
x嘨t嘩

嘽 噴噡噮嘨π − θ嘨t嘩嘩 嘽 − 噴噡噮 θ嘨t嘩 嘽 −噤y

噤x
,

因此

vt− y嘨t嘩 嘽 −x嘨t嘩 噤y
噤x
,

于是两边对 x求导，得到

v
噤t

噤x
− 噤y

噤x
嘽 −噤y

噤x
− x噤

2y

噤x2
嘻
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另一方面，

−噤x

噤t

√
嘱 嘫

(
噤y

噤x

)2

嘽 嘱,

所以

v

√
嘱 嘫

(
噤y

噤x

)2

嘽 x
噤2y

噤x2
嘮

这是可降阶方程，令 z 嘽 dy
dx，则

v
√

嘱 嘫 z2 嘽 x
噤z

噤x
.

这是一个分离变量方程，解得

z 嘽
Axv

嘲
− 嘱

嘲Axv
.

因此

y 嘽


Axv+1

嘲嘨嘱 嘫 v嘩
− x1−v

嘲A嘨嘱− v嘩
嘫B, v 6嘽 嘱嘻

Axv+1

嘲嘨嘱 嘫 v嘩
− 噬噮x

嘲A
嘫B, v 嘽 嘱.

若 v ≥ 嘱，则 噬噩噭
x→0+

y嘨x嘩 嘽 嘫∞，所以 y 嘽 y嘨x嘩与 y轴无交点，于是狼追不上兔

子。

若 v < 嘱，则

y 嘽
Axv+1

嘲嘨嘱 嘫 v嘩
− x1−v

嘲A嘨嘱− v嘩
嘫B.

又因为 y嘨a嘩 嘽 嘰，y′嘨a嘩 嘽 嘰，而

y′ 嘽
Axv

嘲
− x−v

嘲A
,

所以 A 嘽 a−v，所以

y 嘽
xv+1

嘲av嘨嘱 嘫 v嘩
− avx1−v

嘲嘨嘱− v嘩
嘫

av

嘱− v2
.

于是

y嘨嘰嘩 嘽
av

嘱− v2
.

此时狼跑的路程

L 嘽

∫ a

0

√
嘱 嘫

(
噤y

噤x

)2

噤x 嘽

∫ a

0

x

v

噤2y

噤x2
噤x 嘽

x

v

噤y

噤x

∣∣∣∣a
0

−
∫ a

0

嘱

v

噤y

噤x
噤x 嘽

a

嘱− v2
,

这也正是狼跑的时间，此时兔子恰好也位于 av
1−v2 处。所以狼追到兔子。

习题8.3
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嘱嘮 设 P 嘨x, y嘩, Q嘨x, y嘩都是 k次齐次函数，即对任意正数 λ以及任意 嘨x, y嘩 6嘽
嘨嘰, 嘰嘩，都有

P 嘨λx, λy嘩 嘽 λkP 嘨x, y嘩, Q嘨λx, λy嘩 嘽 λkQ嘨x, y嘩.

因此在xy坐标平面中沿从原点出发的每条射线平移，微分方程

P 嘨x, y嘩噤x嘫Q嘨x, y嘩噤y 嘽 嘰

对应的方向场保持不变。证明：在平面极坐标系下，上述微分方程是分离

变量的。

嘲嘮 证明形如
噤y

噤x
嘽 f

(
ax嘫 bx嘫 c

αx嘫 βy 嘫 γ

)
的方程可以在适当的坐标系下改写为分离变量形式。

嘳嘮 解方程

z′ 嘽 −q − pz − z2,

其中 p, q是实数。

8.4 线性微分方程

我们考察

Ly 嘽 y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩,

其中系数函数 a0, a1, . . . , an−1和非齐次项 f 都是区间 I 上的连续函数。

因为微分算子 L是线性的，所以

定理 8.4.1 嘨线性叠加原理). 设 Ly 嘽 f，Lz 嘽 g。则对任意复数 λ, µ，

L嘨λy 嘫 µz嘩 嘽 λf 嘫 µg.

由此得到

定理 8.4.2 嘨齐次方程和非齐次方程的解空间). 齐次方程的所有的解组成的集

合 V0 嘽 {y|Ly 嘽 嘰}是一个线性空间；非齐次方程所有的解组成一个仿射空间
Vf 嘽 {y|Ly 嘽 f}，且对任意y1 ∈ Vf，Vf 嘽 {y1 嘫 y|Ly 嘽 嘰}，即非齐次方程的
通解是齐次方程的通解与非齐次方程的某个特解的和。
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所以，求解线性微分方程就归结为如何求解齐次线性方程以及如何找到非

齐次方程的一个特解。

一阶线性方程

对一阶线性微分方程

y′ 嘫 a嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩,

它对应的齐次方程

y′ 嘫 a嘨x嘩y 嘽 嘰

是分离变量方程，
噤y

y
嘽 −a嘨x嘩噤x.

积分得到

y嘨x嘩 嘽 C噥噸噰

(
−
∫ x

x0

a嘨t嘩噤t

)
.

为了验证这是齐次方程的所有的解以及求解非齐次方程，我们可以使用常

数变易法。

设 Y0嘨x嘩是齐次方程 y′ 嘫 a嘨x嘩y 嘽 嘰的一个解，满足 Y0嘨x嘩 6嘽 嘰嘨 ∀x 嘩。则对

任意 y嘨x嘩，令 C嘨x嘩 嘽 y(x)
Y0(x)，于是 y嘨x嘩 嘽 Y0嘨x嘩C嘨x嘩。 y嘨x嘩 嘽 Y0嘨x嘩C嘨x嘩是方

程

y′ 嘫 a嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩

的解，当且仅当

Y0嘨x嘩C
′嘨x嘩 嘫 Y ′0嘨x嘩C嘨x嘩 嘫 a嘨x嘩Y0嘨x嘩C嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩

即

Y0嘨x嘩C
′嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩,

也即

C ′嘨x嘩 嘽
f嘨x嘩

Y0嘨x嘩
.

于是

C嘨x嘩 嘽 C0 嘫

∫ x

x0

f嘨t嘩

Y0嘨t嘩
噤t.

因此

y′ 嘫 a嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩

的解为

y嘨x嘩 嘽 Y0嘨x嘩C0 嘫 Y0嘨x嘩

∫ x

x0

f嘨t嘩

Y0嘨t嘩
噤t.

其中 Y0嘨x嘩C0 是齐次方程的所有的解，Y0嘨x嘩
∫ x
x0

f(t)
Y0(t)噤t是非齐次方程的一个特

解。因此
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定理 8.4.3. 1. 齐次方程的通解为 y嘨x嘩 嘽 Y0嘨x嘩C，齐次方程解空间是一个

一维的线性空间，非齐次方程的解空间是一个一维的仿射空间；

2. 初值问题

y′ 嘫 a嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩, y嘨x0嘩 嘽 y0

有唯一解

y嘨x嘩 嘽 Y0嘨x嘩y0 嘫 Y0嘨x嘩

∫ x

x0

f嘨t嘩

Y0嘨t嘩
噤t,

其中 Y0嘨x嘩 嘽 e
−

∫ x
x0
a(t)dt

。

从上述计算，我们发现利用常数变易法求非齐次线性方程特解时需要计算

积分。在有些特殊情况下，可以利用一些特殊方法求得特解而无需积分。

例 8.4.4. 对微分方程

y′ 嘫 ay 嘽 噥µxP 嘨x嘩, 嘨µ ∈ C嘩

设 y 嘽 噥µxz嘨x嘩，则得到

z′ 嘫 嘨a嘫 µ嘩 z嘨x嘩 嘽 P 嘨x嘩.

这样就可以把非齐次项中的指数函数和三角函数嘨看成是复数指数的指数函数嘩因

子剔除。

如果 P 嘨x嘩是多项式，则上述方程有多项式解。

若 a嘫 µ 嘽 嘰，则

z嘨x嘩 嘽

∫
P 嘨x嘩噤x.

若 a嘫 µ 6嘽 嘰，则

z嘨x嘩 嘽
P 嘨x嘩

a嘫 µ
− P ′嘨x嘩

嘨a嘫 µ嘩2
嘫

P ′′嘨x嘩

嘨a嘫 µ嘩3
嘫 · · ·嘫 嘨−嘱嘩k P (k)嘨x嘩

嘨a嘫 µ嘩k+1
,

其中 k是多项式 P 嘨x嘩的次数。

例 8.4.5. 求以下微分方程的通解。

x
噤z

噤x
− z 嘽 x2噥x.

解： 齐次方程

x
噤z

噤x
− z 嘽 嘰,

是分离变量方程，其通解为 z 嘽 Cx。

设 u嘨x嘩噥x 是非齐次方程的一个特解，则

xu′ 嘫 xu− u 嘽 x2.

如果 u嘨x嘩是多项式，则上述方程左侧中以 xu次数最高，经观察知 u嘨x嘩 嘽 x是

特解。所以非齐次方程通解为 z 嘽 Cx嘫 x噥x。
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例 8.4.6 嘨Bernoulli方程). 形如

y′ 嘫 a嘨x嘩y 嘽 b嘨x嘩yβ , β 6嘽 嘰, 嘱

的一阶微分方程称为Bernoulli方程。它不是线性方程，但是很容易变形为线性

方程：两边除以 yβ，得到(
嘱

yβ−1

)′
嘫 嘨嘱− β嘩a嘨x嘩

(
嘱

yβ−1

)
嘽 嘨嘱− β嘩b嘨x嘩,

这是关于 1
yβ−1 的一阶线性方程。由此可以解出 y嘨x嘩。

高阶线性方程

高阶线性微分方程可以看做关于微分算子 d
dx 的多项式，因此可以尝试通过

“因子分解”降阶。

例 8.4.7. 求以下方程的通解

xy′′ − 嘨x嘫 嘱嘩y′ 嘫 y 嘽 x2噥x.

解： 由待定系数法

x
噤2

噤x2
− 嘨x嘫 嘱嘩

噤

噤x
嘫 嘱 嘽

(
x
噤

噤x
− α

)(
噤

噤x
− β

)
嘽 x

噤2

噤x2
− 嘨βx嘫 α嘩

噤

噤x
嘫 αβ.

可得 α 嘽 β 嘽 嘱，因此原方程即(
x
噤

噤x
− 嘱

)(
噤

噤x
− 嘱

)
y 嘽 x2噥x.

令 z 嘽 dy
dx − y。则原方程等价于由两个一阶线性方程组成的方程组x dz

dx − z 嘽 x2噥x,

dy
dx − y 嘽 z.

由第一个方程解得其通解 z 嘽 C1x嘫 x噥x。再由第二个方程利用叠加原理解得

y 嘽 C2噥
x − C1嘨x嘫 嘱嘩 嘫

x2

嘲
噥x.

例 8.4.8. 求 x2y′′ − 嘲y 嘽 x4的通解。

解： 微分方程可以分解为(
x
噤

噤x
嘫 嘱

)(
x
噤

噤x
− 嘲

)
y 嘽 x4,

从而可以仿照上例的办法求解嘨过程略嘩。
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然而，我们通过直接观察 y1嘨x嘩 嘽 x2 是齐次方程 x2y′′ − 嘲y 嘽 嘰的一个解，

y0嘨x嘩 嘽
x4

10 是非齐次方程 x2y′′ − 嘲y 嘽 x4的一个解。

用常数变易法，令 y嘨x嘩 嘽 x2C嘨x嘩是齐次方程的解。则

x2嘨x2C ′′ 嘫 嘴xC ′嘩 嘽 嘰,

即

xC ′′ 嘫 嘴C ′ 嘽 嘰.

解得

C嘨x嘩 嘽
C2

x3
嘫 C1,

从而原方程通解为

y嘨x嘩 嘽
x4

嘱嘰
− C2

x
嘫 C1x

2.

例 8.4.9. 求常系数线性微分方程的通解

y(n) 嘫 an−1y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1y

′ 嘫 a0y 嘽 f嘨x嘩.

解： 特征多项式的因式分解

λn 嘫 an−1λ
n−1 嘫 · · ·嘫 a1λ嘫 a0 嘽

k∏
j=1

嘨λ− λj嘩mj ,

意味着微分方程的分解

k∏
j=1

(
噤

噤x
− λj

)mj
y 嘽 f嘨x嘩,

所以原方程等价于 

(
d

dx − λ1

)m1
y 嘽 z1,(

d
dx − λ2

)m2
z1 嘽 z2,

嘮嘮嘮(
d

dx − λk
)m1

zk−1 嘽 f嘨x嘩.

而每个形如 (
噤

噤x
− λ
)m

u 嘽 g嘨x嘩

的方程又等价于 

(
d

dx − λ
)
u 嘽 u1,(

d
dx − λ

)
u1 嘽 u2,

嘮嘮嘮(
d

dx − λ
)
um−1 嘽 g嘨x嘩.

该方程组是由一系列可以依次求解的一阶线性微分方程组成的。
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高阶线性方程降阶的一般方法是常数变易法。

例 8.4.10 嘨高阶线性微分方程和常数变易法). 如果 Y0嘨x嘩是齐次线性方程

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 嘰

的一个解，满足 Y0嘨x嘩 6嘽 嘰嘨 ∀x 嘩，则 y嘨x嘩 嘽 Y0嘨x嘩C嘨x嘩是

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩

的解当且仅当

n∑
k=1

(
n

k

)
Y

(n−k)
0 嘨x嘩C(k)嘨x嘩 嘫 an−1嘨x嘩

n−1∑
k=1

(
n− 嘱

k

)
Y

(n−1−k)
0 嘨x嘩C(k)嘨x嘩

嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩Y0嘨x嘩C
′嘨x嘩

嘫 嘨Y
(n)
0 嘫 an−1嘨x嘩Y

(n−1)
0 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩Y

′
0 嘫 a0嘨x嘩Y0嘩C嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩

即

n∑
k=1

(
n

k

)
Y

(n−k)
0 嘨x嘩C(k) 嘫 an−1嘨x嘩

n−1∑
k=1

(
n− 嘱

k

)
Y

(n−1−k)
0 嘨x嘩C(k)

嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩Y0嘨x嘩C
′ 嘽 f嘨x嘩,

这是关于 C ′的一个 n−嘱阶线性微分方程，它的非齐次项 f嘨x嘩就是原方程的非

齐次项嘨所以原方程为齐次方程时，这个方程也是齐次的嘩。当原方程是常系数

齐次微分方程时，取 Y0嘨x嘩 嘽 噥λx，其中 λ是原方程的一个特征指数，于是这个

关于 C ′的方程仍然是常系数线性齐次方程。

8.5 一阶线性微分方程组

一阶线性微分方程组是指形如

y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩

的方程，其中 A嘨x嘩是 n行n列的矩阵，

y嘨x嘩 嘽


y1嘨x嘩

y2嘨x嘩
嘮嘮嘮

yn嘨x嘩

 , f嘨x嘩 嘽


f1嘨x嘩

f2嘨x嘩
嘮嘮嘮

fn嘨x嘩

 .
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它的分量形式为 

y′1 嘽 a11嘨x嘩y1 嘫 · · ·嘫 a1n嘨x嘩yn 嘫 f1嘨x嘩,

y′2 嘽 a21嘨x嘩y1 嘫 · · ·嘫 a2n嘨x嘩yn 嘫 f2嘨x嘩,

嘮嘮嘮

y′n 嘽 an1嘨x嘩y1 嘫 · · ·嘫 ann嘨x嘩yn 嘫 fn嘨x嘩.

例 8.5.1. 记

A嘨x嘩 嘽



嘰 嘱 嘰 · · · 嘰

嘰 嘰 嘱 · · · 嘰
嘮嘮嘮

嘮嘮嘮
嘮嘮嘮

嘮 嘮 嘮
嘮嘮嘮

嘰 嘰 嘰 · · · 嘱

−a0嘨x嘩 −a1嘨x嘩 −a2嘨x嘩 · · · −an−1嘨x嘩


,

f嘨x嘩 嘽


嘰

嘰
嘮嘮嘮

f嘨x嘩

 .

则 y嘨x嘩 嘽


y1嘨x嘩

y2嘨x嘩
嘮嘮嘮

yn嘨x嘩

 是一阶线性方程组y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩 的解，当且仅当

y嘨x嘩 嘽


y嘨x嘩

y′嘨x嘩
嘮嘮嘮

y(n−1)嘨x嘩

，其中 y嘨x嘩是以下高阶方程的解

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩.

定理 8.5.2 嘨叠加原理). 若 y嘨x嘩 和 z嘨x嘩 分别是 y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩 和 z′ 嘽

A嘨x嘩z嘫g嘨x嘩的解，则 αy嘨x嘩嘫βz嘨x嘩是 u′ 嘽 A嘨x嘩u嘫αf嘨x嘩嘫βg嘨x嘩的解。

推论 8.5.3. 1. 齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y的所有解组成一个线性空间 V0。

2. 非齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩的所有解组成一个基于 V0 的仿射空间 V：

对任意 y, z ∈ V，y − z ∈ V0。

3. 非齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩 的通解是该方程的一个特解与齐次方程

y′ 嘽 A嘨x嘩y的通解之和。
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定理 8.5.4. 设 A嘨x嘩连续，则对任何 x0 及 y0 ∈ Rn，初值问题y′ 嘽 A嘨x嘩y,

y嘨x0嘩 嘽 y0

有解。

设 y1嘨x嘩,y2嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩是齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y的 n个解。记

U嘨x嘩 嘽 嘨y1嘨x嘩,y2嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩嘩,

即 U嘨x嘩是以 y1嘨x嘩,y2嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩为列向量的 n行n列的矩阵。则

U ′ 嘽 嘨y′1嘨x嘩,y
′
2嘨x嘩, . . . ,y

′
n嘨x嘩嘩

嘽 嘨A嘨x嘩y1嘨x嘩, A嘨x嘩y2嘨x嘩, . . . , A嘨x嘩yn嘨x嘩嘩

嘽 A嘨x嘩U嘨x嘩.

因此我们称 U嘨x嘩为齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y的矩阵解。记

W 嘨x嘩 嘽 噤噥噴U嘨x嘩 嘽 噤噥噴嘨y1嘨x嘩,y2嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩嘩,

称为 n个解 y1嘨x嘩,y2嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩的噗噲噯噮噳噫噹行列式。

定理 8.5.5 嘨Liouville). 设W 嘨x嘩为齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y的 n个解的Wronsky

行列式。则

W ′嘨x嘩 嘽 噴噲A嘨x嘩W 嘨x嘩.

从而W 嘨x嘩 嘽W 嘨x0嘩e
∫ x
x0

trA(s)ds
。

证明. 由行列式的定义和求导的噌噥噩噢噮噩噺法则知

W ′嘨x嘩 嘽

n∑
k=1

Wk嘨x嘩,

其中Wk嘨x嘩是对行列式W 嘨x嘩的第 k行求导而其他行不变所得到的行列式。

由微分方程组知

W 嘨x嘩的第 k行的导数 嘽 akk嘨x嘩× W 嘨x嘩的第k行嘫其他行的线性组合.

所以由行列式的性质知Wk嘨x嘩 嘽 akk嘨x嘩W 嘨x嘩，因此

W ′嘨x嘩 嘽 噴噲A嘨x嘩W 嘨x嘩.

从而W 嘨x嘩 嘽W 嘨x0嘩噥
∫ x
x0

trA(s)ds
。

推论 8.5.6. 1. 设 W 嘨x嘩为齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y 的 n个解的Wronsky行列

式。则对任意 x，W 嘨x嘩 嘽 嘰当且仅当存在 x0 使得W 嘨x0嘩 嘽 嘰。
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2. 设 y1嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩 是齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y 的 n 个解。则对任意 x，

y1嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩线性无关当且仅当存在 x0 使得 y1嘨x0嘩, . . . ,yn嘨x0嘩线性无

关。

定理 8.5.7. 设 A嘨x嘩和 f嘨x嘩连续，则对任何 x0 及 y0 ∈ Rn，初值问题y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩,

y嘨x0嘩 嘽 y0

有唯一解。

证明. 由解的存在性定理知初值问题y′ 嘽 A嘨x嘩y,

y嘨x0嘩 嘽 ek

有解 yk嘨x嘩。再由 噌噩噯噵噶噩噬噬噥 定理推论知对任意 x，y1嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩 线性无关，

从而对任意 x，矩阵 U嘨x嘩 嘽 嘨y1嘨x嘩,y2嘨x嘩, . . . ,yn嘨x嘩嘩可逆。

噛常数变易法噝 y嘨x嘩 嘽 U嘨x嘩C嘨x嘩是 y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩的解当且仅当

U嘨x嘩C′嘨x嘩 嘽 f嘨x嘩,

即

C′嘨x嘩 嘽 U嘨x嘩−1f嘨x嘩.

因此

C嘨x嘩 嘽 C0 嘫

∫ x

x0

U嘨t嘩−1f嘨t嘩噤t.

于是

y嘨x嘩 嘽 U嘨x嘩C0 嘫 U嘨x嘩

∫ x

x0

U嘨t嘩−1f嘨t嘩噤t

是 y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩的通解。

当 x 嘽 x0时，U嘨x0嘩 嘽 In，从而 y嘨x0嘩 嘽 C0。所以

y嘨x嘩 嘽 U嘨x嘩y0 嘫 U嘨x嘩

∫ x

x0

U嘨t嘩−1f嘨t嘩噤t

是初值问题 y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩,

y嘨x0嘩 嘽 y0

的解。
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当 f ≡ 嘰时，y嘨x嘩 嘽 U嘨x嘩C0 是齐次方程 y′ 嘽 A嘨x嘩y的通解。若 y嘨x0嘩 嘽

0，则 C0 嘽 0，从而 y嘨x嘩 ≡ 0。即初值问题y′ 嘽 A嘨x嘩y,

y嘨x0嘩 嘽 0

只有零解。

若 y1嘨x嘩和 y2嘨x嘩都是初值问题y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩,

y嘨x0嘩 嘽 y0

的解，则 y嘨x嘩 嘽 y1嘨x嘩− y2嘨x嘩是初值问题y′ 嘽 A嘨x嘩y,

y嘨x0嘩 嘽 0

的解，从而 y嘨x嘩 嘽 y1嘨x嘩− y2嘨x嘩 ≡ 0，即 y1嘨x嘩 ≡ y2嘨x嘩。因此初值问题y′ 嘽 A嘨x嘩y 嘫 f嘨x嘩,

y嘨x0嘩 嘽 y0

有唯一解。

上述证明中的办法是解一阶线性方程组的常数变易法。

推论 8.5.8. y′ 嘽 A嘨x嘩y的解空间 V0是 n维线性空间；y′ 嘽 A嘨x嘩y嘫 f嘨x嘩的解

空间是基于 V0 的一个 n维仿射空间。

例 8.5.9 嘨简谐振动与共振). 求 y′′ 嘫 y 嘽 噳噩噮嘨ωx嘩的通解。

解： y′′ 嘫 y 嘽 噳噩噮嘨ωx嘩对应于方程组

y′ 嘽

(
嘰 嘱

−嘱 嘰

)
y 嘫

(
嘰

噳噩噮嘨ωx嘩

)
.

因为 噳噩噮x和 噣噯噳x是齐次方程 y′′ 嘫 y 嘽 嘰的解，所以(
噣噯噳x

噣噯噳′ x

)
嘽

(
噣噯噳x

− 噳噩噮x

)
,

(
噳噩噮x

噳噩噮′ x

)
嘽

(
噳噩噮x

噣噯噳x

)

是上述方程组的齐次部分的解，

U嘨x嘩 嘽

(
噣噯噳x 噳噩噮x

− 噳噩噮x 噣噯噳x

)
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是相应的矩阵解，满足 噤噥噴U嘨x嘩 嘽 嘱。设 y嘨x嘩 嘽 U嘨x嘩C嘨x嘩是上述非齐次线性

方程组的解。则

U嘨x嘩C′嘨x嘩 嘽

(
嘰

噳噩噮嘨ωx嘩

)
.

解得

C′嘨x嘩 嘽 U嘨x嘩−1

(
嘰

噳噩噮嘨ωx嘩

)
嘽

(
噣噯噳x − 噳噩噮x

噳噩噮x 噣噯噳x

)(
嘰

噳噩噮嘨ωx嘩

)

嘽

(
− 噳噩噮x 噳噩噮嘨ωx嘩

噣噯噳x 噳噩噮嘨ωx嘩

)
嘽

(
cos(1+ω)x−cos(1−ω)x

2
sin(1+ω)x−sin(1−ω)x

2

)
.

积分得到

C嘨x嘩 嘽

(
sin(1+ω)x

2(1+ω) −
sin(1−ω)x

2(1−ω) 嘫A
cos(1−ω)x

2(1−ω) −
cos(1+ω)x

2(1+ω) 嘫B

)
, 若 ω 6嘽 嘱嘻

或

C嘨x嘩 嘽

(
sin 2x

4 − x
2 嘫A

− cos 2x
4 嘫B

)
, 若ω 嘽 嘱嘻

因此，当 ω 6嘽 嘱时，

y嘨x嘩 嘽

(
噳噩噮嘨嘱 嘫 ω嘩x

嘲嘨嘱 嘫 ω嘩
− 噳噩噮嘨嘱− ω嘩x

嘲嘨嘱− ω嘩
嘫A

)
噣噯噳x

嘫

(
噣噯噳嘨嘱− ω嘩x
嘲嘨嘱− ω嘩

− 噣噯噳嘨嘱 嘫 ω嘩x

嘲嘨嘱 嘫 ω嘩
嘫B

)
噳噩噮x

嘽
噳噩噮ωx

嘱− ω2
嘫A 噣噯噳x嘫B 噳噩噮x

是原二阶方程通解，它们都是有界的。

当 ω 嘽 嘱时，

y嘨x嘩 嘽

(
噳噩噮 嘲x

嘴
− x

嘲
嘫A

)
噣噯噳x

嘫

(
−噣噯噳 嘲x

嘴
嘫B

)
噳噩噮x

嘽

(
B 嘫

嘱

嘴

)
噳噩噮x嘫A 噣噯噳x− x

嘲
噣噯噳x

是原二阶方程通解，它们都不是有界的。

y′′嘫y 嘽 嘰刻画了一个简谐振动，其频率为 嘱。y′′嘫y 嘽 噳噩噮嘨ωx嘩的非齐次项

噳噩噮ωx 是一个周期外力，其频率为 ω。当外力频率与系统固有频率不同时，所

有解都是有界解。当外力频率与系统固有频率相同时，所有解都是无界的，这

就是共振现象。
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定义 8.5.10. 设 y1嘨x嘩, . . . , yn嘨x嘩是 n阶线性齐次方程

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 嘰

的 n个解。称 y1嘨x嘩, . . . , yn嘨x嘩线性无关，如果如下矩阵可逆
y1嘨x嘩 y2嘨x嘩 · · · yn嘨x嘩

y′1嘨x嘩 y′2嘨x嘩 · · · y′n嘨x嘩
嘮嘮嘮

嘮嘮嘮
嘮 嘮 嘮

嘮嘮嘮

y
(n−1)
1 嘨x嘩 y

(n−1)
2 嘨x嘩 · · · y

(n−1)
n 嘨x嘩

 .

设 y1嘨x嘩, . . . , yn嘨x嘩是 n阶线性齐次方程

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 嘰

的 n个线性无关解。则对非齐次方程

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩

的任何解 y嘨x嘩，可设
y嘨x嘩

y′嘨x嘩
嘮嘮嘮

y(n−1)嘨x嘩

 嘽


y1嘨x嘩 y2嘨x嘩 · · · yn嘨x嘩

y′1嘨x嘩 y′2嘨x嘩 · · · y′n嘨x嘩
嘮嘮嘮

嘮嘮嘮
嘮 嘮 嘮

嘮嘮嘮

y
(n−1)
1 嘨x嘩 y

(n−1)
2 嘨x嘩 · · · y

(n−1)
n 嘨x嘩




C1嘨x嘩

C2嘨x嘩
嘮嘮嘮

Cn嘨x嘩

 .

于是 
y1嘨x嘩 y2嘨x嘩 · · · yn嘨x嘩

y′1嘨x嘩 y′2嘨x嘩 · · · y′n嘨x嘩
嘮嘮嘮

嘮嘮嘮
嘮 嘮 嘮

嘮嘮嘮

y
(n−1)
1 嘨x嘩 y

(n−1)
2 嘨x嘩 · · · y

(n−1)
n 嘨x嘩




C ′1嘨x嘩

C ′2嘨x嘩
嘮嘮嘮

C ′n嘨x嘩

 嘽


嘰

嘰
嘮嘮嘮

f嘨x嘩

 .

这就是求解高阶线性微分方程的常数变易法。从这个嘨代数嘩线性方程组解得

C ′k嘨x嘩 嘨 k 嘽 嘱, . . . , n 嘩，然后积分得到 C1嘨x嘩, . . . , Cn嘨x嘩，从而得到微分方程

y(n) 嘫 an−1嘨x嘩y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1嘨x嘩y

′ 嘫 a0嘨x嘩y 嘽 f嘨x嘩

的通解

y嘨x嘩 嘽 C1嘨x嘩y1嘨x嘩 嘫 · · ·嘫 Cn嘨x嘩yn嘨x嘩.
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8.6 常系数线性微分方程(组)

常系数线性高阶微分方程

对常系数线性方程

y(n) 嘫 an−1y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1y

′ 嘫 a0y 嘽 f嘨x嘩,

我们要解决两个问题：构造齐次方程的 n个线性无关解，找到非齐次方程的一

个特解。

求非齐次方程的特解的一般方法是常数变易法嘨见上节嘩，但这涉及到解代

数方程组以及积分。对特殊形式的非齐次项，我们可以有更简便的办法。

我们称 f嘨x嘩是一个拟多项式，如果 f嘨x嘩 嘽 P 嘨x嘩噥λx，其中 P 嘨x嘩是多项式，

λ可以是实数，也可以是复数，也就是包括 P 嘨x嘩噥αx 噳噩噮βx或 P 嘨x嘩噥αx 噣噯噳βx。

这时我们设 y嘨x嘩 嘽 z嘨x嘩噥λx。于是

z(n)噥λx 嘫 bn−1z
(n−1)噥λx 嘫 · · ·嘫 b1z

′噥λx 嘫 b0z噥
λx 嘽 P 嘨x嘩噥λx,

从而

z(n) 嘫 bn−1z
(n−1) 嘫 · · ·嘫 b1z

′ 嘫 b0z 嘽 P 嘨x嘩.

这是关于 z 的一个常系数 n阶线性微分方程，非齐次项是关于 x的多项式。然

后可以用待定系数法求得它的一个多项式解 Q嘨x嘩。从而 Q嘨x嘩噥λx 是原方程的一

个特解。

例 8.6.1. 求方程 y′′ 嘫 y 嘽 噳噩噮嘨ωx嘩 嘨ω > 嘰嘩的解。

解： 微分方程 y′′ 嘫 y 嘽 噥iωx 的虚部就是原方程。下面求解这个复方程。设

y嘨x嘩 嘽 Q嘨x嘩噥iωx。代入上述复方程，得到

Q′′ 嘫 嘲噩ωQ′ 嘫 嘨嘱− ω2嘩Q 嘽 嘱.

当 ω 6嘽 嘱时，考虑 Q是多项式，由于上式等号右端是常数，所以 Q为常数，易

见

Q 嘽
嘱

嘱− ω2
,

于是

y 嘽
嘱

嘱− ω2
噥iωx

是复方程的一个特解。易见 噥ix, 噥−ix 是齐次方程的解，由常数变易法知齐次方

程通解为

y 嘽 C1噥
ix 嘫 C2噥

−ix,

从而非齐次方程通解为

y 嘽 C1噥
ix 嘫 C2噥

−ix 嘫
嘱

嘱− ω2
噥iωx.
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取它的虚部，得到原方程通解为

y 嘽 A 噣噯噳x嘫B 噳噩噮x嘫
嘱

嘱− ω2
噳噩噮嘨ωx嘩.

此时，所有解都是有界的振荡。

当 ω 嘽 嘱时，

Q′′ 嘫 嘲噩Q′ 嘽 嘱.

易见

Q 嘽
x

嘲噩

是该方程特解，于是

y 嘽
x

嘲噩
噥ix

是复方程的一个特解。类似前一情形的讨论，得到原方程通解

y 嘽 A 噣噯噳x嘫B 噳噩噮x− x

嘲
噣噯噳x.

此时，虽然非齐次项（外力）是有界的，但方程的每个解都是无界的振荡。

对常系数齐次线性方程

y(n) 嘫 an−1y
(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1y

′ 嘫 a0y 嘽 嘰,

由特征多项式的因式分解

λn 嘫 an−1λ
n−1 嘫 · · ·嘫 a1λ嘫 a0 嘽

k∏
j=1

嘨λ− λj嘩mj ,

我们知道

噥λjx, x噥λjx, . . . ,
xmj−1

嘨mj − 嘱嘩嘡
噥λjx, j 嘽 嘱, . . . , k

是齐次方程的 n个解。我们证明它们是线性无关的。

事实上，我们证明对任意 k个彼此不同的复数 λ1, . . . , λk，以及任意正整数

N，我们证明

噥λjx, x噥λjx, . . . ,
xN

N 嘡
噥λjx, j 嘽 嘱, . . . , k

是线性无关的。这 k嘨N 嘫 嘱嘩个函数是 k嘨N 嘫 嘱嘩阶齐次线性微分方程

k∏
j=1

(
噤

噤x
− λj

)N+1

y 嘽 嘰

的解。
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记 M 嘽 k嘨N 嘫 嘱嘩，上述函数为 y1嘨x嘩, y2嘨x嘩, . . . , yM 嘨x嘩。假设它们线性相

关，则存在 x0及不全为零的常数 C1, . . . , CM 使得
y1嘨x0嘩 y2嘨x0嘩 · · · yM 嘨x0嘩

y′1嘨x0嘩 y′2嘨x0嘩 · · · y′M 嘨x0嘩
嘮嘮嘮

嘮嘮嘮
嘮 嘮 嘮

嘮嘮嘮

y
(M−1)
1 嘨x0嘩 y

(M−1)
2 嘨x0嘩 · · · y

(M−1)
M 嘨x0嘩




C1

C2

嘮嘮嘮

CM

 嘽 嘰.

于是 y嘨x嘩 嘽 C1y1嘨x嘩 嘫C2y2嘨x嘩 嘫 · · ·嘫CMyM 嘨x嘩是该齐次线性微分方程满足初

始条件

y嘨x0嘩 嘽 y′嘨x0嘩 嘽 · · · 嘽 y(M−1)嘨x0嘩 嘽 嘰

的解。由线性方程解的唯一性知 y嘨x嘩 ≡ 嘰，即

C1y1嘨x嘩 嘫 C2y2嘨x嘩 嘫 · · ·嘫 CMyM 嘨x嘩 嘽 嘰, ∀x.

注意到 (
噤

噤x
− µ

)
xm

m嘡
噥λx 嘽

xm−1

嘨m− 嘱嘩嘡
噥λx 嘫 嘨λ− µ嘩x

m

m嘡
噥λx,

所以由(
噤

噤x
− λ1

)N k∏
j=2

(
噤

噤x
− λj

)N+1

嘨C1y1嘨x嘩 嘫 C2y2嘨x嘩 嘫 · · ·嘫 CMyM 嘨x嘩嘩 嘽 嘰

得到 C1y1嘨x嘩 嘫 C2y2嘨x嘩 嘫 · · · 嘫 CMyM 嘨x嘩中 xN

N ! 噥
λ1x 的系数为零。同理可证每

个 yj嘨x嘩的系数都是零。这与 C1, . . . , CM 不全为零矛盾。因此

噥λjx, x噥λjx, . . . ,
xN

N 嘡
噥λjx, j 嘽 嘱, . . . , k

线性无关。

Euler方程

形如

xny(n) 嘫 an−1x
n−1y(n−1) 嘫 · · ·嘫 a1xy

′ 嘫 a0y 嘽 f嘨x嘩

的线性方程称为Euler方程。

记 t 嘽 噬噮x，则 x 嘽 噥t。对任何函数 u 嘽 u嘨x嘩 嘽 u嘨噥t嘩，

噤u

噤t
嘽

噤u

噤x

噤x

噤t
嘽 x

噤u

噤x
.

所以
噤

噤t
嘽 x

噤

噤x
.

噤2

噤t2
嘽 x

噤

噤x

(
x
噤

噤x

)
嘽 x2 噤2

噤x2
嘫 x

噤

噤x
.
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所以

x2 噤2

噤x2
嘽

噤2

噤t2
− 噤

噤t
嘽

(
噤

噤t
− 嘱

)
噤

噤t
.

猜测

xk
噤k

噤xk
嘽

(
噤

噤t
− 嘨k − 嘱嘩

)
· · ·
(

噤

噤t
− 嘱

)
噤

噤t
.

这个猜测可以用数学归纳法证明其成立。因为

x
噤

噤x

(
xk

噤k

噤xk

)
嘽 xk+1 噤k+1

噤xk+1
嘫 kxk

噤k

噤xk
,

所以

xk+1 噤k+1

噤xk+1
嘽

(
x
噤

噤x
− k
)(

xk
噤k

噤xk

)
嘽

(
噤

噤t
− k
)(

噤

噤t
− 嘨k − 嘱嘩

)
· · · 噤

噤t
.

后者是关于变量 t的 k 嘫 嘱阶常系数线性微分算子。因此噅噵噬噥噲方程可以写成

噤ny

噤tn
嘫 bn−1

噤n−1y

噤tn−1
嘫 · · ·嘫 b1

噤y

噤t
嘫 b0y 嘽 f嘨噥t嘩

的形式，这是常系数线性微分方程。

常系数一阶线性微分方程组

考虑常系数线性齐次方程组

y′ 嘽 Ay.

如果 v1, . . . ,vk 是 A 的一组线性无关的特征向量，分别对应于 A 的特征值

λ1, . . . , λk，即 Avj 嘽 λjvj。不难验证对任意常数 C1, . . . , Ck，

y嘨x嘩 嘽 C1噥
λ1xv1 嘫 · · ·嘫 Ck噥

λkxvk

是上述齐次方程的解。如果 k 嘽 n，则这给出齐次方程的通解。

然而很多矩阵不具备构成空间的一组特征向量，用线性代数的语言，有的

特征值其几何重数小于代数重数。这时需要考虑广义特征向量。

对任何复数 λ，考虑线性子空间序列

{0} ⊆ 噋噥噲嘨A− λI嘩 ⊆ 噋噥噲嘨A− λI嘩2 ⊆ · · ·

如果 噋噥噲嘨A− λI嘩k 嘽 噋噥噲嘨A− λI嘩k+1，则

嘨A− λI嘩k+2v 嘽 嘰⇒ 嘨A− λI嘩v ∈ 噋噥噲嘨A− λI嘩k+1 嘽 噋噥噲嘨A− λI嘩k

⇒ 嘨A− λI嘩k+1v 嘽 嘰,

从而 噋噥噲嘨A− λI嘩k+1 嘽 噋噥噲嘨A− λI嘩k+2。

如果 λ 是 A 的特征值，则 噋噥噲嘨A − λI嘩 6嘽 {0}，噤噩噭噋噥噲嘨A − λI嘩 是 λ

的几何重数。由于维数的限制，所以上述子空间序列中存在 k 使得，噋噥噲嘨A −
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λI嘩k 嘽 噋噥噲嘨A− λI嘩k+1，并且对任意 j < k，噋噥噲嘨A− λI嘩j ⊂ 噋噥噲嘨A− λI嘩j+1。

噤噩噭噋噥噲嘨A− λI嘩k 就是 λ的代数重数。

设 λ是 A的一个特征值，

v0 嘽 0← v1 ← v2 ← · · · ← vk

是相应于 λ的一个特征向量嘭广义特征向量链，即 嘨A− λI嘩vj 嘽 vj−1。设

y嘨x嘩 嘽 c1嘨x嘩v1 嘫 c2嘨x嘩v2 嘫 · · ·嘫 ck嘨x嘩vk

是 y′ 嘽 Ay的解，则

c′1嘨x嘩v1 嘫 c′2嘨x嘩v2 嘫 · · ·嘫 c′k嘨x嘩vk

嘽A 嘨c1嘨x嘩v1 嘫 c2嘨x嘩v2 嘫 · · ·嘫 ck嘨x嘩vk嘩

嘽c1嘨x嘩λv1 嘫 c2嘨x嘩嘨v1 嘫 λv2嘩 嘫 · · ·嘫 ck嘨x嘩嘨vk−1 嘫 λvk嘩

嘽嘨λc1嘨x嘩 嘫 c2嘨x嘩嘩v1 嘫 · · ·嘫 嘨λck−1嘨x嘩 嘫 ck嘨x嘩嘩vk−1 嘫 λck嘨x嘩vk.

所以 

c′1 − λc1 嘽 c2,

c′2 − λc2 嘽 c3,

嘮嘮嘮

c′k−1 − λck−1 嘽 ck,

c′k − λck 嘽 嘰

所以 

c1嘨x嘩 嘽 C1噥
λx 嘫 C2x噥

λx 嘫 C3
x2

2 噥λx 嘫 · · ·嘫 Ck
xk−1

(k−1)!噥
λx

c2嘨x嘩 嘽 C2噥
λx 嘫 C3x噥

λx 嘫 · · ·嘫 Ck
xk−2

(k−2)!噥
λx

嘮嘮嘮

ck−1嘨x嘩 嘽 Ck−1噥
λx 嘫 Ckx噥

λx,

ck嘨x嘩 嘽 Ck噥
λx

因此

y嘨x嘩 嘽 c1嘨x嘩v1 嘫 c2嘨x嘩v2 嘫 · · ·嘫 ck嘨x嘩vk

嘽 C1噥
λxv1 嘫 C2噥

λx嘨xv1 嘫 v2嘩 嘫 · · ·

嘫 Ck噥
λx

(
xk−1

嘨k − 嘱嘩嘡
v1 嘫

xk−2

嘨k − 嘲嘩嘡
v2 嘫 · · ·嘫 xvk−1 嘫 vk

)

8.7 从线性振动到单摆

前面我们介绍了求解微分方程的一些办法，然而对绝大多数微分方程没有

初等函数形式的解。下面我们以二阶微分方程为例，说明如何利用微分方程本

身来研究它的解的性质。
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胡克定律与简谐振动

根据胡克定律和牛顿第二定律，弹簧振子的运动由以下微分方程刻画

y′′ 嘽 −qy,

其中 y嘨t嘩为时刻 t时系在弹簧自由端的物体偏离平衡位置的位移。胡克定律说，

弹簧的回复力的方向与位移方向相反，大小与位移大小成比例。

记 E 嘽 (y′)2

2 嘫 qy2

2 ，则 E 是机械能，它是动能 (y′)2

2 与弹性势能 qy2

2 之和。

噤E

噤t
嘽 y′嘨y′′ 嘫 qy嘩 嘽 嘰.

所以机械能守恒。

对给定的能量 E > 嘰，由 qy2

2 ≤ E解得 −
√

2E
q ≤ y ≤

√
2E
q ，

T 嘽 嘴

∫ T
4

0

噤t 嘽 嘴

∫ √
2E
q

0

噤y√
嘲E − qy2

嘽
嘴
√
q

∫ 1

0

噤u√
嘱− u2

嘽
嘲π
√
q
, y 嘽 u

√
嘲E

q
.

所以除零解外，所有解都是周期运动，周期与 E 无关，只与 q有关。

阻尼振动

简谐振动方程是如下二阶线性微分方程的特殊情况：

y′′ 嘫 py′ 嘫 qy 嘽 嘰,

它的解由初值 y嘨t0嘩和 y′嘨t0嘩唯一决定。我们称以 嘨y, y′嘩为坐标的平面为上述微

分方程的相平面，相平面中的点为相点。上述微分方程确定了相平面中的一个

向量场

v嘨y, y′嘩 嘽

(
y′

−qy − py′

)
它就是微分方程组 (

y

y′

)′
嘽

(
嘰 嘱

−q −p

)(
y

y′

)
的右端。

上述微分方程的特征多项式为

λ2 嘫 pλ嘫 q,

其零点 λ1, λ2为特征根，也是上述方程组系数矩阵的特征值。

λ1 嘫 λ2 嘽 −p, λ1λ2 嘽 q.

记

嘁 嘽 p2 − 嘴q.
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当 嘁 > 嘰时，两个特征值是相异实数，且对应于每个特征值 λ，

(
嘱

λ

)
是

相应的特征向量。在特征向量所在的直线嘨以下称为特征直线嘩上，

v嘨k, kλ嘩 嘽

(
kλ

−qk − pkλ

)
嘽 λ

(
k

kλ

)
嘽 kλ

即那里的向量场与特征直线平行，从而从一条特征直线上出发的相曲线永远位

于这条特征直线上。特征直线的存在限制了相曲线在相平面中的旋转。如果特

征值 λ < 嘰，则对应的特征直线上的相曲线随 t → 嘫∞而趋于原点；如果特征
值 λ > 嘰，则对应的特征直线上的相曲线随 t → −∞而趋于原点；如果特征值
λ 嘽 嘰，则对应的特征直线上的每个点都保持静止。

嘨噉嘩 当 q < 嘰 时，两个特征值满足 λ1 < 嘰 < λ2。此时原点称为鞍点。相

曲线在 t → 嘫∞时趋于零点，当且仅当它位于 λ1 对应的特征直线上；相曲线

在 t → −∞时趋于零点，当且仅当它位于 λ2 对应的特征直线上。其他相曲线

在 t → ±∞时都会远离原点。你可以想象马鞍上的水珠在重力作用下流淌的样
子。

嘨噉噉嘩 当 q > 嘰时，方程

y′′ 嘽 −qy − py′,

表明除了线性回复力，还有另外一个外力−py′，它的大小与速度 y′成正比。

机械能

E 嘽
qy2

嘲
嘫

嘨y′嘩2

嘲

的水平集嘨等能量线嘩是以原点为中心的椭圆。

噤E

噤t
嘽 qyy′ 嘫 y′y′′ 嘽 y′嘨y′′ 嘫 qy嘩 嘽 −p嘨y′嘩2.

嘨噉噉嘮嘱嘩 当 p 嘽 嘰时，即简谐振动，能量守恒，E 为常值，相曲线位于一条椭

圆上。此时所有解都是围绕原点嘨平衡位置嘩的周期运动，原点是稳定的——初

值在原点附近的相曲线永远位于原点附近，称原点为中心。

嘨噉噉嘮嘲嘩 当 p < 嘰时，令 s 嘽 −t，则

噤y

噤s
嘽 −噤y

噤t
,

噤2y

噤s2
嘽

噤2y

噤t2
,

因此 y嘨t嘩是微分方程

噤2y

噤t2
嘫 p

噤y

噤t
嘫 qy 嘽 嘰

的解，当且仅当 z嘨s嘩 嘽 y嘨−s嘩是微分方程

噤2z

噤s2
− p噤z

噤s
嘫 qz 嘽 嘰



嘸嘮嘷嘮 从线性振动到单摆 嘲嘳嘵

的解。所以通过相平面和时间的坐标变换
z 嘽 y,

z′ 嘽 −y′,

s 嘽 −t,

情形嘨噉噉嘮嘲嘩就变为情形嘨噉噉嘮嘳嘩。

嘨噉噉嘮嘳嘩 当 p > 嘰时，dE
dt < 嘰，E 单调减，除原点外所有相曲线当 t增加时会

从每一条当前所在的椭圆形能量水平集进入该椭圆的内部。因此所有相曲线都

最终不会远离原点。原点是稳定的。

嘨噉噉嘮嘳嘮嘱嘩 当 嘰 < p < 嘲
√
q 时，嘁 < 嘰，此时特征值为一对具有负实部的共轭

的复特征值，此时除原点外的所有相曲线都是绕原点旋转且当 t → 嘫∞时趋于
原点的螺旋线，这意味着运动是围绕平衡位置不停摆动但振幅越来越小的振动。

这是原点是渐近稳定的焦点。这是小阻尼情形。

嘨噉噉嘮嘳嘮嘲嘩 当 p > 嘲
√
q 时，嘁 > 嘰，此时特征值为两个不同的负数，向量场

有两条相交的特征直线，它们限制了相曲线的旋转。除原点外，所有相曲线当

t→ 嘫∞时趋于原点，当 t→ −∞时趋于无穷远。此时原点是渐近稳定的结点。
这对应大阻尼情形。

嘨噉噉嘮嘳嘮嘳嘩 当 p 嘽 嘲
√
q > 嘰 时，嘁 > 嘰，此时特征值为两个相等的负数，向

量场只有一条特征直线，它限制了相曲线的旋转。除原点外，所有相曲线当

t→ 嘫∞时趋于原点，当 t→ −∞时趋于无穷远。此时原点是渐近稳定的结点。
这对应临界阻尼情形。

单摆

mlθ′′ 嘽 −mg 噳噩噮 θ.

即

θ′′ 嘫
g

l
噳噩噮 θ 嘽 嘰.

记

E 嘽
嘨θ′嘩2

嘲
嘫
g

l
嘨嘱− 噣噯噳 θ嘩,

即 E 为单摆的机械能。

于是
噤E

噤t
嘽 θ′

(
θ′′ 嘫

g

l
噳噩噮 θ

)
嘽 嘰,

这意味着机械能守恒，相曲线位于等能量线上。

当 E < 2g
l 时，由

θ′ 嘽

√
嘲E − 嘲g

l
嘨嘱− 噣噯噳 θ嘩

得

T 嘽 嘴

∫ T/4

0

噤t 嘽 嘴

∫ Θ

0

噤θ√
嘲E − 2g

l 嘨嘱− 噣噯噳 θ嘩
嘽 嘲

√
嘲l

g

∫ Θ

0

噤θ√
噣噯噳 θ − 噣噯噳嘂
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其中 E 嘽 g
l 嘨嘱− 噣噯噳嘂嘩即 嘂 嘽 噡噲噣噣噯噳嘨嘱− lE

g 嘩。

因为 ∫ Θ

0

噤θ√
噣噯噳 θ − 噣噯噳嘂

嘽

∫ Θ

0

噤s√
噣噯噳嘨嘂− s嘩− 噣噯噳嘂

嘽

∫ Θ

0

噤s√
噣噯噳嘂嘨噣噯噳 s− 嘱嘩 嘫 噳噩噮嘂 噳噩噮 s

,

嘱√
噣噯噳嘂嘨噣噯噳 s− 嘱嘩 嘫 噳噩噮嘂 噳噩噮 s

嘽
嘱√
噳噩噮嘂

嘱√
s
嘨嘱 嘫 o嘨s嘩嘩, s→ 嘰,

所以当 嘰 < 嘂 < π即 E < 2g
l 时，积分

∫ Θ

0
dθ√

cos θ−cos Θ
收敛，从而 T < 嘫∞，即

对应的解都是周期解。E 的最小值 E 嘽 嘰对应运动的平衡态 嘨θ, θ′嘩 嘽 嘨嘰, 嘰嘩，它

是中心，是稳定的。

当 嘂 嘽 π即 E 嘽 2g
l 时，

嘱√
噣噯噳嘂嘨噣噯噳 s− 嘱嘩 嘫 噳噩噮嘂 噳噩噮 s

嘽
嘱

s
嘨嘱 嘫 o嘨s嘩嘩, s→ 嘰,

此时积分
∫ Θ

0
dθ√

cos θ−cos Θ
发散，T 嘽 嘫∞。

当 E > 2g
l 时，|θ

′| 嘽
√

嘲E − 2g
l 嘨嘱− 噣噯噳 θ嘩 ≥

√
嘲E − 4g

l > 嘰，所以 θ关于

t单调且无界。

嘨θ, θ′嘩 嘽 嘨π, 嘰嘩是不动点。在它附近，记 θ 嘽 π 嘫 u

嘰 嘽 θ′′ 嘫
g

l
噳噩噮 θ 嘽 u′′ − g

l
u嘫 o嘨u嘩, u→ 嘰.

所以 嘨θ, θ′嘩 嘽 嘨π, 嘰嘩是鞍点，是不稳定的。

习题8.7

嘱嘮 证明：d2x
dt2 嘽 f嘨x嘩下的运动都是“能量”守恒的。

E 嘽
x′

2

嘲
嘫 F 嘨x嘩, F 嘨x嘩是 −f嘨x嘩的一个原函数。

并且对 F 的任何极小值点 x0，平衡解 x嘨t嘩 嘽 x0是稳定的。

嘲嘮 对二阶线性微分方程

y′′ 嘫 py′ 嘫 qy 嘽 嘰,

令 z 嘽 y′/y，证明

z′ 嘽 −q − pz − z2.

讨论这个方程的解的极限，说明相曲线随 t → 嘫∞ 时的渐近线，并说明
原方程解的渐近行为。
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嘳嘮 对单摆，运动的周期 T 依赖于能量 E：

T 嘨E嘩 嘽 嘲

√
嘲l

g

∫ Θ(E)

0

噤θ√
噣噯噳 θ − 噣噯噳嘂嘨E嘩

,

其中 嘂嘨E嘩 嘽 噡噲噣噣噯噳
(
嘱− lE

g

)
。

嘨噡嘩 求 T 嘨嘰嘩 嘽 噬噩噭
E→0

T 嘨嘰嘩和 T ′嘨嘰嘩。

嘨噢嘩 证明 T 嘨E嘩关于能量 E 是增函数。
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