
习题讨论课13答案：高阶微分方程

★号（越）多表示题目（越）难

一、可降阶的高阶方程

【不显含 y 的高阶方程】

F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0

等价于方程组 F (x, u, u′, . . . , u(n−k)) = 0,

y(k) = u.

【不显含 x的高阶方程】

F (y, y′x, y
′′
x , . . . , y

(n)
x ) = 0.

令 z = y′x. 对任意函数 u = u(x) = u(x(y))，

du

dx
=

du

dy

dy

dx
= z

du

dy
,

从而
d

dx
= z

d

dy
.

因此
dny

dxn
=

(
z

d

dy

)n
y =

(
z

d

dy

)n−1
z,

此时原方程称为 
F

(
y, z,

(
z d
dy

)
z, . . . ,

(
z d
dy

)n−1
z

)
= 0,

y′x = z.

例 1. 设曲线 y = y(x)的曲率为常数 κ > 0. 求y(x).

解法1.
|y′′|

(1 + (y′)2)3/2
= κ.

不妨设 y′′ > 0. 这是可降阶方程，令 u = y′，则

u′ = κ(
√

1 + u2)3,

这是分离变量的一阶方程，

du

(
√

1 + u2)3
= κdx
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令 u = tan θ，则

cos θdθ = κdx,

从而

sin θ = κx+ C,

y′ = u = tan θ =
κx+ C1√

1− (κx+ C1)2

积分得到

y = C2 −
√

1− (κx+ C1)2

κ
,

即

(y − C2)2 +

(
x+

C1

κ

)2

=
1

κ2
.

即曲线是半圆周。

解法2. 不妨设 y′′ > 0. 则

y′′

(1 + (y′)2)3/2
= κ.

这是不显含 x的可降阶方程，令 u = y′x，则

κ(
√

1 + u2)3 = y′′x =
du

dx
=

du

dy

dy

dx
= u

du

dy
,

这是关于 u的分离变量的一阶方程，记 v =
√

1 + u2，则

dv

v2
= 2κdy,

从而

y′x = u =
√
v2 − 1 =

√
1

(2κy + C1)2
− 1

令 2κy + C1 = cos θ，则

x′θ = x′yy
′
θ =

1

tan θ

− sin θ

2κ
= −cos θ

2κ
,

从而

x = C2 −
sin θ

2κ
, y = −C1

2κ
+

cos θ

2κ
,

即曲线是半圆周。

例 2.

2yy′′ − y′2 = 0
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解. 求导得到

2yy(3) = 0

从而 y = 0或 y(3) = 0，因此

y(x) = Ax2 +Bx+ C.

但这造成了增解，二阶方程通解只能有两个任意常数，所以需要代入原方程验

证，

2(Ax2 +Bx+ C)2A− (2Ax+B)2 = 0

即得

4AC = B2,

所以原方程通解为

y(x) = Ax2 ± 2
√
ACx+ C.

解法2. 用通常的降阶法，设 u = y′x，则 y′′x = u′x = u′yu，于是

2yuu′y − u2 = 0,

解得 u = 0或 2yu′y = u，前者得到 y是常值函数，后者得到

u2 = C|y|.

从而

y′x = ±
√
C|y| = C̃

√
|y|.

这是分离变量的一阶方程，由它解得

C1x+ C2 =
√
|y|,

所以 |y| = (C1x+ C2)2.

【高阶线性微分方程用因式分解降阶】

例 3.

xy′′ − (x+ 1)y′ + y = x2ex

解.(
x

d

dx
− α

)(
d

dx
− β

)
y =

(
x

d

dx
− α

)
(y′ − βy) = xy′′ − xβy′ − αy′ + αβy

与原方程比较系数得到：β = α = 1，于是原方程等价于(
x

d

dx
− 1

)(
d

dx
− 1

)
y = x2ex,
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这等价于方程组 y′ − y = z,

xz′ − z = x2ex.

对上述方程组的第二个方程，设 z = exP (x)，则

ex(xP ′ + xP − P ) = x2ex

易见 P (x) = x满足这个方程，于是得到特解

y(x) = xex.

第二个方程的通解为

z(x) = C1x+ xex.

此时第一个方程为

y′ − y = C1x+ xex.

这个方程的通解为

y(x) = C2ex − C1(x+ 1) +
x2

2
ex.

【利用常数变易法对高阶线性微分方程降阶】

上例解法2. 对齐次方程因式分解(
x

d

dx
− 1

)(
d

dx
− 1

)
y = 0

由 y′ − y = 0解得 y = ex. 常数变易，把 y(x) = C(x)ex 代回原方程得到

ex[xC ′′ + 2xC ′ + xC − (x+ 1)(C ′ + C) + C] = ex[xC ′′ + (x− 1)C ′] = x2ex,

即

xC ′′ + (x− 1)C ′ = x2.

这是关于 C ′ 的一阶线性方程（这样就完成了降阶），解得

C ′(x) = C1xe−x + x.

从而

C(x) = −C1 (x+ 1) e−x +
x2

2
+ C2.

因此原方程通解为

y(x) = C2ex − C1 (x+ 1) +
x2

2
ex.
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讨论：是否存在常数 α, β 使得(
d

dx
− α

)(
x

d

dx
− β

)
y = xy′′ − (x+ 1)y′ + y?

例 4 (欧拉方程).

x2y′′ − 2xy′ + 2y = 2x

解. (
x

d

dx
− α

)(
x

d

dx
− β

)
y = x2y′′ − 2xy′ + 2y

所以 1− α− β = −2, αβ = 2，解得 α = 1, β = 2，所以原方程等价于方程组xy′ − y = z, (1)

xz′ − 2z = 2x (2)

(2)的齐次通解为 z = C1x
2，(2)非齐次特解为 z = −2x，因此(2)的通解为

z = C1x
2 − 2x.

代入方程(1)，得到

xy′ − y = C1x
2 − 2x. (3)

(3)的齐次通解为 y = C2x，特解为 y = C1x
2− 2x lnx，从而(3)的通解即原方程

通解为

y(x) = C2x+ C1x
2 − 2x lnx.

解法2. 读者也可以试用齐次方程的一个解通过常数变易法降阶求解。

注：理论上，常系数线性方程和欧拉方程是注定能通过因式分解转化为一阶线

性方程组的。

二、高阶线性微分方程

【高阶线性常系数微分方程】

P

(
d

dx

)
y = f(x)

其中 P (·)是一个多项式。
易见

P

(
d

dx

)
eλx = P (λ)eλx,

这只需对 P 是单项式验证即可。

两边对 λ求 k阶导得到

P

(
d

dx

)
xkeλx = eλx

[
xkP (λ) + kxk−1P ′(λ) + · · ·+ kxP (k−1)(λ) + P (k)(λ)

]
.

由此见：
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1. eλ0x是齐次方程 P
(

d
dx

)
y = 0的解当且仅当 P (λ0) = 0，λ0是特征指数。

2. 若 λ0是多项式 P (λ)的 k重根，即

P (λ0) = P ′(λ0) = · · · = P (k−1)(λ0) = 0, P (k)(λ0) 6= 0,

则 eλ0x, eλ0xx, · · · , eλ0x xk−1

(k−1)! 都是齐次微分方程 P
(

d
dx

)
y = 0的解。同时

P
(

d
dx

) (
eλ0x x

k

k!

)
6= 0.

3. P
(

d
dx

)
是拟多项式空间Pk,λ 到自身的线性变换，在向量组

eλx, eλxx, . . . , eλx
xk

k!

下，它的表示矩阵为

P (λ) P ′(λ) P ′′(λ)
2 · · · P (k−1)(λ)

(k−1)!
P (k)(λ)
k!

0 P (λ) P ′(λ) · · · P (k−2)(λ)
(k−2)!

P (k−1)(λ)
(k−1)!

...
...

. . .
. . .

...
...

...
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · P (λ) P ′(λ)

0 0 0 · · · 0 P (λ)


如果 λ0不是 P (λ)的根，则 P

(
d
dx

)
在空间Pk,λ0

上是可逆映射。如果 λ0

是 P (λ)的单根，则 P
(

d
dx

)
是空间Pk+1,λ0 到空间Pk,λ0 的满射。如果

λ0是 P (λ)的m重根，则 P
(

d
dx

)
是空间Pk+m,λ0 到空间Pk,λ0 的满射。

利用上述结论(1)和代数学基本定理，可知常系数线性微分方程有解。使用指数

函数解对常系数线性微分方程进行常数变易法降阶，仍然得到常系数线性方程

组。

利用上述结论(2)可以证明不同指数、不同次数的拟多项式是线性无关的。

(1)结合(2)可以得到 n 阶常系数齐次线性方程的 n 个线性无关解（详见下面例

题）。进而齐次方程通解是它们的任意线性组合。

利用结论(3)，我们可以对拟多项式形式的非齐次项给出非齐次方程特解的

形式，从而用待定系数法可以求得特解。

例 5. 设 α 6= β. 利用适当的微分方程证明以下函数

eαx, eαxx, eαx
x2

2
, eβx, eβxx, eβx

x2

2

线性无关。

证明. 假设常数 C1, C2, . . . , C6使得

y := C1eαx + C2eαxx+ C3eαx
x2

2
+ C4eβx + C5eβxx+ C6eβx

x2

2
= 0.
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则

0 =

(
d

dx
− α

)3(
d

dx
− β

)2

y

= C6

(
d

dx
− α

)3(
d

dx
− β

)2

eβx
x2

2

= C6

(
d

dx
− α

)3(
d

dx
− β

)
eβxx

= C6

(
d

dx
− α

)3

eβx

= C6(β − α)3eβx

所以 C6 = 0. 类似可知 C5 = C4 = C3 = C2 = C1 = 0. 所以

eαx, eαxx, eαx
x2

2
, eβx, eβxx, eβx

x2

2

线性无关。

例 6.

y(4) − y(3) − 3y′′ + y′ + 2y = 3x+ 4.

解. 先考虑齐次方程。

特征多项式为

λ4 − λ3 − 3λ2 + λ+ 2 = (λ+ 1)2(λ− 1)(λ− 2),

λ = −1是特征根，所以 e−x是齐次方程的一个非零解。

常数变易 y = C(x)e−x，代入得到

y(4)
∣∣∣∣ C(4)e−x − 4C(3)e−x + 6C(2)e−x − 4C ′e−x + Ce−x

−y(3)
∣∣∣∣ −C(3)e−x + 3C(2)e−x − 3C ′e−x + Ce−x

−3y(2)
∣∣∣∣ −3C(2)e−x + 6C ′e−x − 3Ce−x

y′
∣∣∣∣ C ′e−x − Ce−x

2y

∣∣∣∣ 2Ce−x

Σ

∣∣∣∣ C(4)e−x − 5C(3)e−x + 6C(2)e−x + 0C ′e−x + 0Ce−x

所以

C(4) − 5C(3) + 6C(2) = 0.

这是关于 C(2) 的二阶常系数线性方程（能够降两阶是因为 −1是原齐次方程特

征多项式的二重根），λ = 2是其特征根，所以设 C(2)(x) = e2xB(x)，代入并整

理得到

B(2) −B′ = 0.
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这是关于B′的一阶常系数微分方程，λ = 1是它的齐次方程的特征根，设B′ =

A(x)ex，代入整理得到

A′ = 0,

解得 A(x) = A1. 从而 B′ = A1ex，解得

B(x) = A1ex +B1.

因此 C ′′(x) = B(x)e2x = A1e3x +B1e2x，解得

C(x) = A2e3x +B2e2x + C2x+D2.

所以齐次方程的解为

y(x) = A2e2x +B2ex + C2xe−x +D2e−x.

接下来求非齐次方程特解，易知有形如 Ex+ F 形式的特解，代入得到

E + (2Ex+ 2F ) = 3x+ 4

所以 E = 3
2，F = 5

2 . 从而原方程通解为

y(x) = A2e2x +B2ex + C2xe−x +D2e−x +
3

2
x+

5

2
,

其中前四项分别对应于齐次方程特征多项式的的特征根 2, 1和−1（二重）。

【常数变易法】

例 7.

y′′ + y = sinx.

解. 令 z = y′，把上述二阶方程改写为一阶方程组(
y

z

)′
=

(
0 1

−1 0

)(
y

z

)
+

(
0

sinx

)
,

齐次部分的一对线性无关解为(
cosx

− sinx

)
,

(
sinx

cosx

)
,

它们给出可逆矩阵

U(x) =

(
cosx sinx

− sinx cosx

)
, U ′(x) =

(
0 1

−1 0

)
U(x).

设 y是非齐次方程的解，且(
y

y′

)
= U(x)

(
C1(x)

C2(x)

)
,
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则 (
y

y′

)′
= U ′(x)

(
C1(x)

C2(x)

)
+ U

(
C1(x)

C2(x)

)

=

(
0 1

−1 0

)
U(x)

(
C1(x)

C2(x)

)
+ U(x)

(
C1(x)

C2(x)

)′
,

所以(
C1(x)

C2(x)

)′
= U(x)−1

(
0

sinx

)
=

(
cosx − sinx

sinx cosx

)(
0

sinx

)
=

(
− sin2 x

cosx sinx

)
所以

C1(x) =
sin 2x

4
− x

2
+A, C2(2) =

− cos 2x

4
+B,

所以

y(x) = C1(x) cosx+ C2(x) sinx

=
sin 2x cosx

4
− x

2
cosx+A cosx− cos 2x sinx

4
+B sinx

=
sinx

4
− x

2
cosx+A cosx+B sinx.

【Euler方程】

例 8.

x2y′′ + 3xy′ + y = 0.

解. 取 t = ln |x|，则
y′x = y′tt

′
x =

1

x
y′t,

所以 xy′x = y′t，从而

y′′t =
(
y′t
)′
t

= x
(
xy′x
)′
x

= x(y′x + xy′′x) = x2y′′x + xy′x,

因此

x2y′′x = y′′t − y′t,

从而原方程写成

y′′t − y′t + 3y′t + y = y′′t + 2y′t + y = 0,

这是常系数线性微分方程，解得

y(t) = C1te
−t + C2e−t,

从而

y(x) = C1
1

|x|
ln |x|+ C2

|x|
.
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解法2. 利用因式分解 (
x

d

dx
+ 1

)(
x

d

dx
+ 1

)
y = 0.

余下留给读者完成。
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