
习题讨论课12答案：常微分方程

★号（越）多表示题目（越）难

一、一阶微分方程

【一阶微分方程和斜率场】

在坐标平面的每个点 (x, y) 处，微分方程 y′ = f(x, y) 给出一个斜率值

f(x, y)，这样形成一个斜率场（也称为方向场）。微分方程的解 y = y(x)的函

数图像（称为斜率场的积分曲线）所经之处的切线斜率都与斜率场的值相同。

例 1. 画出以下微分方程的斜率场的大致图像，并根据斜率场的特点说明方程

的解的特征。

(1) y′ = x(1− x), (2) y′ = y
1+y2 , (3) y′ = x−y

x+y , (4) y′ = sin(x2 + y2)

以下图像中哪些是上述方程的斜率场和积分曲线？

(a) (b)

(c) (d)
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解. (1)斜率场 f(x) = x(1−x)只与 x有关，沿平行于 y轴方向移动时，斜率场

不变。所以积分曲线沿平行于 y 轴方向移动时仍是积分曲线，即：若 y = y(x)

是微分方程的解，则 y = y(x) + C(C 是任意常数)都是方程的积分曲线。

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(u)du

是微分方程初值问题（也称为 Cauchy问题）y′ = f(x),

y(x0) = y0

的唯一解。所以微分方程的通解是由这个特解加任意常数得到的，也就是 f(x)

的不定积分。

上述斜率场图像中只有(d)满足沿 y轴平移不变，所以(1)的斜率场图像为(d).

(2) 斜率场 f(y) = y
1+y2 只与 y有关，沿平行于 x轴方向移动时，斜率场不

变。所以积分曲线沿平行于 x轴方向移动时仍是积分曲线，即：若 y = y(x)是

微分方程的解，则 y = y(x+ C)(C 是任意常数)都是方程的积分曲线。

上述斜率场图像中只有(c)满足沿 y轴平移不变，所以(2)的斜率场图像为(c).

(3) 斜率场 f(x, y) = x−y
x+y 是齐次的，即 f(ax, ay) = f(x, y)，沿过原点的

直线方向向外伸缩时，斜率场不变。所以积分曲线在伸缩变换下仍是积分曲线，

即：若 y = y(x)是微分方程的解，则 y = 1
C y(Cx)(C是任意常数)都是方程的积

分曲线。

上述斜率场图像中只有(a)是关于原点为中心的伸缩下不变的，所以(3)的斜

率场图像为(a).

(4) 斜率场在以原点为中心的同心圆上保持不变。上述斜率场图像中只有

(a)是关于旋转不变的，所以(4)的斜率场图像为(b).

【一阶微分方程的求解】
dy

dx
= f(x)

是最简单的常微分方程，它的解的存在性可由微积分基本定理保证（当 f 连续

时，它总有解），解的表达式可由 Newton-Leibniz 公式得到。

对复杂的微分方程，我们需要做适当变换，把它转化为最简单的微分方程

的形式后求解。

例 2. 求以下微分方程的通解。

(1) y′ = x(1− x), (2) y′ = y
1+y2 , (3) y′ = x−y

x+y , (4) y′ = (x+ y + 3)2

解. (1)

y =

∫
x(1− x)dx =

−x3

3
+
x2

2
+ C.
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(2) 如果视 x为未知函数，y为自变量，原方程写为

dx

dy
=

1

y′x
=

1 + y2

y
,

这是最简单的微分方程。积分得到

x =

∫
1 + y2

y
dy =

∫
1 + y2

2y2
dy2 = ln |y|+ y2

2
+ C

这是方程的通解。当 y > 0 时，x′y > 0，所以 x = x(y) 有可微的反函数 y =

y(x)，这个反函数不是初等函数。类似地，当 y < 0时，x = x(y)也有可微的

反函数 y = y(x).

y = 0是方程的解，但不能由通解表达，这样的解叫做微分方程的特解。

由此可以看到，微分方程的通解并非微分方程的全部解。

(3)
dy

dx
=

1− y
x

1 + y
x

是齐次方程，即对任意非零常数 a，如果 y = y(x) 是解，则 y = ay
(
x
a

)
也是

解。

对齐次方程，记 p = y
x，z = ln |x|，则

dz

dp
=

dz

dx

dx

dp
=

1

x

1
dp
dx

=
1

x
[
xy′x−y
x2

] =
1

y′x − p
=

1
1−p
1+p − p

=
1 + p

1− 2p− p2
,

这是 (p, z)坐标平面中的最简单的微分方程，积分得到

z =
−1
2

ln
∣∣p2 + 2p− 1

∣∣+ C,

所以

|x| = C1√
p2 + 2p− 1

=
C1|x|√

y2 + 2xy − x2
,

因此

y2 + 2xy − x2 = C2.

这是原方程的通解。

解法2：因为齐次方程在沿原点出发的射线的伸缩变换下不变，所以可以用极坐

标系，取 u = ln r，则先把原方程改写为

(x+ y)dy − (x− y)dx = 0,

再代入 x = eu cos θ, y = eu sin θ，得到

eu(cos θ+sin θ)eu(sin θdu+cos θdθ)− eu(cos θ− sin θ)eu(cos θdu− sin θdθ) = 0,

化简得到
du

dθ
=

cos2 θ + 2 cos θ sin θ − sin2 θ

cos2 θ − 2 sin θ cos θ − sin2 θ
=

1 + tan 2θ

1− tan 2θ
.
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这是 (θ, u)坐标平面中最简单的常微分方程，积分得到

u =

∫
1 + tan 2θ

1− tan 2θ
dθ =

1

4
ln

1 + tan2 2θ

(tan 2θ − 1)2
+ C

于是

r = eu = C
1√

| sin 2θ − cos 2θ|
,

即

2xy − x2 + y2 = C2.

图 1: (p, z)坐标

图 2: (θ, r)坐标

图 3: (x, y)坐标

(4) 记 u = x+ y + 3. 则

du

dx
= 1 + y′x = 1 + u2,

所以 x′u = 1
1+u2，因此方程通解为

x = arctanu+ C = arctan(x+ y + 3) + C.

讨论：

1. 微分方程和它的解究竟是什么？解的图形一定是函数图像吗？

一阶微分方程 F (x, y, y′) = 0的解允许是由代数方程 G(x, y) = C 表示的

曲线，函数 G叫做微分方程的首次积分，物理上它是一个守恒量。
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2. 微分方程具有的对称性（变换下的不变性）意味着它存在某种形式的首次

积分，即某种守恒量。

3. 可以利用微分方程的对称性得到求解微分方程的方法。关于这方面，感兴

趣的读者可以阅读N.H.Ibragimov的专著《微分方程与数学物理问题》（中

译本，高等教育出版社，2013年第二版）

例 3 (齐次方程). 平面直角坐标系中，与 y轴平行的光线经曲线 y = y(x)反射

后汇聚于原点。求曲线的方程。

解. 曲线的切向量 t = (1, y′(x))，法向量 n = (−y′(x), 1). 入射光方向向量
a = (0,−1)，反射光方向向量 b = (−x,−y(x))√

x2+y(x)2
.

反射定律，

n · a = −n · b,

即

−1 = − xy′ − y√
x2 + y2

,

即

y′ =
y +

√
x2 + y2

x
.

当 x > 0时，

y′ =
y

x
+

√
1 +

(y
x

)2
,

这是齐次方程。记 p = y/x，则

(lnx)′p = (lnx)′x
1

p′x
=

1

x
· x2

xy′x − y
=

1

y′x − p
=

1√
1 + p2

.

于是

lnx =

∫
1√

1 + p2
dp = t+ C, p = sinh t =

et − e−t

2
,

x = C1e
t,

C1

x
= e−t,

所以
y

x
= p =

x

2C1
− C1

2x
,

从而

y =
x2

2C1
− C1

2
.

原点是这些抛物线的焦点。

例 4. 求下列方程的解。

(1) y′ =
x(y − 1)

y + xy
(2) y′ =

√
xy

(3) (1 + ex)yy′ = ex, y(1) = 1 (4) (1− x)dy = (1 + y)dx

(5) 3xdy − y(2− x cosx)dx = 0 (6) (ex+y − ex)dx+ (ex+y + ey)dy = 0
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解. 这些方程都是所谓“可分离变量的微分方程”，即可以写成

dy

dx
=
p(x)

q(y)

的形式，也可以写成

p(x)dx− q(y)dy = 0.

分别取 p(x), q(y)的原函数 P (x), Q(y)，令 u = P (x), v = Q(y)，则 (u, v)坐标

平面中，
dv

du
=

dv

dy

dy

dx

dx

du
= q(y)

p(x)

q(y)

1

p(x)
= 1,

于是解得 v = u+ C，即 Q(y) = P (x) + C.

(1) (y − 1)(x+ 1)ey−x = C； (2) y =
(

1
3x

3
2 + C

)2
；

(3) y =
√
2 ln(1 + ex) + 1− 2 ln(1 + e)； (4) (1 + y)(1− x) = C；

(5) y = Cx
2
3 e− sin x； (6) (ex + 1)(ey − 1) = C.

【一阶微分式形式的微分方程与平面向量场的正交曲线族】

一阶微分式形式的微分方程

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

是一阶常微分方程的一种表达形式，其中 x, y 的地位是对等的，不再强调谁是

自变量，谁是因变量。(x, y)坐标平面中的曲线 γ : (x(t), y(t))是它的积分曲线，

当且仅当

P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t) = 0. (*)

在直角坐标系中，(P (x, y), Q(x, y))是点 (x, y)处的一个向量，这给出平面

上的一个向量场。γ 是方程(*)的积分曲线，当且仅当它在其所经之处总是与向

量场 (P,Q)正交。所以上述微分方程的通解就是向量场 (P,Q)的正交曲线族。

例 5. 求曲线族 xy = C 的正交曲线族。

解. 对 xy = C 求微分得到这族曲线满足的微分方程

ydx+ xdy = 0.
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由此得到该曲线族的正交向量场为 (−x, y)。于是正交曲线族满足微分方程

−xdx+ ydy = 0,

由它解得

−x
2

2
+
y2

2
= C.

二、一阶线性方程

【一阶线性齐次方程】

y′ + a(x)y = 0.

利用分离变量求解，也可以直接凑：

eA(x)(y′ + a(x)y) =
(
eA(x)y(x)

)′
= 0,

其中 A′(x) = a(x).

由此得到

eA(x)y(x) = C,

即

y(x) = CeA(x).

【一阶线性非齐次方程】

y′ + a(x)y = f(x),(
eA(x)y(x)

)′
= eA(x)f(x),

于是

eA(x)y(x) =

∫
eA(x)f(x)dx

从而

y(x) = e−A(x)

∫
eA(x)f(x)dx,

但这个写法容易引起混淆，所以我们把它写成变上限的定积分形式

y(x) = e−A(x)

[
C0 +

∫ x

x0

eA(t)f(t)dx

]
= e−A(x)C0 + e−A(x)

∫ x

x0

eA(t)f(t)dx ,

最后的两个求和项分别是齐次方程通解，以及非齐次方程的一个特解。

【解的存在性与唯一性】

由上述讨论知：若 a(x), f(x)都是连续函数，则对任意 (x0, y0)，一阶线性

方程 y′ + a(x)y = f(x)有唯一解满足初始条件 y(x0) = y0.

【线性叠加原理】

若 y1, y2 分别是线性方程 Ly = f1 和 Ly = f2 的解，则 αy1 + βy2 是方程

Ly = αf1 + βf2的解。
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推论：

(1) Ly = 0的解空间是一个线性空间，

(2) Ly = f 的解空间是一个基于线性空间 L−1(0)的仿射空间，即非齐次方程通

解是齐次方程通解与非齐次方程的一个特解的和，

(3) 可以根据非齐次项的分解 f = αf1 + · · · + αkfk，把 Ly = f 的特解分解为

Ly = fk 的特解的线性组合。

例 6. 证明一阶线性方程 xy′ −
(
2x2 + 1

)
y = x2(x > 0) 有且仅有一个解 y∗(x)

当 x→ +∞ 存在有限极限。写出解 y∗(x) 的表达式，并求这个极限。

解.

y′ −
(
2x+

1

x

)
y = x

齐次方程

y′ −
(
2x+

1

x

)
y = 0

的通解为

y = Cxex
2

.

常数变易法：设 y(x) = C(x)xex
2

是原非齐次方程的解，则

C ′(x)xex
2

= x,

从而

C(x) = C0 +

∫ x

1

e−t
2

dt.

所以

y(x) = xex
2

[
C0 +

∫ x

1

e−t
2

dt

]
.

注意到
∫ +∞
1

e−t
2

dt收敛，而 xex
2 → +∞（x→ +∞），所以y(x)有界仅当

C0 = −
∫ +∞

1

e−t
2

dt.

考虑

y∗(x) = xex
2

[∫ x

1

e−t
2

dt−
∫ +∞

1

e−t
2

dt

]
,

则

lim
x→+∞

y∗(x) = lim
x→+∞

∫ x
1
e−t

2

dt−
∫ +∞
1

e−t
2

dt
1
xe
−x2 =

e−x
2[

− 1
x2 − 2

]
e−x2

= −1

2
.

例 7. 设 f(x)是连续的周期函数，周期为 T > 0. 对方程

y′ − λy = f(x)

讨论：(1) 有界解的个数；(2) T -周期解的个数。
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证明. (1) 易知齐次方程通解为 Ceλx. 用常数变易法，设 y(x) = Ceλx是非齐次

方程的解。则

C ′(x)eλx = f(x),

从而

C(x) = C0 +

∫ x

x0

e−λtf(t)dt.

因此

y(x) = eλx
[
C0 +

∫ x

x0

e−λtf(t)dt

]
= eλx

[
y(x0)

eλx0
+

∫ x

x0

e−λtf(t)dt

]
所以

y(x0 + T ) = eλT

[
y(x0) + eλx0

∫ x0+T

x0

e−λtf(t)dt

]

= eλT y(x0) +

∫ T

0

e−λsf(x0 + s)ds

取 an = y(nT )，则

an+1 = eλTan +

∫ T

0

e−λsf(s)ds.

当λ = 0时，an = y(0)+n
∫ T
0
f(s)ds. 因此，{an}有界当且仅当

∫ T
0
f(s)ds =

0，这与 y(0)无关。从而，要么对所有 y(0)，{an}有界，要么对所有 y(0)，{an}
无界。

当 λ 6= 0时，

an+1 + β = eλT (an + β),

其中

β =
1

1− eλT

∫ T

0

e−λsf(s)ds.

从而

an + β = enλT (a0 + β) = enλT (y(0) + β).

an 有界当且仅当 y(0) = −β = 1
eλT−1

∫ T
0
e−λsf(s)ds.

(2) 由(1)的讨论知，当 λ = 0 =
∫ T
0
f(s)ds时，所有解都是 T 周期的。当

λ = 0 6=
∫ T
0
f(s)ds，所有解都不是周期的。

当 λ 6= 0时，y(x)是 T 周期解当且仅当 y(0) = 1
eλT−1

∫ T
0
e−λsf(s)ds.

例 8 (Gronwall 不等式). 设 ϕ,ψ 是非负的连续函数，η 是可微函数，η′ 是

Riemann可积函数，且

η′(t) ≤ ϕ(t)η(t) + ψ(t).

证明对任意 t > 0，

η(t) ≤ e
∫ t
0
ϕ(s)ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
.
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证明. 考虑

F (t) = e−
∫ t
0
ϕ(s)dsη(t).

则

F ′(t) = e−
∫ t
0
ϕ(s)ds(η′(t)− ϕ(t)η(t)) ≤ e−

∫ t
0
ϕ(s)dsψ(t),

所以

e−
∫ t
0
ϕ(s)dsη(t) = F (t) = F (0) +

∫ t

0

F ′(s)ds

≤ η(0) +
∫ t

0

e−
∫ s
0
ϕ(τ)dτψ(s)ds

≤ η(0) +
∫ t

0

ψ(s)ds.

因此

η(t) ≤ e
∫ t
0
ϕ(s)ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
.

【具有拟多项式非齐次项的常系数线性微分方程】

形如 eαxP (x)的函数称为拟多项式。(
eαx

xn

n!

)′
= eαx

(
xn−1

(n− 1)!
+ α

xn

n!

)
,

例 9. 记Pα,n 是所有形如形如 eαxP (x) （其中 P 是次数不超过 n 的多项式）

的拟多项式组成的线性空间。证明：

(1) 对 λ ∈ R，若 α 6= λ，则对任意 f ∈ Pα,n，y
′ − λy = f 在Pα,n 中有唯一

解。

(2) 对任意 f ∈ Pλ,n，y
′ − λy = f 在Pλ,n+1 中有无穷多解，这些解彼此相差

eλx 的一个常数倍数。

证明. (1) 记 Ly = y′ − λy. 则

L

(
eαx

xk

k!

)
= eαx

(
(α− λ)x

k

k!
+

xk−1

(k − 1)!

)
,

所以 L是Pα,n到自身的线性运算，在Pα,n的基底

eαx, eαxx, eαx
x2

2
, . . . , eαx

xn

n!

下，L的表示矩阵为

α− λ 1 0 · · · 0 0

0 α− λ 1 · · · 0 0

0 0 α− λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · α− λ 1

0 0 0 · · · 0 α− λ


(n+1)×(n+1)
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当 α 6= λ时，它是可逆矩阵，从而 L是Pα,n到自身的可逆线性变换。

(2) 当 α = λ时， L : Pλ,n+1 →Pλ,n的矩阵表示为 (0, In+1)(n+1)×(n+2).

所以 L是满射，但 L不是单射，所以对任意 f ∈Pλ,n，y
′ − λy = f 在Pλ,n+1

中有无穷多解，这些解彼此相差一个常数。

例 10. (1) y′ − 2y = exx2； (2) y′ + y = sinx； (3) y′ − y = exx.

解. (1) 根据上例知

L(ex) = −ex,

L(exx) = ex(x+ 1− 2x) = ex − exx,

L(exx2) = ex(x2 + 2x− 2x2) = 2exx− exx2,

所以

exx2 = −L(exx2)− 2L(exx)− 2L(ex) = L(ex(−x2 − 2x− 2)).

这样求得特解 ex(−x2 − 2x− 2).

齐次方程通解为 y = e2x，所以非齐次方程通解为

y(x) = Ce2x − ex(x2 + 2x+ 2).

(2)

L(sinx) = cosx+ sinx,

L(cosx) = − sinx+ cosx,

所以 sinx = L
(
sin x−cos x

2

)
，得到特解 sin x−cos x

2 . 再由齐次方程通解为 Ce−x知

非齐次方程通解为

y(x) = Ce−x +
sinx− cosx

2
.

(3)

L(exx) = ex(x+ 1− x) = ex,

L(exx2) = ex(x2 + 2x− x2) = 2exx,

所以 ex x
2

2 是特解，非齐次方程通解为

y(x) = Cex + ex
x2

2
.

三、可线性化的一阶非线性微分方程

例 11. (1) y′ + 2xy = 2x3y2；(2) y′ = ay2 + b
x2
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解. (1) 这是 Bernoulli方程，两边除以 −y2，得到(
1

y

)′
− 2x

y
= −2x3

这是关于 1/y的线性方程，解得

1

y
= Cex

2

+ x2 + 1.

从而原方程通解为

y =
1

Cex2 + x2 + 1
.

y = 0是原方程的解，但它不能用上述通解形式来表示。但把通解改写成

y =
C

ex2 + C(x2 + 1)
,

则 y = 0相当于这里 C = 0的情形。

(2) 这是 Ricatti方程的特殊情况。令 z = 1
y . 则

z′ = − y
′

y2
= −a− b

x2y2
= −a− bz2

x2
,

这是一个齐次方程。令 p = z
x，u = ln |x|，则

du

dp
=

du

dx

1
du
dx

=
1

x
xz′x−z
x2

=
1

z′x − p
=

1

−a− bp2 − p
,

积分得到 u = u(p)，从而

x = Ce
∫
u(p)dp = CU(p) = CU

(
1

xy

)
.
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