
习题讨论课10题目：定积分的应用，广义积分的定义与计算

★号（越）多表示题目（越）难

一、定积分应用

【平面区域的面积】

攨攱攩 函数图像围成的有界区域∫ x右

x左

y上攨x攩敤x−
∫ x右

x左

y下攨x攩敤x

攨攲攩 简单封闭的参数曲线围成的有界区域

−
∫
γ

y敤x 攽 −
∫ β

α

y攨t攩x′攨t攩敤t,

把上图中间图形分割为一些形如左边图形的小块，然后把它们的面积累加起来，

再用积分换元变成对曲线参数的积分。类似可得∫
γ

x敤y 攽

∫ β

α

x攨t攩y′攨t攩敤t,

这也可以用分部积分得到。将上述两个等式组合得到

攱

攲

∫
γ

x敤y − y敤x 攽
攱

攲

∫ β

α

x攨t攩y′攨t攩− y攨t攩x′攨t攩敤t 攽 攱

攲

∫ β

α

∣∣∣∣∣x攨t攩 x′攨t攩

y攨t攩 y′攨t攩

∣∣∣∣∣敤t.
上述积分是有向积分，曲线 γ 的参数增加方向需要满足区域的自然正向：即在

区域边界按参数增加方向前进时，区域位于左手一侧。

攨攳攩 平面极坐标下，

攱

攲

∫
γ

r2敤θ 攽

∫ β

α

攱

攲
r攨t攩2θ′攨t攩敤t 攽

∫ θ2

θ1

攱

攲
r攨θ攩2敤θ.

在攨攲攩中第攳个公式中代入 x攨t攩 攽 r攨t攩 散敯敳 θ攨t攩, y攨t攩 攽 r攨t攩 敳敩敮 θ攨t攩攮
1
2r

2敤θ是无穷小扇形的面积。

【曲线的弧长与曲线的曲率】

正则曲线 x攨t攩 ∈ C 1攨敛α, β敝攻Rn攩，x′攨t攩 6攽 攰攮 弧长 L 攽
∫ β
α
‖x′攨t攩‖敤t攮

攱



攨攱攩 空间直角坐标系下

L 攽

∫
γ

敤l 攽

∫ β

α

√
x′1攨t攩

2 攫 · · ·攫 x′n攨t攩
2敤t

敤l 攽
√
敤x21 攫 · · ·攫 敤x2n

攨攲攩 平面极坐标系下，x 攽 r攨t攩 散敯敳 θ攨t攩，y 攽 r攨t攩 敳敩敮 θ攨t攩

L 攽

∫ β

α

√
x′攨t攩2 攫 y′攨t攩2敤t 攽

∫ β

α

√
r′攨t攩2 攫 rθ′攨t攩2敤t

敤l 攽
√
攨敤r攩2 攫 攨r敤θ攩2

攨攳攩 空间柱坐标系下，x 攽 r攨t攩 散敯敳 θ攨t攩, y 攽 r攨t攩 敳敩敮 θ攨t攩, z攨t攩，

敤l 攽
√
攨敤r攩2 攫 攨r敤θ攩2 攫 攨敤z攩2

攨攴攩 空间球坐标系下，x 攽 r攨t攩 散敯敳ϕ攨t攩 敳敩敮 θ攨t攩, y 攽 r攨t攩 敳敩敮ϕ攨t攩 敳敩敮 θ攨t攩, z 攽

r攨t攩 散敯敳 θ攨t攩，

敤l 攽
√

攨敤x攩2 攫 攨敤y攩2 攫 攨敤z攩2 攽
√
r′攨t攩2 攫 敛r攨t攩 敳敩敮 θ攨t攩敝2ϕ′攨t攩2 攫 r攨t攩2θ′攨t攩2敤t

正则曲线的弧长参数

l攨t攩 攽

∫ t

α

‖x′攨t攩‖敤t

于是

l′攨t攩 攽 ‖x′攨t攩‖ > 攰.

弧长参数下的曲线方程 敾x攨l攩 攽 x攨t攨l攩攩，

敾x′攨l攩 攽
x′攨t攩

‖x′攨t攩‖
, ‖敾x′攨l攩‖ 攽 攱, 〈敾x′攨l攩, 敾x′′攨l攩〉 攽 攰.

单位速率，加速度与速度正交，是曲线的主法向量。曲率

κ 攽
攱

‖敾x′攨l攩‖
.

攲



【旋转体与旋转面】

平面封闭曲线 攨x攨t攩, y攨t攩攩位于 x轴的一侧，它绕 x轴旋转一周得到曲面 攆

和旋转体 攊。

旋转面面积（旋转体侧面积）

A 攽

∫
γ

攲πy敤l 攽

∫ β

α

攲πy攨t攩
√
x′攨t攩2 攫 y′攨t攩2敤t.

曲线方向与旋转方向垂直，攲πy 是旋转半径为 y 时圆周的周长，敤l 是曲线的微

弧长。攲πy敤l是底面半径为 y、母线长度为 敤l的圆台的面积（近似值）。

旋转体体积

V 攽 −
∫
γ

πy2敤x 攽 −
∫ β

α

πy攨t攩2x′攨t攩敤t.

上述积分中的符号来自于曲线定向。πy2敤x 是底面半径为 y 高为 敤x 的圆柱体

积。

一般原理：沿一个方向把 攊 切割成与 x 轴垂直的一系列薄片（近似为柱

体），截面面积为 A攨x攩，薄片厚度为 敤x，薄片体积 敤V 攨x攩 攽 A攨x攩敤x，攊的体

积为

V 攽

∫ β

α

敤V 攨x攩 攽

∫ β

α

A攨x攩敤x

曲面面积的计算是一个很微妙的问题，我们将在多元微积分时有更深入的（但

仍是初等的）讨论。

【质心】

质心是几何体中的点按质量分布做加权平均得到的平均位置。

【习题】

例 1. 摆线方程为 x攨t攩 攽 R攨t− 敳敩敮 t攩, y攨t攩 攽 R攨攱− 散敯敳 t攩，攰 ≤ t ≤ 攲π攮 求

攨攱攩 摆线的弧长；

攨攲攩 摆线与 x轴所围成的有界区域的面积；

攨攳攩 摆线绕 x轴旋转一周所围成的空间有界区域的体积；

攨攴攩 摆线绕 x轴旋转一周所形成的旋转面的面积；

攨攵攩 摆线与 x 轴所围成的平面有界区域绕它的对称轴一周所形成的空间有界区

域的体积；

攨收攩 摆线绕它的对称轴旋转一周所形成的旋转面的面积。

例 2. 设 γ 是双纽线在右半平面中的一支，其极坐标方程为 r2 攽 a2 散敯敳 攲θ，

−π4 ≤ θ ≤
π
4 攮 求

攨攱攩 该曲线的弧长；

攨攲攩 该曲线所围成的有界区域的面积；

攨攳攩 该曲线绕 x轴旋转一周所围成的空间有界区域的体积；

攨攴攩 该曲线绕 x轴旋转一周所形成的旋转面的面积；

攳



攨攵攩 该曲线所围成的平面有界区域绕 y轴一周所形成的空间有界区域的体积；

攨收攩 该曲线绕 y轴旋转一周所形成的旋转面的面积。

例 3 攨Pappus-Guldin定理). 攨攱攩 设平面曲线 γ 上质量均匀分布攮 则 γ 绕 x轴

旋转所得到曲面 攆 的面积等于 γ 质心绕 x 轴旋转得到的周长乘以曲线 γ 的长

度；

攨攲攩 设平面封闭曲线 γ 所围成的平面区域 D上质量均匀分布。则 D绕 x轴旋转

得到的空间区域 攊的体积等于 D 质心绕 x轴旋转得到的周长乘以区域 D 的面

积。

例 4. 攨攱攩 求质量均匀分布的摆线 x 攽 R攨t− 敳敩敮 t攩, y 攽 R攨攱− 散敯敳 t攩攨攰 ≤ t ≤ 攲π攩

的质心。

攨攲攩 摆线与 x轴围成的平面区域上质量均匀分布，求该区域的质心。

攨攳攩 设 γ 为双纽线在右半平面的一支，其上质量均匀分布，求其质心。

攨攴攩 设 D 为双纽线在右半平面的一支所围的有界区域，其上质量均匀分布，求

其质心。

例 5. 若 C 2正则的平面曲线 γ 的曲率为非零常数，证明它是一段圆弧。

二、广义积分的概念与计算

广义积分是 敒敩敥敭敡敮敮 积分的推广，它通过对 敒敩敥敭敡敮敮 积分的积分限取极

限得到，适用于无界区间上函数的积分或者无界函数的积分。敎敥敷整敯敮攭敌敥敩敢敮敩敺

公式的推广形式可用于计算收敛的广义积分。

例 6. 设 γ 为曲线 x3 攫 y3 攽 攳xy攮 求

攨攱攩 γ 在第一象限所围成的有界区域的面积；

攨攲攩 γ 与它的渐近线所围成的平面区域的面积。

攴


