
习题讨论课10答案：定积分的应用，广义积分的定义与计算

★号（越）多表示题目（越）难

一、定积分应用

【平面区域的面积】

帨帱帩 函数图像围成的有界区域∫ x右

x左

y上帨x帩幤x−
∫ x右

x左

y下帨x帩幤x

帨帲帩 简单封闭的参数曲线围成的有界区域

−
∫
γ

y幤x 帽 −
∫ β

α

y帨t帩x′帨t帩幤t,

把上图中间图形分割为一些形如左边图形的小块，然后把它们的面积累加起来，

再用积分换元变成对曲线参数的积分。类似可得∫
γ

x幤y 帽

∫ β

α

x帨t帩y′帨t帩幤t,

这也可以用分部积分得到。将上述两个等式组合得到

帱

帲

∫
γ

x幤y − y幤x 帽
帱

帲

∫ β

α

x帨t帩y′帨t帩− y帨t帩x′帨t帩幤t 帽 帱

帲

∫ β

α

∣∣∣∣∣x帨t帩 x′帨t帩

y帨t帩 y′帨t帩

∣∣∣∣∣幤t.
上述积分是有向积分，曲线 γ 的参数增加方向需要满足区域的自然正向：即在

区域边界按参数增加方向前进时，区域位于左手一侧。

帨帳帩 平面极坐标下，

帱

帲

∫
γ

r2幤θ 帽

∫ β

α

帱

帲
r帨t帩2θ′帨t帩幤t 帽

∫ θ2

θ1

帱

帲
r帨θ帩2幤θ.

在帨帲帩中第帳个公式中代入 x帨t帩 帽 r帨t帩 幣幯平 θ帨t帩, y帨t帩 帽 r帨t帩 平幩幮 θ帨t帩帮
1
2r

2幤θ是无穷小扇形的面积。

【曲线的弧长与曲线的曲率】

正则曲线 x帨t帩 ∈ C 1帨幛α, β幝帻Rn帩，x′帨t帩 6帽 帰帮 弧长 L 帽
∫ β
α
‖x′帨t帩‖幤t帮

帱



帨帱帩 空间直角坐标系下

L 帽

∫
γ

幤l 帽

∫ β

α

√
x′1帨t帩

2 師 · · ·師 x′n帨t帩
2幤t

幤l 帽
√
幤x2

1 師 · · ·師 幤x2
n

帨帲帩 平面极坐标系下，x 帽 r帨t帩 幣幯平 θ帨t帩，y 帽 r帨t帩 平幩幮 θ帨t帩

L 帽

∫ β

α

√
x′帨t帩2 師 y′帨t帩2幤t 帽

∫ β

α

√
r′帨t帩2 師 rθ′帨t帩2幤t

幤l 帽
√
帨幤r帩2 師 帨r幤θ帩2

帨帳帩 空间柱坐标系下，x 帽 r帨t帩 幣幯平 θ帨t帩, y 帽 r帨t帩 平幩幮 θ帨t帩, z帨t帩，

幤l 帽
√
帨幤r帩2 師 帨r幤θ帩2 師 帨幤z帩2

帨帴帩 空间球坐标系下，x 帽 r帨t帩 幣幯平ϕ帨t帩 平幩幮 θ帨t帩, y 帽 r帨t帩 平幩幮ϕ帨t帩 平幩幮 θ帨t帩, z 帽

r帨t帩 幣幯平 θ帨t帩，

幤l 帽
√

帨幤x帩2 師 帨幤y帩2 師 帨幤z帩2 帽
√
r′帨t帩2 師 幛r帨t帩 平幩幮 θ帨t帩幝2ϕ′帨t帩2 師 r帨t帩2θ′帨t帩2幤t

正则曲线的弧长参数

l帨t帩 帽

∫ t

α

‖x′帨t帩‖幤t

于是

l′帨t帩 帽 ‖x′帨t帩‖ > 帰.

弧长参数下的曲线方程 幾x帨l帩 帽 x帨t帨l帩帩，

幾x′帨l帩 帽
x′帨t帩

‖x′帨t帩‖
, ‖幾x′帨l帩‖ 帽 帱, 〈幾x′帨l帩, 幾x′′帨l帩〉 帽 帰.

单位速率，加速度与速度正交，是曲线的主法向量。曲率

κ 帽 ‖幾x′′帨l帩‖.

帲



【旋转体与旋转面】

平面封闭曲线 帨x帨t帩, y帨t帩帩位于 x轴的一侧，它绕 x轴旋转一周得到曲面 帆

和旋转体 帊。

旋转面面积（旋转体侧面积）

A 帽

∫
γ

帲πy幤l 帽

∫ β

α

帲πy帨t帩
√
x′帨t帩2 師 y′帨t帩2幤t.

曲线方向与旋转方向垂直，帲πy 是旋转半径为 y 时圆周的周长，幤l 是曲线的微

弧长。帲πy幤l是底面半径为 y、母线长度为 幤l的圆台的面积（近似值）。

旋转体体积

V 帽 −
∫
γ

πy2幤x 帽 −
∫ β

α

πy帨t帩2x′帨t帩幤t.

上述积分中的符号来自于曲线定向。πy2幤x 是底面半径为 y 高为 幤x 的圆柱体

积。

一般原理：沿一个方向把 帊 切割成与 x 轴垂直的一系列薄片（近似为柱

体），截面面积为 A帨x帩，薄片厚度为 幤x，薄片体积 幤V 帨x帩 帽 A帨x帩幤x，帊的体

积为

V 帽

∫ β

α

幤V 帨x帩 帽

∫ β

α

A帨x帩幤x

曲面面积的计算是一个很微妙的问题，我们将在多元微积分时有更深入的（但

仍是初等的）讨论。

【质心】

质心是几何体中的点按质量分布做加权平均得到的平均位置。

【习题】

例 1. 摆线方程为 x帨t帩 帽 R帨t− 平幩幮 t帩, y帨t帩 帽 R帨帱− 幣幯平 t帩，帰 ≤ t ≤ 帲π帮 求

帨帱帩 摆线的弧长；

帨帲帩 摆线与 x轴所围成的有界区域的面积；

帨帳帩 摆线绕 x轴旋转一周所围成的空间有界区域的体积；

帨帴帩 摆线绕 x轴旋转一周所形成的旋转面的面积；

帨帵帩 摆线与 x 轴所围成的平面有界区域绕它的对称轴一周所形成的空间有界区

域的体积；

帨帶帩 摆线绕它的对称轴旋转一周所形成的旋转面的面积。

解. 帨帱帩

幤l 帽

√
R2帨帱− 幣幯平 t帩2 師R2 平幩幮2 t幤t 帽

√
帲R
√
帱− 幣幯平 t幤t 帽 帲R 平幩幮

t

帲
幤t.

L 帽

∫ 2π

0

帲R 平幩幮
t

帲
幤t 帽 常R.

帳



帨帲帩

x′帨t帩 帽 R帨帱− 幣幯平 t帩 > 帰,∫ 2π

0

y帨t帩幤x帨t帩 帽 R2

∫ 2π

0

帨帱−幣幯平 t帩2幤t 帽 R2

∫ 2π

0

(
帳

帲
− 帲 幣幯平 t師

幣幯平 帲t

帲

)
幤t 帽 帳πR2.

帨帳帩

V 帽

∫ 2π

0

πy帨t帩2幤x帨t帩 帽 R3

∫ 2π

0

帨帱− 幣幯平 t帩3幤t

帽 R3

∫ 2π

0

帱− 帳 幣幯平 t師 帳
幣幯平 帲t師 帱

帲
− 幣幯平 帲t師 帱

帲
幣幯平 t幤t

帽 帵πR3.

帨帴帩

A 帽

∫ 2π

0

帲πy帨t帩幤l 帽 帴πR2

∫ 2π

0

帨帱− 幣幯平 t帩 平幩幮
t

帲
幤t

帽 帴πR2

∫ 2π

0

(
帲 幣幯平2

t

帲
− 帲

)
幤 幣幯平

t

帲

帽
帶帴π

帳
R2.

帨帵帩 对称轴为 x 帽 Rπ：

y帨π ± t帩 帽 R帨帱− 幣幯平帨π ± t帩帩 帽 R帨帱 師 幣幯平帨±t帩帩 帽 R帨帱 師 幣幯平 t帩,

x帨π 師 t帩 師 x帨π − t帩
帲

帽
R帨π 師 t− 平幩幮帨π 師 t帩帩 師R帨π − t− 平幩幮帨π − t帩帩

帲
帽 Rπ.

当 帰 ≤ t ≤ π时，y′帨t帩 帽 R 平幩幮 t > 帰，

V 帽

∫ π

0

π帨x帨t帩−Rπ帩2幤y帨t帩 帽 R3π

∫ π

0

帨t− 平幩幮 t− π帩2 平幩幮 t幤t 帽 帹π3 − 帱帶π

帶
R3.

帨帶帩

A 帽

∫ π

0

帲π帨π − x帨t帩帩幤l 帽 帲R2π

∫ π

0

帨π − t師 平幩幮 t帩 平幩幮
t

帲
幤t 帽

帱帲π2 − 帱帶π

帳
R2.

例 2. 设 γ 是双纽线在右半平面中的一支，其极坐标方程为 r2 帽 a2 幣幯平 帲θ，

−π4 ≤ θ ≤
π
4 帮 求

帨帱帩 该曲线的弧长；

帨帲帩 该曲线所围成的有界区域的面积；

帨帳帩 该曲线绕 x轴旋转一周所围成的空间有界区域的体积；

帨帴帩 该曲线绕 x轴旋转一周所形成的旋转面的面积；

帨帵帩 该曲线所围成的平面有界区域绕 y轴一周所形成的空间有界区域的体积；

帨帶帩 该曲线绕 y轴旋转一周所形成的旋转面的面积。

帴



解. 帨帱帩

帲r幤r 帽 −帲a2 平幩幮 帲θ幤θ

幤l 帽
√

帨幤r帩2 師 帨r幤θ帩2 帽

√
a4 平幩幮2 帲θ

a2 幣幯平 帲θ
師 a2 幣幯平 帲θ幤θ 帽

a√
幣幯平 帲θ

幤θ

L 帽

∫ π
4

−π
4

a√
幣幯平 帲θ

幤θ 帽 a

∫ 1

−1

√
帱 師 t2

帱− t2
幤t

帱 師 t2
帽 帲a

∫ 1

0

幤t√
帱− t4

.

这是一个收敛的瑕积分，且涉及椭圆函数。

帨帲帩

A 帽

∫ π
4

−π
4

帱

帲
r帨θ帩2幤θ 帽

∫ π
4

−π
4

a2

帲
幣幯平 帲θ幤θ 帽 a2.

帨帳帩 当 帰 ≤ θ ≤ π
4 时，y帨θ帩 帽 r帨θ帩 幣幯平 θ > 帰，

x′帨θ帩 帽 帨r帨θ帩 幣幯平 θ帩′ 帽 −a
2 平幩幮 帲θ

r
幣幯平 θ − r 平幩幮 θ

帽
−a2 平幩幮 帳θ

r
< 帰

V 帽 −
∫ θ

4

0

πy帨θ帩2幤x帨θ帩 帽 πa2

∫ π
4

0

幣幯平 帲θ 平幩幮2 θ
平幩幮 帳θ√
幣幯平 帲θ

幤θ

帽 −πa2

∫ π
4

0

√
幣幯平 帲θ

幣幯平 帲θ − 帲 幣幯平 帲θ 師 帱

帲
幤 幣幯平 θ

帽 πa2

[
帱

帱帲
師

帱

常

√
帲 幬幮帨
√
帲− 帱帩

]
.

提示∫
帨幣幯平 帲θ帩α幤 幣幯平 θ 帽 幣幯平 θ帨幣幯平 帲θ帩α 師 帲α

∫
幣幯平 θ帨幣幯平 帲θ帩α−1 平幩幮 帲θ幤θ

帽 幣幯平 θ帨幣幯平 帲θ帩α − 帲α

∫
帨幣幯平 帲θ 師 帱帩帨幣幯平 帲θ帩α−1幤 幣幯平 θ.

帨帴帩

A 帽

∫ π
4

0

帲πy帨θ帩幤l 帽

∫ π
4

0

帲πa
√
幣幯平 帲θ 平幩幮 θ · a√

幣幯平 帲θ
幤θ 帽 帲πa2

(
帱−
√
帲

帲

)
.

帨帵帩

Vy 帽 帲

∫ π
4

0

πx帨θ帩2幤y帨θ帩 帽

√
帲π2a2

常

帨帶帩

Ay 帽 帲

∫ π
4

0

帲πx帨θ帩幤l 帽 帴π

∫ π
4

0

a
√
幣幯平 帲θ 幣幯平 θ

a√
幣幯平 帲θ

幤θ 帽 帲
√
帲πa2.

帵



例 3 帨Pappus-Guldin定理). 帨帱帩 设平面曲线 γ 上质量均匀分布帮 则 γ 绕 x轴

旋转所得到曲面 帆 的面积等于 γ 质心绕 x 轴旋转得到的周长乘以曲线 γ 的长

度；

帨帲帩 设平面封闭曲线 γ 所围成的平面区域 D上质量均匀分布。则 D绕 x轴旋转

得到的空间区域 帊的体积等于 D 质心绕 x轴旋转得到的周长乘以区域 D 的面

积。

证明. 帨帱帩

帲π帖y 帽

∫
γ
帲πy幤l∫
γ
幤l

帽
AΣ

Lγ
.

帨帲帩

帲π帖y 帽

∫
γ
x幤帨πy2帩∫
γ
x幤y

帽
VΩ

AD
.

例 4. 帨帱帩 求质量均匀分布的摆线 x 帽 R帨t− 平幩幮 t帩, y 帽 R帨帱− 幣幯平 t帩帨帰 ≤ t ≤ 帲π帩

的质心。

帨帲帩 摆线与 x轴围成的平面区域上质量均匀分布，求该区域的质心。

帨帳帩 设 γ 为双纽线在右半平面的一支，其上质量均匀分布，求其质心。

帨帴帩 设 D 为双纽线在右半平面的一支所围的有界区域，其上质量均匀分布，求

其质心。

证明. 利用例帱、例帲、例帳的结论。

例 5. 若 C 2正则的平面曲线 γ 的曲率为非零常数，证明它是一段圆弧。

证明. 曲线弧长参数下，‖x′帨l帩‖ 帽 帱，‖x′′帨l帩‖ 帽 κ是曲率，为常数。不妨设

x′帨l帩 帽 幥iθ(l).

则

x′′帨l帩 帽 幥iθ(l)θ′帨l帩,

从而 κ 帽 |θ′帨l帩|帮 于是 θ′帨l帩 帽 κ或 θ′帨l帩 帽 −κ，且由于导函数满足介值性质，上
述两种情形必有一种情形恒成立，不妨设第一种恒成立帮 于是

θ帨l帩 帽 θ帨帰帩 師 κl,

从而

x′帨l帩 帽 幥i
(
θ(0)+κl

)
,

因此

x帨l帩 帽 x帨帰帩 師
幥i
(
θ(0)+κl

)
幩κ

,

帶



从而

|x帨l帩− x帨帰帩| 帽 帱

κ
.

二、广义积分的概念与计算

广义积分是 幒幩幥幭幡幮幮 积分的推广，它通过对 幒幩幥幭幡幮幮 积分的积分限取极

限得到，适用于无界区间上函数的积分或者无界函数的积分。幎幥幷年幯幮席幌幥幩幢幮幩幺

公式的推广形式可用于计算收敛的广义积分。

例 6. 设 γ 为曲线 x3 師 y3 帽 帳xy帮 求

帨帱帩 γ 在第一象限所围成的有界区域的面积；

帨帲帩 γ 与它的渐近线所围成的平面区域的面积。

解. 曲线参数方程

x 帽
帳t

帱 師 t3
, y 帽

帳t2

帱 師 t3
, t ∈ R\{−帱}.

帨帱帩 x, y ≥ 帰当且仅当 帰 ≤ t < 師∞帮

x′帨t帩 帽
帳帨帱− 帲t3帩

帨帱 師 t3帩2

> 帰, 帰 ≤ t < 1
3√2
,

< 帰, t > 1
3√2
.

,

A1 帽 −
∫ +∞

0

y帨t帩幤x帨t帩 帽 −
∫ +∞

0

帹t2帨帱− 帲t3帩

帨帱 師 t3帩3
幤t

帽 −
∫ +∞

1

帳帨帱− 帲帨s− 帱帩帩

s3
幤s s 帽 帱 師 t3

帽
帹

帲s2
− 帶

s

∣∣∣∣+∞
1

帽
帳

帲
.

帨帲帩 渐近线 y 帽 −x− 帱，

A2 帽

∫ −1

−∞
幛y帨t帩 師 x帨t帩 師 帱幝幤x帨t帩 師

∫ 0

−1

幛y帨t帩 師 x帨t帩 師 帱幝幤x帨t帩

帽

∫ −1

−∞

帳帨帱− 帲t3帩

帨帱− t師 t2帩3
幤t師

∫ 0

−1

帳帨帱− 帲t3帩

帨帱− t師 t2帩3
幤t

帽
帶t2 師 帳

帲 帨t2 − t師 帱帩
2

∣∣∣∣∣
0

−∞

帽
帳

帲
.

注：求解帨帲帩中的有理函数的不定积分可以用奥斯特洛格拉德斯基方法，感兴趣

的读者可以阅读菲赫金戈尔茨《微积分学教程》（第二卷）第八章第帲帷帶小节。

帷


