
习题讨论课09题目：定积分的性质与计算

★号（越）多表示题目（越）难

一、函数的可积性

在有界闭区间 [a, b]上，

f Riemann可积 ⇐⇒ f Darboux可积

⇐⇒ (Lebesgue准则)f 有界且 f 的间断点集是零测集。

三个判断办法中，Riemann和 Darboux的定义为积分提供了几何背景、收敛的

含义以及（近似）计算的方法，但是作为可积性的判别方法，Lebesgue准则最

简单。

例 1. 在有界闭区间上，以下哪些函数可积？

(1) 连续函数

(2) 单调函数

(3) g(x)是有界函数，f(x) = sup
a≤t≤x

g(t).

(4) f + g, fg，其中 f, g ∈ R[a, b].

(5) 1/f，其中 f ∈ R[a, b]是恒不为零的函数。

(6) g(f(x))，其中 f, g可积。

(7) Dirichlet 函数

(8) Riemann 函数

(9) f ∈ R[a, b]在子区间 [α, β] ⊂ [a, b]上

二、定积分的近似计算

包括用Riemann和或Darboux和近似积分，或者用积分来估算一些Riemann和

形式的数列；用积分保序性对被积函数放缩；改进的数值逼近方法。

例 2. 证明对充分大的正整数 n，
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例 3. 设 f : [0,+∞) → R连续且严格增，f(0) = 0，f−1 是其反函数。证明对

任意 a ∈ [0,+∞)以及任意 b ∈ f([0,+∞))，∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(y)dy ≥ ab.

其中等号成立当且仅当 b = f(a).

例 4. 设 f : [a, b]→ R是凸函数。证明 f 可积，且

f

(
a+ b

2

)
(b− a) ≤

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
(b− a).
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例 5. 设 f 有足够的可微性。对充分小的 h，分别用

F1(h) = 2f(0)h, F2(h) = [f(−h) + f(h)]h

作为F (h) =
∫ h
−h f(x)dx的近似值。试分析误差的阶，并求常数λ, µ使得λF1(h)+

µF2(h)有尽可能小（尽量高阶的无穷小）的误差。

三、定积分计算

利用定积分的几何含义

例 6. 计算以下定积分：

(1)

∫ 2

0

|1− x|dx (2)

∫ 1

0

√
1− x2dx (3)

∫ 1

−1
2x+ 1dx

利用微积分基本定理，利用原函数计算定积分。

例 7. 计算以下定积分：

(1)

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx (2)

∫ π
2

0

sinn xdx (3)

∫ π
4

0

dx

cosx

(4)

∫ 1

0

√
x

4−
√
x
dx (5)

∫ 1

0

√
2x+ x2dx (6)

∫ ln 2

0

√
1 + exdx

(7)

∫ π

0

dx

2 + cosx
(8)

∫ 3π
4

0

sinx

1 + cos2 x
dx

利用对称性

例 8. (1) 设 f ∈ C [0, 1]. 证明∫ π
2

0

f(sinx)dx =

∫ π
2

0

f(cosx)dx,

∫ π

0

xf(sinx)dx =
π

2

∫ π

0

f(sinx)dx.

(2) 求

∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx.

(3) 证明对任何实数 α，

∫ π
2

0

dx

1 + tanα x
=

∫ π
2

0

dx

1 + cotα x
.

例 9. (1) 设 f 连续，证明

∫ x

0

(x− t)f(t)dt =
∫ x

0

(∫ t

0

f(s)ds

)
dt.

(2) 求

∫ 1

0

x

(∫ x2

1

e−t
2

dt

)
dx.

四、一些证明题

例 10. 设 f 连续，证明： lim
h→0+

∫ 1

−1

h

x2 + h2
f(x)dx = πf(0).

例 11. 设 f ∈ C [0, 2π]. 证明 lim
n→+∞

∫ 2π

0

f(x)| sinnx|dx =
2

π

∫ 2π

0

f(x)dx.

例 12. 设 f ∈ C [a, b]. 证明

lim
n→+∞

(∫ b

a

|f(x)|ndx

) 1
n

= max
x∈[a,b]

|f(x)|.
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