
习题讨论课07答案：泰勒公式应用、函数凹凸性、曲线的渐近线

★号（越）多表示题目（越）难

一、Taylor 展开式

利用 子孥孡孮孯 余项 孔孡孹孬孯孲 公式加速计算，用 孌孡孧孲孡孮孧孥 余项的 孔孡孹孬孯孲 公式

进行估值。

例 1. 阿基米德提出用圆内接正多边形周长逼近圆的周长，从而计算圆周率的

近似值。他计算了正 嬹嬶 边形，得到 223
71 < π < 22

7 。后来不断有人尝试计算更多

边的正多边形，其中著名的有荷兰的 孌孵孤孯孬孰孨 孶孡孮 孃孥孵孬孥孮嬨公元 嬱嬵嬴嬰嬭嬱嬶嬱嬰嬩，他

用了一生的时间计算了 嬲62边形，得到圆周率 嬳嬵 位小数。中国古代南北朝时期

的数学家和天文学家祖冲之 嬨公元 嬴嬲嬸嬭嬵嬰嬰嬩 曾经用刘徽的割圆术得到了圆周率

嬷 位小数，这个记录保持了 嬱嬰嬰嬰 多年。由初等的平面几何知识可得半径为 嬱的

圆的正 嬳 · 嬲n边形的边长 an 和周长 Ln满足递推关系：
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但这个收敛是很慢的，所以难怪 孌孵孤孯孬孰孨 孶孡孮 孃孥孵孬孥孮 倾其一生用于 π 的计算。

我们用 孔孡孹孬孯孲 展开对上述迭代进行修正，可以得到更快收敛的数列。

解.
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于是，

Ln 嬽 嬲π − π3

嬲嬷 · 嬲2n
嬫O

(
嬱

嬲4n

)
Ln+1 嬽 嬲π − π3

嬲嬷 · 嬲2n+2
嬫O

(
嬱

嬲4n

)
.

嬨嬱− λ嬩Ln 嬫 λLn+1 嬽 嬲π − π3

嬲嬷 · 嬲2n+2
嬨嬴− 嬳λ嬩 嬫O

(
嬱

嬲4n

)
.

嬱



取 λ 嬽 4
3，得到
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修正后的数列具有更小的误差和更快的收敛速度。原本算到嬴嬰万边形得到的结

果只需计算到约嬸嬰嬰边形就得到了。

例 2. 嬨嬱嬩 证明：对任意 −嬱 ≤ x ≤ 嬱，
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嬨嬲嬩 利用 孡孲季孴孡孮 1
2 嬫 孡孲季孴孡孮 1

3 嬽 π
4，求 π的近似值。
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所以
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取 x 嬽 嬱，得到
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这个等式以苏格兰数学家 孊孡孭孥孳 孇孲孥孧孯孲孹（公元嬱嬶嬳嬸嬭嬱嬶嬷嬵）的名字命名。因此
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误差不超过 1
4n+3，但这收敛得很慢。
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当 嬰 < x < 嬱时，
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左右两端作为 孡孲季孴孡孮x的不足近似值和过剩近似值，其误差小于 x4n+3
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知，利用其前嬲嬲项的和就能得到 π的近似值为 嬳.嬱嬴嬱嬵嬹嬲嬶嬵嬳嬵嬸嬹嬷嬹嬰，它的前嬱嬴位

小数是精确的。

二、函数的凹凸性

【函数凹凸性定义以及性质】

嬱嬮 f 在区间 I 上是凸函数：

f嬨嬨嬱− t嬩x嬫 ty嬩 ≤ 嬨嬱− t嬩f嬨x嬩 嬫 tf嬨y嬩, ∀x, y ∈ I, ∀t ∈ 孛嬰, 嬱孝.

严格凸：上述不等式中的等号仅在平凡情形成立（x 嬽 y或 t ∈ {嬰, 嬱}）嬮

嬲嬮 f 在区间 I 上是凹（严格凹）函数：如果 −f 区间 I 上是凸（严格凸）函

数。

嬳嬮 Jensen不等式：f 在区间 I 上是凸函数当且仅当 ∀x1, x2, . . . , xn ∈ I，

∀t1, t2, . . . , tn ∈ 孛嬰, 嬱孝 嬺 t1 嬫 t2 嬫 · · ·嬫 tn 嬽 嬱，

f嬨t1x1 嬫 t2x2 嬫 · · ·嬫 tnxn嬩 ≤ t1f嬨x1嬩 嬫 t2f嬨x2嬩 嬫 · · ·嬫 tnf嬨xn嬩.

嬴嬮 凸函数的意义：

• 加权平均：自变量的平均值的函数值不超过相应函数值的平均值。

• 几何意义：弦位于弧的上方；内接三角形斜率有固定的大小顺序。

【凸函数的分析性质】

嬱嬮 凸函数是连续函数，在区间内到处都有单侧导数，几乎处处可导。

嬲嬮 可微函数 f 是凸（严格凸）函数当且仅当 f ′ 单调不减（严格增）。

嬳嬮 二阶可微函数 f 是凸函数当且仅当 f ′′ ≥ 嬰。

嬴



嬴嬮 若 f ′′ > 嬰，则 f 是严格凸函数。

嬵嬮 可微的凸函数 f 的驻点必是最小值点，严格凸函数有唯一最小值点。

例 3. 证明对于任意正数 x1, x2, . . . , xn，都有
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.

证明. 对 f嬨x嬩 嬽 x 孬孮x，f ′′嬨x嬩 嬽 1
x > 嬰（∀x > 嬰）嬮 因此 f 严格凸。从而

f
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n
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即
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由它即得要证明的不等式。

三、曲线的弯曲性质与渐近线

嬱嬮 凸函数的图像 y 嬽 f嬨x嬩是下凸曲线，曲线位于切线上方。

嬲嬮 凹函数的图像是上凸曲线，曲线位于切线下方。

嬳嬮 对参数曲线 嬨x嬨t嬩, y嬨t嬩嬩，

孤2y

孤x2
嬽

∣∣∣∣∣x′嬨t嬩 x′′嬨t嬩

y′嬨t嬩 y′′嬨t嬩

∣∣∣∣∣
嬨x′嬨t嬩嬩3

,
孤2x

孤y2
嬽 −

∣∣∣∣∣x′嬨t嬩 x′′嬨t嬩

y′嬨t嬩 y′′嬨t嬩

∣∣∣∣∣
嬨y′嬨t嬩嬩3

若 x′嬨t嬩与行列式

∣∣∣∣∣x′嬨t嬩 x′′嬨t嬩

y′嬨t嬩 y′′嬨t嬩

∣∣∣∣∣同号，则平面曲线 嬨x嬨t嬩, y嬨t嬩嬩下（向 y减

小的方向）凸；

若 x′嬨t嬩与行列式

∣∣∣∣∣x′嬨t嬩 x′′嬨t嬩

y′嬨t嬩 y′′嬨t嬩

∣∣∣∣∣异号，则平面曲线 嬨x嬨t嬩, y嬨t嬩嬩上（向 y增

大的方向）凸；

若 y′嬨t嬩与行列式

∣∣∣∣∣x′嬨t嬩 x′′嬨t嬩

y′嬨t嬩 y′′嬨t嬩

∣∣∣∣∣同号，则平面曲线 嬨x嬨t嬩, y嬨t嬩嬩向右（x增

大的方向）凸；

若 y′嬨t嬩与行列式

∣∣∣∣∣x′嬨t嬩 x′′嬨t嬩

y′嬨t嬩 y′′嬨t嬩

∣∣∣∣∣异号，则平面曲线 嬨x嬨t嬩, y嬨t嬩嬩向右（x减

小的方向）凸。

嬵



图 嬱嬺 曲线与加速度向量 嬨x′′嬨t嬩, y′′嬨t嬩嬩位于切线的同一侧

嬴嬮 曲线凹凸性改变的地方称为曲线的拐点。在拐点处，曲线位于切线的两

侧。

嬵嬮 函数图像 y 嬽 f嬨x嬩的拐点即导函数 f ′单调性发生变化的地方。

对二阶可微函数，若 嬨x0, f嬨x0嬩嬩是函数图像的拐点，则必有 f ′′嬨x0嬩 嬽 嬰，

但这仅仅是必要条件。

嬶嬮 对平面参数曲线 嬨x嬨t嬩, y嬨t嬩嬩，拐点处必然有行列式

∣∣∣∣∣x′嬨t嬩 x′′嬨t嬩

y′嬨t嬩 y′′嬨t嬩

∣∣∣∣∣ 嬽 嬰嬮

嬷嬮 凸函数的图像位于其斜或水平渐近线的上方，凹函数图像位于其斜或水平

渐近线的下方。

例 4. 设 f 在区间 孛a,嬫∞嬩上是凸函数，y 嬽 kx嬫 b是 y 嬽 f嬨x嬩在 x→ 嬫∞时
的一条渐近线。

嬨嬱嬩 若 f 可微，证明：

孬孩孭
x→+∞

f ′嬨x嬩 嬽 k.

嬨嬲嬩 若 f 可微，证明：

f嬨x嬩 ≥ kx嬫 b, ∀x ≥ a.

嬨嬳嬩 若 f 严格凸，证明：

f嬨x嬩 > kx嬫 b, ∀x ≥ a.

证明. 嬨嬱嬩 由 f 凸知 f ′ 单调不减，于是有极限 孬孩孭
x→+∞

f ′嬨x嬩 嬽 A ∈ R ∪ {嬫∞}，
A ∈ R当且仅当 f ′ 有上界。

嬶



于是由 孌嬧孈孞孯孰孩孴孡孬法则知

孬孩孭
x→+∞

f嬨x嬩

x
嬽 孬孩孭
x→+∞

f ′嬨x嬩 嬽 A.

因此 k 嬽 A嬮

嬨嬲嬩 考虑 g嬨x嬩 嬽 f嬨x嬩− 嬨kx嬫 b嬩嬮 则 g′嬨x嬩 嬽 f ′嬨x嬩− k嬮 由嬨嬱嬩知 孬孩孭
x→+∞

g′嬨x嬩 嬽 嬰嬮

由 g凸知道，g′ 单调不减，从而 g′嬨x嬩 ≤ g′嬨嬫∞嬩 嬽 嬰，因此 g单调不减。

g嬨x嬩 ≥ 孬孩孭
t→+∞

g嬨t嬩 嬽 嬰, ∀x ≥ a.

嬨嬳嬩 考虑 g嬨x嬩 嬽 f嬨x嬩− 嬨kx嬫 b嬩嬮 则 g是严格凸函数， 孬孩孭
x→+∞

g嬨x嬩 嬽 嬰嬮 我们只需

证明 g嬨x嬩 > 嬰（∀x ≥ a）嬮

假设存在 x1使得 g嬨x1嬩 ≤ 嬰嬮

若存在 x2 > x1使得 g嬨x2嬩 > g嬨x1嬩，则对任意 x > x2，都有

g嬨x嬩− g嬨x2嬩
x− x2

>
g嬨x2嬩− g嬨x1嬩
x2 − x1

,

从而

g嬨x嬩 > g嬨x2嬩 嬫
g嬨x2嬩− g嬨x1嬩
x2 − x1

嬨x− x2嬩→ 嬫∞, x→ 嬫∞,

这与 孬孩孭
x→+∞

g嬨x嬩 嬽 嬰矛盾。所以，对任意 x > x1，都有 g嬨x嬩 ≤ g嬨x1嬩嬮
于是 孬孩孭

x→+∞
g嬨x嬩 ≤ g嬨x1嬩嬮 从而 g嬨x1嬩 ≥ 嬰，因此 g嬨x1嬩 嬽 嬰，并且对任意

x > x1，g嬨x嬩 ≤ g嬨x1嬩 嬽 嬰嬮 于是由上述证明知：g嬨x嬩 嬽 嬰嬮

任取 x4 > x3 > x1，由于 g嬨x4嬩 嬽 g嬨x3嬩 嬽 g嬨x1嬩 嬽 嬰，但这与 g 严格凸矛

盾。

所以不存在 x1使得 g嬨x1嬩 ≤ 嬰嬮 因此对任意 x，g嬨x嬩 > 嬰嬮

另外，g是严格减的。

假设存在 y1 < y2使得 g嬨y1嬩 ≤ g嬨y2嬩，则对任意 y > y2，

g嬨y嬩 ≥ g嬨y2嬩 嬫
g嬨y2嬩− g嬨y1嬩
y2 − y1

嬨y − y2嬩→ 嬫∞, y → 嬫∞.

这与 孬孩孭
y→+∞

g嬨y嬩 嬽 嬰矛盾，所以 ∀y1, y2, y1 < y2 ⇒ g嬨y1嬩 > g嬨y2嬩嬮

注：对一般的曲线，y 嬽 f嬨x嬩在 x → 嬫∞时有渐近线，极限 孬孩孭
x→+∞

f ′嬨x嬩未必

存在。例如 f嬨x嬩 嬽 x嬫 1√
x
孳孩孮嬨x2嬩，y 嬽 x是 y 嬽 f嬨x嬩在 x→ 嬫∞时的渐近线，

但是 f ′嬨x嬩 嬽 嬱− 1
2x 孳孩孮嬨x

2嬩 嬫 嬲
√
x 季孯孳嬨x2嬩无界。

例 5. 讨论函数 f嬨x嬩 嬽 2x2

x+1 的凹凸性和渐近线。

解.

f嬨x嬩 嬽 嬲嬨x− 嬱嬩 嬫
嬲

x嬫 嬱

f ′′嬨x嬩 嬽
嬴

嬨x嬫 嬱嬩3
,

嬷



所以当 x < −嬱 时，f ′′嬨x嬩 < 嬰，f 为严格凹，曲线 y 嬽 f嬨x嬩 严格上凸；当

x > −嬱时，f ′′嬨x嬩 > 嬰，f 为严格凸，曲线 y 嬽 f嬨x嬩严格下凸。

孬孩孭
x→−1

f嬨x嬩 嬽∞,

所以 x 嬽 −嬱是 y 嬽 f嬨x嬩的竖直渐近线。

f嬨x嬩 嬽 嬲x− 嬲 嬫 o嬨嬱嬩, x→ ±∞.

因此 y 嬽 嬲x−嬲是 x→ ±∞时，y 嬽 f嬨x嬩的渐近线。x < −嬱时，曲线 y 嬽 f嬨x嬩

位于这条渐近线的下方；当 x > −嬱时，曲线 y 嬽 f嬨x嬩位于这条渐近线的上方。

例 6. 讨论平面曲线 x3 嬫 y3 嬽 嬳xy的渐近线和曲线的位置关系。

解. 引入参数 t 嬽 y
x，得到曲线的参数方程

x嬨t嬩 嬽
嬳t

嬱 嬫 t3
, y嬨t嬩 嬽

嬳t2

嬱 嬫 t3
, t 6嬽 −嬱.

当 t→ −嬱时，x嬨t嬩→∞，

y嬨t嬩

x嬨t嬩
嬽 t→ −嬱, y嬨t嬩− 嬨−嬱嬩x嬨t嬩 嬽 嬳t2 嬫 嬳t

嬱 嬫 t3
嬽

嬳t

嬱− t嬫 t2
→ −嬱,

所以 y 嬽 −x− 嬱是曲线在无穷远处的一条渐近线。

y嬨t嬩 嬫 x嬨t嬩 嬫 嬱 嬽
嬳t2 嬫 嬳t嬫 嬱 嬫 t3

嬱 嬫 t3
嬽

嬨t− 嬱嬩2

嬱− t嬫 t2
> 嬰,

所以曲线在渐近线上方。

期中讲评

例 7. 极限

嬨嬱嬩 孬孩孭
x→+∞

xln x

嬨孬孮x嬩x
嬮

嬨嬲嬩 孬孩孭
n→+∞

(
n嬫 3
√
嬹n2 − n3

)
嬨嬳嬩 孬孩孭

x→0

sin x−arctan x
tan x−arcsin x

嬨嬴嬩 孬孩孭
n→+∞

8
lnn

(
嬱 嬫 1

3 嬫 1
5 嬫 · · ·嬫 1

2n−1

)
解. 嬨嬱嬩

xln x

嬨孬孮x嬩x
嬽 孥(ln x)

2−x ln ln x 嬽 孥t
2−et ln t 嬽 孥

−et ln t
(
1− t2

et ln t

)
→ 嬰

−孥t 孬孮 t是指数部分的主项。
嬨嬲嬩

n嬫
3
√

嬹n2 − n3 嬽 n

(
嬱− 3

√
嬱− 嬹

n

)
嬽 n

(
嬹

嬳n
嬫 o

(
嬱

n

))
嬽 嬳 嬫 o嬨嬱嬩.

嬸



嬨嬳嬩

孬孩孭
x→0

孳孩孮x− 孡孲季孴孡孮x

孴孡孮x− 孡孲季孳孩孮x
嬽 孬孩孭
x→0

季孯孳x− 1
1+x2

嬱 嬫 孴孡孮2 x− 1√
1−x2

嬨孌嬧孈孞孯孰孩孴孡孬嬩

嬽 孬孩孭
x→0

嬱− x2

2 嬫 o嬨x2嬩− 嬨嬱− x2 嬫 o嬨x2嬩嬩

嬱 嬫 x2 嬫 o嬨x2嬩−
(
嬱 嬫 x2

2 嬫 o嬨x2嬩
) 嬨孔孡孹孬孯孲嬩

嬽 嬱.

嬨嬴嬩 孓孴孯孬孺

孬孩孭
n→+∞

嬸

孬孮n

(
嬱 嬫

嬱

嬳
嬫

嬱

嬵
嬫 · · ·嬫 嬱

嬲n− 嬱

)
嬽 孬孩孭
n→+∞

8
2n+1

孬孮嬨n嬫 嬱嬩− 孬孮嬨n嬩

嬽 孬孩孭
x→0

8n
2n+1

孬孮
[(
嬱 嬫 1

n

)n] 嬽 嬴.

例 8. 在 x 嬽 嬰处孔孡孹孬孯孲展开 1
cos x 嬮

证明.
嬱

季孯孳x
嬽

嬱

嬱− x2

嬲
嬫
x4

嬲嬴
嬫 o嬨x4嬩

，然后用长除法。

其他题目根据大课老师建议选择

嬹


