
习题讨论课06答案：用导数研究函数——单调性极值，洛必达法

则与泰勒公式

★号（越）多表示题目（越）难

一、基本定理

【微分中值定理】

• Rolle 定理：设 f ∈ C [a, b]，在 (a, b) 内可微，f(a) = f(b)，则存在 ξ ∈
(a, b)使得

f ′(ξ) = 0.

用途：证明一些函数存在零点，证明其他微分中值定理（通过构造适当的

辅助函数）。

【推广的 Rolle 定理】：设 f 在 (a, b)内可微， lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x) =

A ∈ R ∪ {±∞}，则存在 ξ ∈ (a, b)使得

f ′(ξ) = 0.

• Lagrange 微分中值定理：设 f ∈ C [a, b]，在 (a, b) 内可微，则存在 ξ ∈
(a, b)使得

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(ξ).

用途：函数单调性

• Cauchy 微分中值定理：设 f, g ∈ C [a, b]，在 (a, b) 内可微，则存在 ξ ∈
(a, b)使得 (

f(b)− f(a)
)
g′(ξ) =

(
g(b)− g(a)

)
f ′(ξ).

若 g′ 6= 0，则
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

用途：洛必达、泰勒公式

【推广的Cauchy定理】：设 f, g在 (a, b)内可微， lim
x→a+

f(x) = A, lim
x→b−

f(x) =

B, lim
x→a+

g(x) = α, lim
x→b−

g(x) = β，其中 A,B, α, β ∈ R，则存在 ξ ∈ (a, b)

使得

(B −A)g′(ξ) = (β − α)f ′(ξ).

• 这些微分中值定理很重要，因为它们是进一步研究函数性质的重要工具。
但需要提醒学习者的是，工具本身并不是目的，更不要因一些矫揉造作的

题目而养成不良嗜好。
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【导数与单调性】

以下结论可以用 Lagrange微分中值定理直接得到，但也可以用其他办法得

到（详见习题课05例1的解答）

1. 设 f 在开区间 I 上可微. 则 f ′ ≥ 0⇐⇒ f 在 I 上单调不减。

2. 设 f 在开区间 I 上可微. 则 f ′ > 0 =⇒ f 在 I 上单调增。

3. 设 f 在开区间 I 上可微. 则 f ′ 6= 0 =⇒ f 在 I 上严格单调。

这里要用到 Darboux定理：区间上的导函数具有介值性质。

注：(1) 设 f 在闭区间 I 上连续. f 在 I 的内部单调 =⇒ f 在 I 上单调。

(2) 仅从 f ′(x0) > 0可以得出 f 在 x0 邻域中不是单调不增的，但得不出在

x0邻域中的单调不减或单调增结论。详见习题课05例2.

(3) 如果 f ′ 在 x0 的邻域内连续，且 f ′(x0) > 0，则 f 在 x0 的一个充分小

邻域内严格增。

(4) 如果 f ′(x0) = · · · = f (2n)(x0) = 0，f (2n+1)(x0) > 0，则 f 在 x0的一个

充分小邻域内是严格增的。

【最值与极值】

1. 最值的存在性：连续函数在有界闭集上取得最大值和最小值。

2. 如果 f 可微，且对任意 u, v : u < x0 < v ，都有 f ′(u) ≤ 0 ≤ f ′(v)，则 f

在 x0 取得最小值。

但 f 在最小值/极小值两侧，未必是单调的，比如

f(x) =

(2 + sin 1
x )x

2, x 6= 0;

0, x = 0.

因此上述结论中的条件只是充分条件。
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3. 【Fermat引理】 如果 f 在其极值点 x0处可微，则 f ′(x0) = 0.

称 f ′ 的零点为 f 的驻点或临界点，称 f 在其临界点取的函数值为 f 的临

界值.

但驻点未必是极值点。比如 x = 0是 x3的驻点，但不是极值点。

Fermat 引理帮助我们缩小了寻找最值点的范围：有界闭区间中，可微函

数的最值点或是边界点，或是驻点。

4. 称 f 的临界点 x0是非退化的，指 f ′′(x0) 6= 0.

非退化临界点都是极值点。

若 f ′(x0) = 0，f ′′(x0) > 0，则 x0是 f 的严格极小值点。

一般地，若 f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (2n−1)(x0) = 0（这是退化临界点），

f (2n)(x0) > 0，则 x0是 f 的严格极小值点。

从泰勒展开的角度看，

f(x) = f(x0) +

(
f2n(x0)

(2n)!
+ o(1)

)
(x− x0)2n > f(x0), x→ x0.

5. 若

f ′(x0) = · · · = f (2n)(x0), f
(2n+1)(x0) > 0,

则 f 在 x0的一个充分小邻域中严格增，从而 x0不是极值点。

例 1. 试找“最好的”常数 A,B使得

arctan(1 + x)− π

4
≥ x

Ax+B
, ∀x > 0.

解. 记

f(x) = arctan(1 + x)− π

4
− x

Ax+B
.

在区间 (0,+∞)右端，

lim
x→+∞

f(x) =
π

4
− 1

A
≥ 0,

所以 A ≥ 4
π .

在区间 (0,+∞)左端， f(0) = 0， f ′(0) = 1
2 −

1
B ≥ 0，所以 B ≥ 2.

因此所谓“最好”，就是 A,B的值尽量小，从而使 x
Ax+B 尽可能大。

考虑

f(x) = arctan(1 + x)− π

4
− x

2 + 4x
π

.

则

f ′(x) = −x[(π
2 − 8)x− 2π(4− π)]

2(1 + (1 + x)2)(2x+ π)2
.
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当 0 < x < 2π(4−π)
π2−8 = x∗时，f ′(x) > 0，f 是增函数，f(x) > f(0) = 0.

当 x > 2π(4−π)
π2−8 时，f

′(x) < 0，f 是减函数， f(x) > lim
t→+∞

f(t) = 0.

所以A = 4
π , B = 2是满足条件的最好的解，此时用 π

4 +
πx

2π+4x 作为 arctan(1+x)

的近似值，最大误差为 f(x∗) ≈ 0.025.

例 2. 求满足
(
1 + 1

n

)n+α ≤ e ≤
(
1 + 1

n

)n+β
（∀n ∈ N∗）的参数 α, β 的范围。

解. 考虑函数

fα(x) = (x+ α) ln

(
1 +

1

x

)
= (x+ α)

[
ln(x+ 1)− lnx

]
.

则 lim
x→+∞

fα(x) = lim
x→+∞

(x+ α)
[
1
x + o

(
1
x

)]
= 1.

f ′α(x) = ln(x+ 1)− lnx+ (x+ α)

(
1

x+ 1
− 1

x

)
= ln

(
1 +

1

x

)
− x+ α

x(x+ 1)
.

所以 lim
x→+∞

f ′α(x) = 0.

f ′′α(x) =
(2a− 1)x+ a

x2(x+ 1)2
.

情形1：当 α ≥ 1
2 时，f

′′
α(x) > 0，∀x > 0. 所以 f ′α 在区间 (0,+∞) 上

是严格增函数，从而 f ′α(x) < f ′α(+∞) = 0，从而 fα 是严格减函数，fα(x) >

fα(+∞) = 1，从而
(
1 + 1

x

)x+α
> e（∀x > 0）.

情形2：当 α ≤ 0 时，f ′′α(x) < 0（∀x > 0），f ′α 在区间 (0,+∞)中是严格

减函数，f ′α(x) > f ′α(+∞) = 0，从而 fα 严格增，fα(x) < fα(+∞) = 1，从而(
1 + 1

x

)x+α
< e（∀x > 0）.

情形3：当 0 < α < 1
2 时，对 0 < x < α

1−2α，f
′′
α(x) > 0；对 x > α

1−2α，

f ′′α(x) < 0. f ′α在区间 [ a
1−2a ,+∞)中严格减，f ′α(x) > f ′α(+∞) = 0.

情形3.1：如果 f ′α 不变号，则对任意 x > 0，f ′α(x) ≥ 0，从而 fα 单调不

减，fα(x) ≤ fα(+∞) = 1，从而数列
(
1 + 1

n

)n+α
各项都不大于 e.

情形3.2：如果 f ′α变号，则 f ′α有零点 ξ.

我们证明在区间 (0,+∞)中，f ′α至多只有一个零点。

假设 f ′α 在区间 (0,+∞)中有两个零点 0 < x1 < x2，再结合 f ′α(+∞) = 0，

由广义Rolle定理知，f ′′α 在 (x1, x2)和 (x2,+∞)中至少各有一个零点，然而 f ′′α

只有一个零点，所以得到矛盾。
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所以 ξ是 f ′α的唯一零点，且 ∀x < ξ < y，f ′α(x) < 0 < f ′α(y).

于是 fα 在区间 (0, ξ) 中严格减，在区间 (ξ,+∞) 中严格增。因此对任意

x > ξ，fα(x) < fα(+∞) = 1，所以当 n ≥ ξ时，
(
1 + 1

n

)n+α
< e.

因此数列
(
1 + 1

n

)n+α
要么各项严格增，此时各项都小于 e；要么开始有限

项严格减，此后严格增，此时各项都不超过 e当且仅当数列第一项

21+α ≤ e,

由此解得 α ≤ 1
ln 2 − 1 ≈ 0.442695.

结论： (
1 +

1

n

)n+α
≤ e,∀n ≥ 1⇐⇒ α ≤ 1

ln 2
− 1,

(
1 +

1

n

)n+β
≥ e,∀n ≥ 1⇐⇒ β ≥ 1

2
.

另外，可以证明 (
1 +

1

n

)n+α
严格增⇐⇒ α <

2 ln 3− 3 ln 2

2 ln 2− ln 3
,

(
1 +

1

n

)n+β
严格减⇐⇒ β ≥ 1

2
.

二、不定型极限

基本情况：
o(1)

o(1)
,
∞
∞

转化为基本情况：

o(1) · ∞ =
o(1)
1
∞

, ∞−∞ =∞
(
1− ∞
∞

)
,

∞o(1) = eo(1)·ln∞, (1 + o(1))∞ = e∞·ln(1+o(1).

处理基本情况的办法：

1. 渐近展开：找主项，确定阶

(a) 在有限点渐近展开：Taylor展开。

(b) 无穷远点展开

渐近展开的方法也可以直接应用于其他情形的不定型极限。

5



2. L’Hôpital法则：只处理比值情形的不定型极限。利用导函数

完整正确地理解洛必达法则

不要把洛必达法则简单地理解成公式

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim
x→c

f ′(x)

g′(x)
. (*)

洛必达法则的先决条件：

• f, g在 c的去心邻域中可导（在 c处甚至可以没定义）

• f, g 同为无穷小量，或者 g 为无穷大量（当 f 有界时，无需洛必达；

当 f 无界时，不要求 f 必须是无穷大量）

• g′ 6= 0

• (*)式等号右端（导数一侧）极限存在（收敛或无穷极限）。

洛必达法则的结论： (*)式等号左端（不求导的一侧）极限存在（结论1），

且与右端极限值相等（结论2）。

使用洛必达法则时的注意事项：

• 完整验证条件；

• 勿把条件和结论搞颠倒，不能从 (*)的左边得到右边；

• 导数端极限存在仅仅是函数端极限存在的充分条件，不是必要的；当
导数端极限不存在时，洛必达法则不能使用，但不意味着函数端极

限不存在；

• 使用洛必达法则时，先进行化简，然后再适当时候再使用洛必达法
则，避免复杂的导数计算；

• 能不用洛必达法则就尽量不用洛必达法则。尽量使用初等化简方法
（换元）和泰勒展开。不要沉迷于洛必达法则。

例 3. (1) 设 f(x) 在 x0 处右连续, lim
x→x+

0

f ′(x) = A ∈ R. 证明 f 在 x0 处有右导

数，且 f ′+(x0) = A.

(2) 设 f(x) 在 x0 处连续, lim
x→x0

f ′(x) = A ∈ R. 证明 f 在 x0 处有导数，且

f ′(x0) = A.

(3) 设 f 可微，且 lim
x→+∞

f ′(x) = A ∈ R. 若 y = f(x)在 x→ +∞时有渐近
线，则渐近线斜率为 A.

证明.

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)
x− x0

= lim
x→x+

0

f ′(x)

1
.
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注：f ′+(x0)与 lim
x→x+

0

f ′(x)的含义是不同的，前者是点 x0 处曲线的右切线的斜

率，后者是 x0右边点的切线斜率的极限。

注：事实上，上面这个例子不仅是 L’Hôpital法则的简单应用，如果把它的证明

看成是 Lagrange微分中值定理的应用，那么这个简单例子蕴含了一般的 o(1)
o(1) 类

型的 L’Hôpital法则。视 (g(t), f(t))为平面上的可微曲线，t→ t0时该曲线上的

点趋于坐标系原点(0, 0)。由于 g′(t) 6= 0，所以 g(t)严格单调，从而 x = g(t)有

可微的反函数 t = g−1(x)，此时曲线是可微函数 y = f(g−1(x)) = F (x)的图像，

x = 0是这个函数的一个可去间断点，补充定义使 F (0) = 0，从而 F 在 x = 0

处连续。

F ′(x) =
f ′(t)

g′(t)
→ A, x→ 0,

意味着 lim
t→t0

g(t)
f(t) = lim

x→0

F (x)
x = F ′(0) = A。

事实上，Cauchy微分中值定理也可以用类似的办法由 Lagrange微分中值

定理得到。

例 4. 求以下极限

(1) lim
x→0+

ln cot x
ln x .

(2) lim
x→0+

xα lnx.（α > 0）

(3) lim
x→+∞

ln x
xα .（α > 0）

(4) lim
x→+∞

π
2−arctan x

x−1 .

(5) lim
x→1

(
x
x−1 −

1
ln x

)
.

(6) lim
x→0

(
sin x
x

) 1
x2 .

(7) lim
x→0

tan x−tan tan x
sin x−sin sin x

解. (1) 解法1： 分子

ln cotx = ln cosx− ln sinx = ln(1 + o(1))− ln[x(1 + o(1))] = − lnx+ o(1),

分子主项是 − lnx，

lim
x→0+

ln cotx

lnx
= lim
x→0+

− lnx+ o(1)

lnx
= −1.

解法2. 洛必达（这是教材上例题中的方法）

lim
x→0+

ln cotx

lnx
= lim
x→0+

1

cotx
· −1
sin2 x

1

x

= − lim
x→0+

x

cosx sinx
= −1.

(2)解法1 换元 xα = e−t，则 t = −α lnx→ +∞，

xα lnx =
−t
αet
→ 0.
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解法2. 洛必达（这是教材上例题中的方法）

(3)解法1 换元 t = xα，则 x→ +∞时，t→ +∞，

lnx

xα
=

ln t

αt
,

而我们已知极限 lim
t→+∞

ln t
t = 0，所以 lim

x→+∞
ln x
xα = 0.

解法2. 洛必达（这是教材上例题中的方法）

(4) 解法1： 换元 t = π
2 − arctanx，则 cot t = x，且当 x→ +∞时，t→ 0+，

π
2 − arctanx

x−1
=

t

tan t
=

t

sin t
cos t→ 1.

解法2：洛必达（这是教材上例题中的方法）

(5) 解法1： 换元 x = 1 + t，则当 x→ 1时，t→ 0，

x

x− 1
− 1

lnx
=

1 + t

t
− 1

ln(1 + t)

= 1 +
1

t
− 1

t− t2

2 + o(t2)

= 1 +
1

t

(
1− 1

1− t
2 + o(t)

)
= 1 +

1

t

(
1−

(
1 +

t

2
+ o(t)

))
= 1− 1

2
+ o(1)→ 1

2
.

解法2：洛必达（这是教材上例题中的方法）

(6) 解法1：Taylor展开

lim
x→0

1

x2
ln

(
sinx

x

)
= lim
x→0

1

x2

(
sinx− x

x
+ o

(
sinx− x

x

))
= lim
x→0

−x
3

6

x3
+ o(1) = −1

6
.

所以原极限为 e−
1
6 .

解法2：

lim
x→0

1

x2
ln

(
sinx

x

)
= lim
x→0

ln(1 + u)

u
· lim
x→0

sin x
x − 1

x2

(
u =

sinx

x
− 1

)
= lim
x→0

sinx− x
x3

以下用洛必达，也可以用泰勒展开

= lim
x→0

cosx− 1

3x2

= lim
x→0

− sinx

6x
= −1

6
.

所以原极限为 e−
1
6 .

注：适当化简后再用洛必达，避免复杂的导数计算。

解法3：洛必达（这是教材上例题中的方法）
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(7)

lim
x→0

tanx− tan tanx

sinx− sin sinx
= lim
x→0

1 + tan2 x

cosx
· 1− (1 + tan2 tanx)

1− cos sinx
洛必达

= lim
x→0

−x2 + o(x2)
1
2 sin

2 x+ o(sin2 x)
= −2.

例 5 (洛必达真的必达吗？未必). 以下解答正确吗？为什么？

(1)

lim
x→+∞

sin(x2)√
x

= lim
x→+∞

2x cos(x2)
1

2
√
x

= lim
x→+∞

4x
3
2 cos(x2)

极限不存在。

(2) 对 f(x) = 2x+ sin 2x，g(x) = esin xf(x)，

f(x) > 2x− 1→ +∞, x→ +∞,

g(x) > e−1(2x− 1)→ +∞, x→ +∞,

f ′(x) = 2 + 2 cos 2x = 4 cos2 x,

g′(x) = esin x (f(x) cosx+ f ′(x)) = esin x (2x+ sin 2x+ 4 cosx) cosx∣∣∣∣f ′(x)g′(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 4 cosx

esin x(2x+ sin 2x+ 4 cosx)

∣∣∣∣ ≤ 4e

2x− 5
→ 0, x→ +∞.

所以

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= 0.

解. (1) 这里不能使用洛必达法则，因为导数比值极限并不存在。 正确做法是

图 1: 例5(1)

∣∣∣∣ sin(x2)√
x

∣∣∣∣ ≤ 1√
x
→ 0.

(2) 事实上， f(x)
g(x) = e− sin x在 x→ +∞时没有极限。

这里不能使用洛必达法则，因为 g′(x) 6= 0这个条件不成立。

下图中显示了参数曲线 (g(t), f(t))，虽然它总体上是不断向右且趋于右方

无穷远，但它总是左右折返而不是单调向右的。
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图 2: 例5(2)

事实上，洛必达法则中要求 g′(x) 6= 0，不仅仅是为了使分式 f ′(x)
g′(x) 有意义，

更是为了使 g(x)是严格单调的。因为根据 Darboux定理，导函数 g′(x)不取零

值意味着导函数 g′(x)总是正或者总是负，从而 g(x)是严格增或者严格减。

洛必达法则的几何意义：考虑平面上的可微曲线 (g(t), f(t))，它满足

• g′(t) > 0，g(t)→∞（+∞），曲线上的点单调向右趋于无穷远；

• f ′(t)
g′(t) → A，运动的速度方向斜率接近 A；

结论是：曲线上的点与原点连线斜率 f(t)
g(t) 趋于 A.

图 3: 洛必达法则的几何意义
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三、Taylor 展开式

Taylor 展开的目的是用多项式逼近可微函数。多项式的次数与函数的可微

性程度有关。选择用多项式来做逼近，主要原因是多项式只涉及有限次加法和

乘法，运算方便。

有不同余项形式的 Taylor 公式，它们取决于函数的可微程度以及我们的目

的。Peano 余项的 Taylor 公式主要是处理函数的局部性质（极限、收敛的阶等

等）。Lagrange 余项、Cauchy 余项、积分余项的 Taylor 公式可以用于处理函

数在更大范围内的整体性质。

在 Peano余项的意义下，Taylor 多项式是给定次数的多项式范围内唯一的

局部最佳逼近。这使得我们不必通过求导就可以得到一些函数的 Taylor 多项

式。为实现这个目的，我们需要

1. 熟练掌握基本初等函数的 Taylor展开：ex, (1 + x)µ, sinx, cosx

2. 了解 f 和它的导数 f ′的 Taylor 多项式的关系：比如

(1 + x)−1 ←→ ln(1 + x), (1 + x2)−1 ←→ arctanx,

(1− x2)− 1
2 ←→ arcsinx.

3. 了解除法的处理办法

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · .

4. 复合：换元代入。

【乘积的 Taylor展开】

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + o(xn)

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n + o(xn)

1 x x2 · · · xn o(xn)

b0 b1 b2 · · · bn

1 a0 a0b0 a0b1 a0b2 · · · a0bn o

x a1 a1b0 a1b1 a1b2 · · · o o

x2 a2 a2b0 a2b1 a2b2 · · · o o
...

...
...

...
...

...
...

...

xn an anb0 o o · · · o o

o(xn) o o o o o o o

上述矩阵中按从左下到右上的斜线方向求和（即角标之和为常数 k 的项 aibk−i

的和），得到乘积 fg中 xk 的系数。角标之和大于 n的项都被合并到余项 o(xn)

中.

【除法的 Taylor 展开】

可以用升幂排列的多项式的除法。详见下面例子中的第2问。

11



例 6. (1) 写出 sinx, cosx在 x = 0处带 Peano 余项的 5 阶 Taylor 展开；

(2) 写出 tanx在 x = 0处带 Peano 余项的 5 阶 Taylor 展开；

(3) 如果 C∞函数 f, g满足

f(x) = x+ a3x
3 + a5x

5 + a7x
7 + o(x7), x→ 0,

g(x) = x+ b3x
3 + b5x

5 + b7x
7 + o(x7), x→ 0,

请写出 f(g(x))在 x = 0处带 Peano 余项的 7 阶 Taylor 展开；

(4) 设 f 是可逆的 C∞奇函数，且

f(x) = x+ a3x
3 + a5x

5 + a7x
7 + o(x7).

请写出反函数 f−1 在 x = 0处带 Peano 余项的 5 阶 Taylor 展开；

(5) 求极限

lim
x→0

sin tanx− tan sinx

arcsin arctanx− arctan arcsinx
.

解：. (1)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x5), x→ +∞,

多项式部分逐项求导，得到

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ o(x5).

最后这个余项是这样确定的：cosx是偶函数，所以在 x = 0 处 Taylor 展开只

有偶次方项，所以上述多项式也是 cosx在 x = 0 处的 5 阶 Taylor 多项式，故

余项可以写成 o(x5).

(2) 方法1：用等比数列求和，

1

cosx
=

1

1− u
= 1 + u+ u2 + · · · .

tanx =
sinx

cosx
=
x− x3

3! +
x5

5! + o(x5)

1− x2

2! +
x4

4! + o(x5)

=

[
x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x5)

]
·

[
1 +

(
x2

2!
− x4

4!
+ o(x5)

)
+

(
x2

2!
− x4

4!
+ o(x5)

)2

+ o(x4)

]

=

[
x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x5)

]
·
[
1 +

x2

2
+

5x4

24
+ o(x4)

]
= x+

1

3
x3 +

2

15
x5 + o(x5).
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方法2：用长除法计算（类似多项式除法，但因 x→ 0，所以按升幂——即次数

从小到大——顺序排列）

x+ x3

3 + 2x5

15 + o(x5)

1− x2

2 + x4

24 + o(x4)
)
x− x3

6 + x5

120 + o(x5)

x− x3

2 + x5

24 + o(x5)
x3

3 −
x5

30 + o(x5)
x3

3 −
x5

6 + o(x5)
2x5

15 + o(x5)
2x5

15 + o(x5)

o(x5)

o(x5)

“0”

方法3：用待定系数法，tan是 C∞ 函数，有任意阶的 Taylor 展开。设 tanx =

a1x+ a3x
3 + a5x

5 + o(x5). 则

(tanx)′ = a1 + 3a3x
2 + 5a5x

4 + o(x4).

利用

(tanx)′ = 1 + (tanx)2,

得到

a1 + 3a3x
2 + 5a5x

4 + o(x4) = 1 +
(
a1x+ a3x

3 + a5x
5 + o(x5)

)2
= 1 + a21x

2 + 2a1a3x
4 + o(x4),

于是由 Peano 余项 Taylor 公式的唯一性，比较上式两边的系数，得到 a1 = 1，

3a3 = a21 = 1，5a5 = 2a1a3，进而 a3 = 1
3，a5 = 2

15 . 因此

tanx = x+
x3

3
+

2x5

15
+ o(x5).

(3) 设

f(x) = x+ a3x
3 + a5x

5 + a7x
7 + · · · ,

g(x) = x+ b3x
3 + b5x

5 + b7x
7 + · · · ,

于是

f(g(x)) = (x+ b3x
3 + b5x

5 + b7x
7 + · · · ) + a3(x+ b3x

3 + b5x
5 + b7x

7 + · · · )3

+ a5(x+ b3x
3 + b5x

5 + b7x
7 + · · · )5

+ a7(x+ b3x
3 + b5x

5 + b7x
7 + · · · )7 + · · ·

= x+ (a3 + b3)x
3 + (a5 + b5 + 3a3b3)x

5

+ (a7 + b7 + 3a3b
2
3 + 3a3b5 + 5a5b3)x

7 + o(x7),

(*)
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其中 · · · 都是 o(x7).

(4) 反函数 h = f−1 也是奇函数，并且 h也是 C∞ 函数。设 h(x) = f−1(x) =

x+ c3x
3 + c5x

5 + o(x5)（待定系数法）. 由 (*)式知

x = x+ (a3 + c3)x
3 + (a5 + c5 + 3a3c3)x

5 + o(x5),

比较系数得到

c3 = −a3, c5 = −3a3c3 − a5 = 3a23 − a5.

(5) 对(3)中的 f, g，由(*)知

f(g(x))− g(f(x)) = (3a3b
2
3 − 3b3a

2
3 − 2a3b5 + 2a5b3)x

7 + o(x7). (**)

即 f(g(x))− g(f(x))是 7阶无穷小，其首项系数由 f, g的 5阶 Taylor多项式的

系数决定。

由(4)知，

f−1(x) = x− a3x3 + (3a33 − a5)x5 + o(x5),

g−1(x) = x− b3x3 + (3b33 − b5)x5 + o(x5).

对 f−1和 g−1使用 (**)的结论，得到

f−1(g−1(x))− g−1(f−1(x))

=
(
3(−a3)(−b3)2−3(−b3)(−a3)2+2(−b3)(3a23−a5)−2(−a3)(3b23−b5)

)
x7+o(x7)

= (3a3b
2
3 − 3a23b3 + 2a5b3 − 2a3b5)x

7 + o(x7),

它与 f(g(x))− g(f(x))具有相同的 7阶 Taylor多项式。所以

lim
x→0

f(g(x))− g(f(x))
f−1(g−1(x))− g−1(f−1(x))

= 1.

解法2. 见 Arnold《惠更斯与巴罗，牛顿与胡克》一书的附注。

练习：求 f(x) = sin x
1+x2 在 x = 0处的 5阶 Taylor展开。

例 7. 计算下列极限：

(1) lim
x→0

ex
√
1−2x−cos(

√
2x)

sin3 x
.

(2) lim
x→0

cos x−e−
x2

2

x4 .

(3) lim
x→1

x
1

1−x .

(4) lim
x→π

2
−
(tanx)

π
2−x.

(5) lim
x→0

{
1
x −

(
1
x2 − 1

x

)
ln(1 + x)

}
.

(6) lim
h→0

f(2h)+2f(−h)−3f(0)
h2 ，其中 f ′′(0) = 1.

(7) lim
x→0

3x2
√
1+x sin x−

√
cos x

.

(8) lim
n→+∞

(
sin
√
n+ nα − sin

√
n
)
.

14



图 4: lim
x→0

sin tan x−tan sin x
arcsin arctan x−arctan arcsin x = 1

解. (1)

√
1− 2x = 1 +

1

2
(−2x) +

1
2

(
1
2 − 1

)
2

(−2x)2 +
1
2

(
1
2 − 1

) (
1
2 − 2

)
6

(−2x)3 + o(x3)

= 1− x− x2

2
− x3

2
+ o(x3),

cos(
√
2x) = 1− 2x2

2
+ o(x3) = 1− x2 + o(x3),

ex
√
1− 2x− cos(

√
2x)

sin3 x

=

(
1 + x+ x2

2 + x3

6 + o(x3)
)(

1− x− x2

2 −
x3

2 + o(x3)
)
−
(
1− x2 + o(x3)

)
x3(1 + o(1))

=
− 4

3x
3 + o(x3)

x3(1 + o(1))
→ −4

3
, x→ 0.

(2)

cosx− e−
x2

2

x4
=

1− x2

2 + x4

24 − 1 + x2

2 −
x4

8 + o(x4)

x4
→ − 1

12
, x→ 0.

(3) 记 t = x− 1，则 t→ 0，

x
1

1−x = e
ln(1+t)
−t → e−1.

(4) 记 t = π
2 − x，则 t→ 0+，

(tanx)
π
2−x = et ln cos t−t ln sin t = eo(1) → 1, t→ 0+.
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(5)

lim
x→0

{
1

x
−
(

1

x2
− 1

x

)
ln(1 + x)

}
= lim
x→0

x− (1− x) ln(1 + x)

x2
通分，判断需要展开的阶

= lim
x→0

x− (1− x)
(
x− x2

2 + o(x2)
)

x2

= lim
x→0

3x2

2 + o(x2)

x2
=

3

2
.

(6) 设 f(x) = a0 + a1 +
x2

+ o(x
2)（x→ 0）. 则

lim
h→0

f(2h) + 2f(−h)− 3f(0)

h2

= lim
h→0

a0 + a1(2h) +
(2h)2

2 + o(h2) + 2a0 + 2a1(−h) + (−h)2 + o(h2)− 3a0

h2

=3.

或者用一次洛必达（需要验证洛必达条件），再用微分定义。

lim
h→0

f(2h) + 2f(−h)− 3f(0)

h2

= lim
h→0

2f ′(2h)− 2f ′(−h)
2h

= lim
h→0

f ′(0) + (2h) + o(h)− f ′(0)− (−h) + o(h)

h
= 3.

(7)

lim
x→0

3x2√
1 + x sinx−

√
cosx

= lim
x→0

3x2

1 + 1
2 (x

2) + o(x2)−
(
1 + 1

2

(
−x2

2

)
+ o(x2)

) = 4

(8) 当 α < 1
2 时，

sin
√
n+ nα − sin

√
n = cos ξ ·

[√
n+ nα −

√
n
]

= cos ξ ·
√
n

[(
1 +

1

n1−α

) 1
2

− 1

]

= cos ξ · 1

2n
1
2−α

→ 0, n→ +∞.

当 α = 1
2 时，√
n+
√
n−
√
n =
√
n

[(
1 +

1√
n

) 1
2

− 1

]
=

1

2
+ o(1), n→ +∞,
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sin

√
n+
√
n− sin

√
n

=sin
√
n

[
cos

(√
n+
√
n−
√
n

)
− 1

]
+ cos

√
n sin

(√
n+
√
n−
√
n

)
=sin

√
n

[
cos

1

2
+ o(1)− 1

]
+ cos

√
n

(
sin

1

2
+ o(1)

)
=sin

(√
n+

1

2

)
− sin

√
n+ o(1)

因为 n 弧度的点在单位圆周上稠密，所以
√
n 弧度的点也在单位圆周上稠密。

因此上述数列有子列收敛于 sin 1
2，也有子列收敛于 sin

(
π + 1

2

)
= − sin 1

2 . 所以

原数列不收敛。对 α > 1
2，由函数图像知数列不收敛，证明留给感兴趣的读者。
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例 8. 设 f 在区间 [a, b]上连续，在开区间 (a, b)内二阶可导。证明存在 ξ ∈ (a, b)

使得

f(b)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(a) =

(b− a)2

4
f ′′(ξ).

证明. 在 a+b
2 处做泰勒展开，存在 ξ1 ∈

(
a, a+b2

)
以及 ξ2 ∈

(
a+b
2 , b

)
，使得

f(a) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
a− a+ b

2

)
+
f ′′(ξ1)

2

(
a− a+ b

2

)2

,

f(b) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
b− a+ b

2

)
+
f ′′(ξ2)

2

(
a− a+ b

2

)2

,

二者相加得到

f(a) + f(b) = 2f

(
a+ b

2

)
+
f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)

2

(b− a)2

4
,

由 Darboux定理，f ′′具有介值性质，所以存在 ξ ∈ (ξ1, ξ2)使得

f ′′(ξ) =
f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)

2
.

例 9. 证明 3
2 < tan 1 < π

2 .

证明. 记 f(x) = a cosx− sinx，a > 0. 则

f(x) = a

(
1− x2

2
+
x4

24
− x6

720
+

cos ξ1
8!

x8
)
−
(
x− x3

6
+

x5

120
− sin ξ2

7!
x7
)
,

ξ1, ξ2介于 0, x之间。所以

f(1) = a

(
1− 1

2
+

1

24
− 1

720
+

cos ξ1
8!

)
−
(
1− 1

6
+

1

120
− sin ξ2

7!

)
,

因此

p(a) := a

(
1− 1

2
+

1

24
− 1

720

)
−
(
1− 1

6
+

1

120

)
< f(1)

< a

(
1− 1

2
+

1

24
− 1

720
+

1

8!

)
−
(
1− 1

6
+

1

120
− 1

7!

)
=: q(a),

p(π2 ) > p(1.57) = 467
72000 > 0，从而 tan 1 < 1.57 < π

2 . 另一方面， q( 32 ) =

− 267
8960 < 0，因此 tan 1 > 3

2 .

例 10. 设 f 在含 0的开区间 I 上有连续的 n+ 1阶导数，f(0) = 0，

F (x) =


f(x)
x , x ∈ I\{0},

f ′(0), x = 0.

证明 F 在 I 内有连续的 n阶导数.
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图 5: 3
2 < tan 1 < π

2

证明1：. 由 f 的 Taylor公式

f(x) = f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 + · · ·+ f (n+1)(0)

(n+ 1)!
xn+1 + o(xn+1), x→ 0.

得到

F (x) = f ′(0) +
f ′′(0)

2
x+ · · ·+ f (n+1)(0)

(n+ 1)!
xn + o(xn), x→ 0.

所以

f ′(0) = F (0),
f ′′(0)

2
= F ′(0), . . . ,

f (n+1)(0)

n+ 1
= F (n)(0).

所以 F 在 x = 0处 n阶可导。

另由上次习题课结论，F 在 x 6= 0处 n+ 1阶可导。

所以 F 在 I 内 n阶可导。

但是这个证明是错误的！然而它可以向我们预示关于 F (k)(0) 的结论。所以错

误的方法有时也是有价值的。

证明2：. 利用 f 在 x处的 Lagrange 余项的 Taylor 公式，得到

f(0) = f(x) + f ′(x)(0− x) + f ′′(x)

2!
(0− x)2 + · · ·+ f (k)(x)

k!
(0− x)k

+
f (k+1)(ξ)

(k + 1)!
(0− x)(k+1)!,
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于是当 x 6= 0时，

F (k)(x) =

k∑
j=0

f (j)(x)

(
1

x

)(k−j)

=
(−1)kk!
xk+1

k∑
j=0

f (j)(x)

j!
(−x)j

=
(−1)kk!
xk+1

[
f(0)− f (k+1)(ξ)

(k + 1)!
(0− x)k+1

]
=
f (k+1)(ξ)

k + 1
(ξ介于 0, x之间)

→ f (k+1)(0)

k + 1
, x→ 0.

所以由导数定义和 L’Hôpital 法则，得到

F (k)(0) = lim
x→0

F (k−1)(x)− f(k)(0)
k

x
= lim
x→0

F (k)(x)

1
=
f (k+1)(0)

k + 1
.

所以数学归纳法知 F ∈ C n(I).

证明3：.

F (k)(x) =

k∑
j=0

f (j)(x)

(
1

x

)(k−j)

=
(−1)kk!
xk+1

k∑
j=0

f (j)(x)

j!
(−x)j .

由导数定义和 L’Hôpital 法则，得到

lim
x→0

F (k)(x)− f(k+1)(0)
k+1

x

= lim
x→0

(−1)k
k∑
j=0

f(j)(x)
j! (−x)j − f(k+1)(0)

(k+1)! x
k+1

xk+2

k!

= lim
x→0

(−1)k
k∑
j=0

f(j+1)(x)
j! (−x)j + (−1)k+1

k∑
j=1

f(j)(x)
(j−1)! (−x)

j−1 − f(k+1)(0)
k! xk

(k+2)xk+1

k!

= lim
x→0

(−1)k f
(k+1)(x)
k! (−x)k − f(k+1)(0)

k! xk

(k+2)xk+1

k!

= lim
x→0

f (k+1)(x)− f (k+1)(0)

(k + 2)x

=
f (k+2)(0)

k + 2
.

所以 F (k+1)(0) = f(k+2)(0)
k+2 .

用这个证明，条件可以减弱为 f 在 x = 0处 n + 1阶可导，结论相应变成

F 在 x = 0处 n阶可导。
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例 11. 设 f 是 C∞函数，

F (x) =

f(e
− 1
x2 ), x 6= 0;

f(0), x = 0.

求 f 在 x = 0处的带 Peano余项的 n阶 Taylor展开式。

证明.

g(x) =

e−
1
x2 , x 6= 0;

0, x = 0.

是 C∞ 函数，所以 F = f ◦ g也是 C∞ 函数。

而

|f(g(x))− F (0)| ≤ |f ′(ξ)|g(x)− 0| ≤Me−
1
x2 , 0 < |x| ≤ 1,

又 e−
1
x2 = o(xn), x→ 0，所以

F (x) = f(g(x)) = f(0) + o(xn), x→ 0,

由 Peano余项泰勒公式的唯一性，所以这就是 F 在 x = 0处的 Peano余项泰勒

公式。

四、积分因子、微分方程与辅助函数

一元（未知）函数和它的导数满足的恒等式称为常微分方程，其中涉及的

未知函数的最高的求导次数称为常微分方程的阶。

一阶常微分方程即 F (x, y, y′) = 0，其中 y 是以 x 为自变量的一元可微函

数。

称函数 G(x, y)是方程 F (x, y, y′) = 0的一个积分因子，如果 G(x, y) 6= 0，

且存在函数 H 使得

G(x, y(x))F (x, y(x), y′(x)) =
(
H(x, y(x))

)′
.

于是 y = y(x)是方程 F (x, y, y′) = 0的解当且仅当

H(x, y(x)) = C,

其中 C 是（任意）常数。这样就把微分方程转化为了代数方程 H(x, y) = 0.

例 12. e−λx 是微分方程

y′ − λy = 0

的积分因子。

证明. (
e−λxy

)′
= e−λx(−λy + y′) = 0.

从而 y = Ceλx 是该微分方程的解。
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例 13. 求微分方程

y′ + g′(x)y = 0

的积分因子。

解. (
eg(x)y

)′
= eg(x)(g′(x)y + y′) = 0.

从而 eg(x) 是该微分方程的积分因子，微分方程的解为 y = Ce−g(x).

例 14. 设 f, g可微，满足 g(x)有界，

lim
x→+∞

f(x) = f(0) = 0.

证明存在 ξ > 0使得

f ′(ξ) + g′(ξ)f(ξ) = 0.

解. 令 F (x) = eg(x)f(x). 则 F 可微，且 F (0) = F (+∞) = 0. 由推广了的 Rolle

定理，存在 ξ > 0使得

F ′(ξ) =
(
eg(x)f(x)

)′
x=ξ

= 0.

所以

f ′(ξ) + g′(ξ)f(ξ) = 0.

例 15. 设 f 可微，满足

lim
x→+∞

[f ′(x) + f(x)] = a.

证明

lim
x→+∞

f ′(x) = 0, lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

解. 记 F (x) = exf(x)，G(x) = ex，则

lim
x→0

F ′(x)

G′(x)
= lim
x→+∞

[f ′(x) + f(x)] = a.

另外， lim
x→+∞

G(x) = +∞，G′(x) > 0，所以

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

F (x)

G(x)
= a.
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