
习题讨论课05答案：导数与高阶导数

★号（越）多表示题目（越）难

一、导数与微分

【定义】

• 微分 艤f舨x0舩是线性函数（正比例函数），满足

f舨x0 舫 h舩− f舨x0舩 舽 艤f舨x0舩舨h舩 舫 o舨h舩, h→ 舰.

• 导数 f ′舨x0舩是微分 艤f舨x0舩的比例系数：

艤f舨x0舩舨h舩 舽 f ′舨x0舩h, h ∈ R,

传统上，人们习惯用变量表示函数，y 舽 f舨x舩，所以 艤y|x0
就是 艤f舨x0舩，

因此上式也可以写成

艤y|x0 舽 f ′舨x0舩艤x|x0 .

这里 x被看成是函数 R 3 x 7→ x，而 艤x|x0
是线性函数 R 3 h 7→ h ∈ R舮

对可微函数 f 定义域中的任何 x，

艤y 舽 f ′舨x舩艤x.

• 导数 f ′舨x0舩是差商极限

f ′舨x0舩 舽 艬艩艭
x→x0

f舨x舩− f舨x0舩
x− x0

舽 艬艩艭
h→0

f舨x0 舫 h舩− f舨x0舩
h

.

物理意义：平均变化率的极限舽瞬时变化率，瞬时速度；几何意义：割线

斜率的极限舽切线斜率。

在 艌艥艩艢艮艩艺 发明的符号体系中，导数被写成 dy
dx

∣∣∣
x0

，这是受微分 艤y 舽

f ′舨x0舩艤x的启发。

• 函数图像 y 舽 f舨x舩在点 舨x0, f舨x0舩舩处的切线是

y − f舨x0舩 舽 f ′舨x0舩舨x− x0舩, x ∈ R.

平面曲线 舨x舨t舩, y舨t舩舩在点 舨x舨t0舩, y舨t0舩舩处的切线是x− x舨t0舩 舽 x′舨t0舩舨t− t0舩,

y − y舨t0舩 舽 y′舨t0舩舨t− t0舩,
, t ∈ R.

（这里要求切向量 舨x′舨t0舩, y
′舨t0舩舩不为零向量，即两个导数不全为零），也

可以写成
x− x舨t0舩
x′舨t0舩

舽
y − y舨t0舩
y′舨t0舩

,

这是一个比例式，比例式中规定：当分母为零时，分子也为零。

过曲线上的点 P 且与 P 处的切线垂直的直线叫曲线在点 P 处的法线。

舱



【求导法则——转化，把可微性和导数归结为已知的可微性和导数】

根据函数的运算结构拆解。以下结论中等式左端的可微性是由右端被求导

的函数的可微性保证的，另外要注意验证求导的其他先决条件（商的导数、反

函数求导）

舱舮 线性：舨λu舫 µv舩′ 舽 λu′ 舫 µv′舮

舲舮 艌艥艩艢艮艩艺公式：舨uv舩′ 舽 u′v 舫 uv′

微分

艤舨uv舩 舽 v艤u舫 u艤u.

常见错误：甚至连 艌艥艩艢艮艩艺本人最初都误以为

艤舨uv舩 舽 艤u艤v.

这个等式不成立：左边是线性的；右边是两个线性函数乘积，不是线性

的。

舳舮 除法：v 6舽 舰时，舨uv 舩
′ 舽 u′v−uv′

v2

舴舮 链索法则：舨u ◦ v舩′ 舽 舨u′ ◦ v舩 · v′，右边的 ◦v 是为了换元：把中间求导变
量换为最终求导自变量，

舨u舨v舨x舩舩舩′ 舽 u′舨v舨x舩舩v′舨x舩.

舵舮 反函数求导：当 u′ 6舽 舰且反函数 u−1 连续时，
(
u−1

)′
舽 1

u′◦u−1，右边的

◦u−1是为了换元，

舨u−1舩′舨y舩 舽
舱

u′舨x舩
舽

舱

u′舨x舨y舩舩
, y 舽 u舨x舩, x 舽 u−1舨y舩.

舶舮 对数求导法，把乘除、乘方开方、指数运算转化为加减、乘除四则运算。

uv

w
舽 艥lnu+ln v−lnw, uv 舽 艥v lnu.

（本质：把复杂函数尽可能改写为基本初等函数的复合与四则运算形式。）

为什么可以无视函数值的正负？

【Leibniz导数符号的优越性及不足之处】

在链索法则和反函数求导中使用艌艥艩艮艩艺的符号，z 舽 u舨y舩, y 舽 v舨x舩 可微，

则
艤z

艤x
舽

艤z

艤y

艤y

艤x
.

艤x

艤y
舽

舱
dy
dx

, x 舽 v−1舨y舩.

这样的符号即使对小学生来说也是极其友好的。但要注意其中求导的位置。另

外，这样美好的事情到二阶及以上的导数就不对了。因此不要被这些看似美好

的形式所迷惑，只有这样你才有可能成为一个 艳良艰艨良艭良色艥（更有智慧的人）舮

舲



例 1. 设 f 在闭区间 艛α, β艝上连续，在开区间 I 舽 舨α, β舩 内的可微。

舱舮 证明：对任意 x0 ∈ I，若数列 an, bn ∈ I 满足 an ≤ x0 ≤ bn，an < bn，

艬艩艭
n→+∞

an 舽 x0 舽 艬艩艭
n→+∞

bn，则

艬艩艭
n→+∞

f舨bn舩− f舨an舩
bn − an

舽 f ′舨x0舩舻

舲舮 对任意 a1, b1 ∈ I, a1 < b1，构造区间套 艛an, bn艝使得

f舨bn+1舩− f舨an+1舩

bn+1 − an+1
≤ f舨bn舩− f舨an舩

bn − an
, ∀n ≥ 舱,

并且

艬艩艭
n→+∞

an 舽 艬艩艭
n→+∞

bn.

舳舮 利用舱和舲的结论证明，对任意 a, b ∈ I，a < b，都存在 ξ ∈ 艛a, b艝使得

f ′舨ξ舩 ≤ f舨b舩− f舨a舩
b− a

.

舴舮 利用舳证明：若对任意 x ∈ I，f ′舨x舩 ≥ 舰，则 f 在 艛α, β艝上单调不减；若对

任意 x ∈ I，f ′舨x舩 > 舰，则 f 在 艛α, β艝上严格增。

舵舮 利用舴证明：若对任意 x ∈ I，f ′舨x舩 舽 舰，则 f 在 艛α, β艝上为常数。

证明. 舨舱舩 对任意ε > 舰，存在 δ > 舰使得对任意 |x− x0| < δ，都有 x ∈ I，且

−ε|x− x0| ≤ f舨x舩− f舨x0舩− f ′舨x0舩舨x− x0舩 ≥ ε|x− x0|.

存在 N 使得对任意 n ≥ N，都有

x0 − δ < an ≤ x0 ≤ bn < x0 舫 δ,

从而

−ε舨x0 − an舩 ≤ f舨an舩− f舨x0舩− f ′舨x0舩舨an − x0舩 ≤ ε舨x0 − an舩,

−ε舨bn − x0舩 ≤ f舨bn舩− f舨x0舩− f ′舨x0舩舨bn − x0舩 ≤ ε舨bn − x0舩,

以上两行不等式相减，得到

−ε舨bn − an舩 ≤ f舨bn舩− f舨an舩− f ′舨x0舩舨bn − an舩 ≤ ε舨bn − an舩.

即

−ε ≤ f舨bn舩− f舨an舩
bn − an

− f ′舨x0舩 ≤ ε.

因此

艬艩艭
n→+∞

f舨bn舩− f舨an舩
bn − an

舽 f ′舨x0舩.

舳



舨舲舩 当区间 艛an, bn艝已造好，我们来造下一个区间。

若
f舨an+bn2 舩− f舨an舩

an+bn
2 − an

≤ f舨bn舩− f舨an舩
bn − an

,

则取 an+1 舽 an, bn+1 舽 an+bn
2 舮

若
f舨an+bn2 舩− f舨an舩

an+bn
2 − an

>
f舨bn舩− f舨an舩

bn − an
,

则必然有
f舨bn舩− f舨an+bn2 舩

bn − an+bn
2

≤ f舨bn舩− f舨an舩
bn − an

,

此时取 an+1 舽 an+bn
2 , bn+1 舽 bn舮

这样构造的区间套即满足要求。

舨舳舩 取a1 舽 a, b1 舽 b，并按舨舲舩构造区间套。由有界闭区间套定理得到 ξ ∈⋂
n≥1

艛an, bn艝，于是 ξ 舽 艬艩艭
n→+∞

an 舽 艬艩艭
n→+∞

bn舮 于是由舨舱舩知

f ′舨ξ舩 舽 艬艩艭
n→+∞

f舨bn舩− f舨an舩
bn − an

≤ f舨b舩− f舨a舩
b− a

.

舨舴舩 由舨舳舩知，任取 a, b ∈ I，a < b，都存在 ξ ∈ 艛a, b艝使得

f舨b舩− f舨a舩
b− a

≥ f ′舨ξ舩 ≥ 舰.

所以 f舨b舩 ≥ f舨a舩舮 即 f 在开区间 I 舽 舨α, β舩内单调不减。

任取 x ∈ 舨α, β舩以及任意 u ∈ 舨α, x舩, v ∈ 舨x, β舩。则

f舨u舩 ≤ f舨x舩 ≤ f舨v舩.

让 u→ α+, v → β−，由于 f 在 α和 β 处连续，所以

f舨α舩 舽 艬艩艭
u→α+

f舨u舩 ≤ f舨x舩 ≤ 艬艩艭
v→β−

f舨v舩 舽 f舨β舩.

因此 f 在闭区间 艛α, β艝上单调不减。

如果 f ′ > 舰，则 f舨b舩 > f舨a舩舮 即 f 在 舨α, β舩内严格增。

任取 x, y ∈ 舨α, β舩以及任意 u ∈ 舨α, x舩, v ∈ 舨y, β舩，则

f舨u舩 < f舨x舩 < f舨y舩 < f舨v舩.

于是

f舨α舩 舽 艬艩艭
u→α+

f舨u舩 ≤ f舨x舩 < f舨y舩 ≤ 艬艩艭
v→β−

f舨v舩 舽 f舨β舩.

所以 f 在闭区间 艛α, β艝上严格增。

舨舵舩 因为 f ′ 舽 舰，所以 f ′ ≤ 舰，由舨舴舩知 −f 在 艛α, β艝上单调不减，从而 f 在

艛α, β艝上单调不增；另一方面，f ′ ≥ 舰，由舨舴舩知 f 在 艛α, β艝上单调不减。所以 f

在 艛α, β艝上为常数。

舴



例 2. 设 A > 舱舮

f舨x舩 舽

x舫Ax2 艳艩艮 1
x , x 6舽 舰舻

舰, x 舽 舰.

舱舮 证明：f 可微，但 f ′在 x 舽 舰处不连续，并讨论 f ′在 x 舽 舰处间断类型。

舲舮 证明：f ′舨舰舩 > 舰，但在 x 舽 舰 的任意邻域内，f 都不是单调函数。

舳舮 例舱中如果不假定 an ≤ x0 ≤ bn，则例舱结论不成立。

证明. 舨舱舩 对 x 6舽 舰，x舫Ax2 艳艩艮 1
x 是初等函数，有任意阶导数，且

f ′舨x舩 舽 舱 舫 舲Ax 艳艩艮
舱

x
舫Ax2 艣良艳

舱

x

(
− 舱

x2

)
舽 舱−A 艣良艳

舱

x
舫 舲Ax 艳艩艮

舱

x
.

它在 x→ 舰±时无极限，x 舽 舰是 f ′ 的第二类间断点。

f ′舨舰舩 舽 艬艩艭
x→0

x舫Ax2 艳艩艮 1
x

x
舽 舱.

因此

f ′舨x舩 舽

舱−A 艣良艳 1
x 舫 舲Ax 艳艩艮 1

x , x 6舽 舰舻

舱, x 舽 舰.

舨舲舩 f ′舨舰舩 舽 舱 > 舰舮 取 xn 舽 1
2nπ , yn 舽 1

2nπ+π，则

f ′舨xn舩 舽 舱−A < 舰, f ′舨yn舩 舽 舱 舫A > 舰,

于是在包含 xn 的任何开区间 In 内，f 都不是单调不减的；在包含 yn 的任何开

区间 Jn 内，f 都不是单调不增的。

对任意 δ > 舰，取 n足够大使 xn, yn ∈ 舨舰, δ舩，于是 f 在区间 艛舰, δ舩中 f 都不

是单调的。同理可证 f 在区间 舨−δ, 舰艝中也不是单调的。
舨舳舩 由 f ′舨xn舩 < 舰知，存在 舰 < an < xn < bn < 舲xn 使得

f(bn)−f(an)
bn−an < 舰舮

易见 艬艩艭
n→+∞

an 舽 艬艩艭
n→+∞

bn 舽 舰， 艬艩艭
n→+∞

f(bn)−f(an)
bn−an 舽 f ′舨舰舩不成立（注意：

这个表达与 艬艩艭
n→+∞

f(bn)−f(an)
bn−an 6舽 f ′舨舰舩是否一样？）。

例 3. 设 α > 舰般 记

fα舨x舩 舽 x(x
α).

舱舮 求 f ′α舨x舩舮

舲舮 证明 x 舽 舰为 fα的可去间断点。

舳舮 记

g舨x舩 舽

fα舨x舩, x > 舰舻

艬艩艭
t→0+

fα舨t舩, x ≤ 舰.

讨论 g是否在 x 舽 舰处可微。在它可微时，讨论 g′ 的连续性舮

舵



解. 舨舱舩 fα舨x舩 舽 艥x
α ln x是初等函数，所以

f ′α舨x舩 舽 艥x
α ln x 舨xα 艬艮x舩

′
舽 艥x

α ln x
(
αxα−1 艬艮x舫 xα−1

)
舽 xx

α+α−1舨α 艬艮x舫 舱舩.

舨舲舩 因为

艬艩艭
x→0+

xα 艬艮x 舽 艬艩艭
t→+∞

−t
艥αt

舽 舰, x 舽 艥−t,

所以

艬艩艭
x→0+

fα舨x舩 舽 艬艩艭
x→0+

艥x
α ln x 舽 艥0 舽 舱.

因此 x 舽 舰为 fα的可去间断点。

舨舳舩 由舨舲舩知

g舨x舩 舽

x(x
α), x > 舰舻

舱, x ≤ 舰.

艬艩艭
x→0+

x(x
α) − 舱

x
舽 艬艩艭
x→0+

艥x
α ln x − 舱

xα 艬艮x

xα 艬艮x

x
舽

舰, α > 舱舻

−∞, α ≤ 舱.

所以 g′+舨舰舩存在当且仅当 α > 舱舮 因此，当 α ≤ 舱时，g在 x 舽 舰处不可微。

当 α > 舱时，g′+舨舰舩 舽 g′−舨舰舩 舽 舰，g可微，

g′舨x舩 舽

xx
α+α−1舨α 艬艮x舫 舱舩, x > 舰舻

舰, x ≤ 舰.

由舨舲舩中的中间结论知， 艬艩艭
x→0+

xα−1舨α 艬艮x 舫 舱舩 舽 舰。所以 艬艩艭
x→0+

g′舨x舩 舽 舰，因此

g′ 是连续函数。

例 4. f舨x舩 在 x 舽 a 可导般 f舨a舩 6舽 舰般 求 艬艩艭
x→∞

(
f舨a+ 1

x 舩
f(a)

)x
解法1. 换底，换元，y 舽 1

x → 舰，(
f
(
a舫 1

x

)
f舨a舩

)x
舽 艥

ln f(a+y)−ln f(a)
y → 艥(ln f(y))

′|y=a 舽 艥
f′(a)
f(a) .

解法2.

艬艩艭
x→∞

(
f
(
a舫 1

x

)
f舨a舩

)x
舽 艬艩艭
x→∞

(
舱 舫

f舨a舫 1
x 舩− f舨a舩
f舨a舩

) f(a)

f(a+ 1
x

)−f(a)

f(a+ 1
x

)−f(a)

f(a) 1
x

舽

 艬艩艭
x→∞

(
舱 舫

f舨a舫 1
x 舩− f舨a舩
f舨a舩

) f(a)

f(a+ 1
x

)−f(a)

 lim
x→∞

f(a+ 1
x

)−f(a)

f(a) 1
x

舽 艥
f′(a)
f(a)

舶



解法3.(
f
(
a舫 1

x

)
f舨a舩

)x
舽 艥

x ln

(
1+

f(a+ 1
x

)−f(a)
f(a)

)

舽 艥
x ln

(
1+

f′(a) 1
x

+o舨 1
x 舩

f(a)

)

舽 艥
x
(
f′(a)
f(a)

1
x+o舨

1
x 舩
)
舽 艥

f′(a)
f(a)

+o(1) → 艥
f′(a)
f(a) , x→∞.

问题：上面哪个解法有错误？请做出相应的修改。然后思考一下：你认为哪个

解法更好一些。

例 5. 设 a > b > 舰舮 考虑具有相同形状的一族椭圆

Et 舺
x2

a2t
舫
y2

b2t
舽 舱, t > 舰.

设 P 舨x1, y1舩是椭圆 Et 上一点，它既不在椭圆 Et 的长轴上，也不在椭圆 Et 的

短轴上。证明：存在唯一的 s > 舰使得椭圆Et 在点 舨x1, y1舩处的法线与椭圆 Es

相切。

证明. 在方程
x2

a2t
舫
y2

b2t
舽 舱

中，视 y为关于 x的函数，两边对 x在 x 舽 x1处求导数，得到

舲x1
a2t

舫
舲y1y

′舨x1舩

b2t
舽 舰.

解得

y′舨x1舩 舽 −
b2x1
a2y1

,

从而椭圆 Et在点 P 处的切线为

y − y1 舽 − b
2x1
a2y1

舨x− x1舩,

法线为

y − y1 舽
a2y1
b2x1

舨x− x1舩.

该法线是椭圆 Es在 舨x2, y2舩处的切线，当且仅当

y2 − y1 舽
a2y1
b2x1

舨x2 − x1舩 舽 −
b2x2
a2y2

舨x2 − x1舩.

因此 a4y1y2 舫 b4x1x2 舽 舰舮

舷



于是得到方程组
a2y1舨x2 − x1舩− b2x1舨y2 − y1舩 舽 舰,

b4x1x2 舫 a4y1y2 舽 舰,

s 舽
x22
a2

舫
y22
b2
.

前两个方程是关于 x2, y2的线性方程组，其系数矩阵(
a2y1 −b2x1
b4x1 a4y1

)

可逆，所以 x2, y2有唯一解，由第三个方程知满足条件的 s存在且唯一。

注：这是二元函数求极值时的最速下降法的几何背景。

例 6. 舱舮 证明旋轮线

x 舽 A舨t− 艳艩艮 t舩,

y 舽 A舨舱− 艣良艳 t舩
在 舰 < t < 舲π 的范围内确定了一

个可微的函数 y 舽 y舨x舩，并讨论 y舨x舩的单调性。

舲舮 证明旋轮线满足微分方程
(
舱 舫 y′x

2
)
y 舽 舲A.

证明. 舨舱舩

x′舨t舩 舽 A舨舱− 艣良艳 t舩 > 舰, ∀t ∈ 舨舰, 舲π舩.

所以由例舱知，x舨t舩有可微的反函数，于是 y 舽 y舨t舩 舽 y舨t舨x舩舩可微。从而由链

索法则，

舱 舽 t′t 舽 舨t舨x舨t舩舩舩
′
t 舽 t′舨x舩x′舨t舩,

y′x 舽 y′t · t′x 舽
y′舨t舩

x′舨t舩
舽

艳艩艮 t

舨舱− 艣良艳 t舩
,

当 t ∈ 艛舰, π艝，即 舰 ≤ x ≤ Aπ 时，函数 y舨x舩严格增；当 t ∈ 艛π, 舲π艝，即 Aπ ≤
x ≤ 舲Aπ时，函数 y舨x舩严格减。

舨舲舩 直接代入验证。

舸



注：这是数学和力学史上的一条著名曲线，它有很多名字：旋轮线，最速降线、

摆线。

二、高阶导数

【高阶导数的计算法则】

舱舮 线性：舨λu舫 µv舩(n) 舽 λu(n) 舫 µv(n)舮

舲舮 艌艥艩艢艮艩艺公式：舨uv舩(n) 舽
n∑
k=0

u(k)v(n−k)，n次求导由u, v 分别承担其中一

部分，Ckn是不同的分担方法种类数（n次中哪些次由 u承担，余下的由 v

承担）。

舳舮 f舨ax舫 b舩的高阶导数：
(
f舨ax舫 b舩

)(n)
舽 f (n)舨ax舫 b舩an舮

注意：左右两边导数的含义是不同的，左边是对复合函数求导，右边是对

f 求导。

【高阶可微性】

舱舮 除法：当 v舨x舩 6舽 舰时，u/v的高阶可微性与 u.v共同的高阶可微性一样。

求商 w 舽 u/v的高阶导数，可以转化为乘法计算：v 舽 uw舮

舲舮 复合函数：v ◦ u的高阶可微性与 u, v共同的高阶可微性一样。

舳舮 反函数：当 u′舨x舩 6舽 舰时，u−1的高阶可微性与 u的高阶可微性一样。

求反函数 x 舽 u−1舨y舩的高阶导数，可以把 y 舽 u舨x舩 舽 u舨u−1舨y舩舩对 y 求

导（用到链索法则）。

舴舮 参数方程 x 舽 x舨t舩, y 舽 y舨t舩，如果 x′舨t舩 6舽 舰，则 x舨t舩有反函数 t 舽 t舨x舩，

y 舽 y舨t舨x舩舩的高阶可微性与 x舨t舩, y舨t舩的共同高阶可微性一样。

它们都没有简单的高阶导数公式。如何证明这些高阶可微性？

【高阶可微性的意义和用途】

舱舮 加速度是运动（位移对时间的函数）的二阶导数，力决定了加速度。

舲舮 曲线的二阶导数与曲线的弯曲性质（函数的凹凸性、曲线弯曲的方向、曲

线弯曲的程度——曲率）有关。

舳舮 泰勒公式用高阶导数表示函数的近似形式。

例 7. 设 y 舽 u舨x舩, z 舽 v舨y舩都是二阶可导，求复合函数得 z 舽 v舨u舨x舩舩的二阶

导数。

船



解法1.

舨v舨u舨x舩舩舩′ 舽 v′舨u舨x舩舩u′舨x舩,

再求导，

舨v舨u舨x舩舩舩′′ 舽
(
v′舨u舨x舩舩u′舨x舩

)′
舽 舨v′舨u舨x舩舩舩′u′舨x舩 舫 v′舨u舨x舩舩u′′舨x舩

舽 v′′舨u舨x舩舩
(
u′舨x舩

)2
舫舫v′舨u舨x舩舩u′′舨x舩.

解法2. 使用 艌艥艩艢艮艩艺的符号。由链索法则

艤z

艤x
舽

艤z

艤y

艤y

艤x
.

这视为对函数 z 的操作，左边是把 z 当作以 x为自变量时的导数，右边是把它

当作以中间变量 y为自变量的函数。于是

艤

艤x
舽

艤y

艤x
· 艤

艤y
.

从而

艤2z

艤x2
舽

艤

艤x

(
艤z

艤x

)
舽

艤

艤x

(
艤z

艤y

艤y

艤x

)
舽

艤

艤x

(
艤z

艤y

)
· 艤y
艤x

舫
艤z

艤y
· 艤

艤x

(
艤y

艤x

)
舽

艤

艤y

(
艤z

艤y

)
· 艤y
艤x
· 艤y
艤x

舫
艤z

艤y
· 艤

2y

艤x2

舽
艤2z

艤y2
·
(
艤y

艤x

)2

舫
艤z

艤y
· 艤

2y

艤x2
.

注：舨舱舩 一阶导数有链索法则

艤z

艤x
舽

艤z

艤y

艤y

艤x
, 舨航舩

它说明了变量 z在坐标变换 y 舽 u舨x舩下，导数是如何变化的。

虽然导数会变化，但是变量 z 的一阶微分 艤z 是不变的，即它与坐标变换

y 舽 u舨x舩无关：

艤xz 舽
艤z

艤x
艤x 舽

艤z

艤y

艤y

艤x
艤x 舽

艤z

艤y
艤y 舽 艤yz.

这也说明了微分是比导数更本质的概念。

舨舲舩 小学生大概能用分数化简的办法看懂公式舨航舩，然而这方法在二阶导数

时就失效了。本例中的计算表明，二阶微分

艤2xz 舽
艤2z

艤x2
舨艤x舩2

舱舰



与坐标系有关：

艤2xz 舽
艤2z

艤x2
舨艤x舩2 舽

艤2z

艤y2
·
(
艤y

艤x

)2

舨艤x舩2 舫
艤z

艤y
· 艤

2y

艤x2
舨艤x舩2

舽
艤2z

艤y2
·
(
艤y

艤x
艤x

)2

舫
艤z

艤y
· 艤

2y

艤x2
舨艤x舩2

舽
艤2z

艤y2
· 舨艤y舩2 舫 艤z

艤y
· 艤2xy

舽 艤2yz 舫
艤z

艤y
· 艤2xy,

如果坐标变换 y 舽 u舨x舩是一次函数，则 艤2xz 舽 艤2yz，即两种坐标系下 z 有相同

的二阶微分。但是坐标变换 y 舽 u舨x舩通常是非线性的，此时附加项 dz
dy · 艤

2
xy 是

坐标变换导致的。

舨舳舩 如果视 z 舽 v舨y舩为空间坐标系变换，x 舽 t为时间，则

艿z 舽
艤2z

艤y2
· 艟y2 舫 艤z

艤y
· 艿y

说明了 y, z两种坐标系下运动的加速度 艿y和 艿z之间的关系。

例 8. 设 x舨t舩, y舨t舩二阶可微，x′舨t舩 6舽 舰,∀t舮 试用 x舨t舩, y舨t舩的导数与二阶导数表

示函数 y 舽 y舨t舨x舩舩的二阶导数。

解. 由链索法则，

舱 舽
艤x

艤x
舽

艤x

艤t

艤t

艤x
,

艤y

艤x
舽

艤y

艤t

艤t

艤x
,

从而
艤t

艤x
舽

舱
dx
dt

,
艤

艤x
舽

舱
dx
dt

艤

艤t
.

因此

艤2y

艤x2
舽

艤

艤x

艤

艤x
y 舽

舱
dx
dt

艤

艤t

(
舱
dx
dt

艤

艤t
y

)

舽
舱
dx
dt

−d2x
dt2(

dx
dt

)2 艤y艤t 舫
(

舱
dx
dt

)2
艤2y

艤t2

舽
x′舨t舩y′′舨t舩− x′′舨t舩y′舨t舩

x′舨t舩3
.

常见错误：一阶导数的链索法则舨航舩以及

艤y

艤x
舽

dy
dt
dx
dt

舱舱



会给一些学生加深了“导数就是做比值”的印象，毕竟老师说“导数就是函数

值变化量与自变量变化量的比值的极限”吗。于是他们认为

艤2y

艤x2
舽

d2y
dt2

d2x
dt2

.

但是本例和上例中的结论说明，这种形式化的理解是错误的。这也是 艌艥艩艢艮艩艺符

号体系的陷阱。

注：本例中取 y 舽 t，则可得反函数 t 舽 t舨x舩 舽 y舨x舩的二阶导数

t′′舨x舩 舽
艤2y

艤x2
舽
−x′′舨t舩
x′舨t舩3

.

例 9. 设 f 在区间 舨a, b舩内满足 f ′′ > 舰。证明

舱舮 对任意 x0 ∈ 舨a, b舩，除点 舨x0, f舨x0舩舩 外，曲线 y 舽 f舨x舩 严格位于它在

舨x0, f舨x0舩舩处的切线的上方。

舲舮 对任意 x1, x2 ∈ 舨a, b舩, x1 6舽 x2以及任意 t ∈ 舨舰, 舱舩，都有

f舨舨舱− t舩x1 舫 tx2舩 < 舨舱− t舩f舨x1舩 舫 tf舨x2舩. 舨航航舩

满足 舨航航舩的函数 f 称为严格凸函数，并称曲线 y 舽 f舨x舩为严格下凸的。满足

与舨航航舩相反不等号的函数称为严格凹函数，称其图像为严格上凸的。

证明. 舨舱舩 令 g舨x舩 舽 f舨x舩 − f舨x0舩 − f ′舨x0舩舨x − x0舩舮 则 g′舨x舩 舽 f ′舨x舩 − f ′舨x0舩，
g′′舨x舩 舽 f ′′舨x0舩 > 舰舮

因此由例舱结论，g′在区间 舨a, b舩内严格增。从而对任意 u ∈ 舨a, x0舩和任意

v ∈ 舨x0, b舩，g
′舨u舩 < g′舨x0舩 舽 舰 < g′舨v舩舮 因此 g在区间 舨a, x0艝上严格减，在区间

艛x0, b舩上严格增。从而

g舨x舩 > g舨x0舩 舽 舰, ∀x ∈ 舨a, b舩\{x0}.

即

f舨x舩 > f舨x0舩 舫 f ′舨x0舩舨x− x0舩, ∀x ∈ 舨a, b舩\{x0}.

除点 舨x0, f舨x0舩舩外，曲线 y 舽 f舨x舩严格位于它在 舨x0, f舨x0舩舩处的切线的上方。

舨舲舩 令 h舨t舩 舽 舨舱− t舩f舨x1舩 舫 tf舨x2舩− f舨舨舱− t舩x1 舫 tx2舩舮 则

h′′舨t舩 舽 −f ′′舨舨舱− t舩x1 舫 tx2舩舨x2 − x1舩2 < 舰.

所以 h′ 严格减。

h舨舰舩 舽 h舨舱舩 舽 舰舮

假设存在 t1 ∈ 舨舰, 舱舩使得 h舨t1舩 ≤ 舰舮

则由例舱结论知存在 t2 ∈ 艛舰, t1艝以及 t3 ∈ 艛t1, 舱艝使得 h′舨t2舩 ≤ 舰 ≤ h′舨t3舩。

舱舲



由于 h′ 严格减，所以 t2 舽 t3 舽 t1舮 从而 h′舨t1舩 舽 舰并且对任意 u ∈ 舨舰, t1舩

以及任意 v ∈ 舨t1, 舱舩都有 h′舨u舩 > h′舨t1舩 舽 舰 > h′舨v舩舮

所以 h在区间 艛舰, t1艝上严格增，在区间 艛t1, 舱艝上严格减，因此

h舨t舩 > 艭艩艮{h舨舰舩, h舨舱舩} 舽 舰, ∀t ∈ 舨舰, 舱舩.

这与假设矛盾。因此对于任意 t ∈ 舨舰, 舱舩，总有 h舨t舩 > 舰舮 从而

f舨舨舱− t舩x1 舫 tx2舩 < 舨舱− t舩f舨x1舩 舫 tf舨x2舩, ∀t ∈ 舨舰, 舱舩.

注：如果使用 艒良艬艬艥定理，舨舲舩中的论证可以被简化。

例 10. 舱舮 证明旋轮线

x 舽 A舨t− 艳艩艮 t舩,

y 舽 A舨舱− 艣良艳 t舩
在 舰 < t < 舲π范围内确定了一个

C∞函数 y 舽 y舨x舩舮

舲舮 求 y′′舨x舩舮

舳舮 证明旋轮线位于它的每条切线的下方（切点除外），为严格上凸的。

证法1. 舨舱舩 由例舶知，x 舽 x舨t舩有 C∞反函数，从而 y 舽 y舨t舨x舩舩是 C∞函数。

舨舲舩

y′x 舽
y′t
x′t

舽
艳艩艮 t

舱− 艣良艳 t
.

从而

y′′x 舽

(
sin t

1−cos t

)′
t

x′t
舽

艣良艳 t舨舱− 艣良艳 t舩− 舨艳艩艮 t舩舨艳艩艮 t舩

A舨舱− 艣良艳 t舩3
舽 − 舱

A舨舱− 艣良艳 t舩2
.

舨舳舩 由例船结论即得。

证法2. 舨舱舩和舨舳舩同证法舱。

舨舲舩 事实上，由例舶中的

y舨舱 舫 y′x
2
舩 舽 舲A,

两边求导可得

y′x舨舱 舫 y′x
2
舩 舫 舲yy′xy

′′
x 舽 舰,

从而

y′′x 舽 −舱 舫 y′x
2

舲y
舽 − 舲A

舲y2
舽 − 舱

A舨舱− 艣良艳 t舩2
.

舱舳



例 11 舨笛卡尔叶形线). 讨论曲线 x3 舫 y3 舽 舳xy的凹凸性。

解. 令 t 舽 y
x，则

x3舨舱 舫 t3舩 舽 舳x2t,

解得

x 舽
舳t

舱 舫 t3
, y 舽

舳t2

舱 舫 t3
, t 6舽 −舱.

这种对曲线进行参数化的办法来自欧拉。

原点在曲线上，它对应于 t 舽 舰舮

用 艇艥良艇艥艢色艡算得（见下图）

y′′x 舽
x′舨t舩y′′舨t舩− x′舨t舩y′′舨t舩

舨x′t舩
3

舽
−舲舨t3 舫 舱舩4

舳舨舲t3 − 舱舩3
.

舱舴



所以当 t ∈ 舨−∞,−舱舩 时，曲线下凸；当 t ∈ 舨−舱, 1
3√2

舩 时，曲线下凸；当 t ∈
舨 1

3√2
,舫∞舩时曲线上凸。

注：我们在学习一元微积分时，应尽量避免隐函数求导，因为我们并不知道为

什么一个方程能够确定一个隐函数以及隐函数为什么可导——这些是多元微积

分中的隐函数定理保证的。数学的目的不仅仅是计算，它告诉我们为什么可以

计算。所以在上面这个例子中，我们采取了参数化方法，把方程 x3舫y3−舳xy 舽

舰转化为参数方程，从而可以使用一元微积分的方法。把代数方程进行参数化，

可以参见欧拉的名著《无穷分析引论》第一卷第三章。著名数学家 艁艮艤色舓艥 艗艥艩艬

说：今天的学生从欧拉的〈无穷分析引论〉中所能得到的益处般 是现代的任何一

本数学教科书都比不上的。高斯说舺 “学习欧拉的著作，乃是认识数学的最好

工具。”

例 12. 设 f 为 C∞ 函数，求 g舨x舩 舽 f(x)
x 的 n阶导函数的表达式。

解. 由商的高阶可微性定理知 g也是 C∞函数。用高阶导数 艌艥艩艢艮艩艺公式，得到

g(n)舨x舩 舽

(
f舨x舩 · 舱

x

)(n)

舽

n∑
k=0

Cknf
(k)舨x舩

(
舱

x

)(n−k)

舽

n∑
k=0

Cknf
(k)舨x舩舨−舱舩舨−舲舩 · · · 舨−n舫 k舩

舱

xn−k+1

舽 n舡

n∑
k=0

f (k)舨x舩

k舡

舨−舱舩n−k

xn−k+1
.

例 13. 证明函数

f舨x舩 舽

艥−
1
x2 艳艩艮 1

x , x 6舽 舰,

舰, x 舽 舰

是 C∞函数。

证明. 当 x 6舽 舰时，f舨x舩是初等函数，从而是 C∞ 函数。所以只需要证明 f 在

x 舽 舰处任意阶可导。

f ′舨x舩 舽 艥−
1
x2

(
舲

x3
艳艩艮

舱

x
− 舱

x2
艣良艳

舱

x

)
,

我们用数学归纳法证明，对任意正整数 n，对 x 6舽 舰，

f (n)舨x舩 舽

艥−
1
x2
[
P
(
1
x

)
艳艩艮 1

x 舫Q
(
1
x

)
艣良艳 1

x

]
, x 6舽 舰舻

舰, x 舽 舰,

舱舵



其中 P 舨·舩, Q舨·舩是多项式。

f (n+1)舨x舩 舽

(
艥−

1
x2

[
P

(
舱

x

)
艳艩艮

舱

x
舫Q

(
舱

x

)
艣良艳

舱

x

])′
舽 艥−

1
x2

舲

x3

[
P

(
舱

x

)
艳艩艮

舱

x
舫Q

(
舱

x

)
艣良艳

舱

x

]
舫 艥−

1
x2

[
P ′
(
舱

x

)(
− 舱

x2

)
艳艩艮

舱

x
舫 P

(
舱

x

)(
− 舱

x2

)
艣良艳

舱

x

]
舫 艥−

1
x2

[
Q′
(
舱

x

)(
− 舱

x2

)
艣良艳

舱

x
舫Q

(
舱

x

)
舱

x2
艳艩艮

舱

x

]
舽 艥−

1
x2

[
艾P

(
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艳艩艮
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x
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艣良艳
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]
其中

艾P 舨t舩 舽 舲t3P 舨t舩− t2P ′舨t舩 舫 t2Q舨t舩,

艾Q舨t舩 舽 舲t3Q舨t舩− t2P 舨t舩− t2Q′舨t舩

都是多项式。

艬艩艭
x→0

f (n)舨x舩

x
舽 艬艩艭
x→0

艥−
1
x2
[
P
(
1
x

)
艳艩艮 1

x 舫Q
(
1
x

)
艣良艳 1

x

]
x

舽 艬艩艭
x→0

艥−
1
x2 P1

(
舱

x

)
艳艩艮

舱

x
舫 艬艩艭
x→0

艥−
1
x2Q1

(
舱

x

)
艣良艳

舱

x

舽 舰,

所以 f (n+1)舨舰舩 舽 舰舮 于是对任意正整数 n， f (n)舨舰舩 舽 舰舮

因此 f 是 C∞函数。

舱舶


