
习题讨论课04题目：无穷大量与无穷小量

★号（越）多表示题目（越）难

一、无穷大量与无穷小量，大 O 和小 o的计算

【有界量】

x → a 时, f(x) 是有界量, 如果存在常数 M 以及 a 的去心邻域 V 使得

∀x ∈ V ∩Df , 都有 |f(x)| ≤M 。
【无穷大量】

lim
x→a

f(x) = +∞ : 对任意 M > 0, 存在 a 的去心邻域 V 使得 ∀x ∈ V ∩Df ,

都有 f(x) > M 。

lim
x→a

f(x) = −∞ : lim
x→a

(−f(x)) = +∞ 。
【无穷小量】

lim
x→a

f(x) = 0 。

【大 O 和小 o，阶的比较】

x→ a 时, f(x) = O(g(x)) : 存在 M > 0 和 a 的去心邻域 V 使得 ∀x ∈ V ,

|f(x)| ≤M |g(x)|，f 受控于 g。

x → a 时, f(x) 与 g(x) 同阶: f(x) = O(g(x)) 且 g(x) = O(f(x)), 即存在

M > 0 和 a 的去心邻域 V 使得 ∀x ∈ V， 1
M |g(x)| ≤ |f(x)| ≤M |g(x)| 。

x → a 时, f(x) = o(g(x)) : ∀ε > 0 ，存在 a 的去心邻域 Vε 使得 ∀x ∈ Vε,
|f(x)| ≤ ε|g(x)|，即 f 相对于 g 而言很小。

x→ a 时, f(x) 与 g(x) 等价: x→ a 时, f(x) = g(x) + o(g(x)), 即 ∀ε > 0，

存在 a 的去心邻域 Vε 使得 ∀x ∈ Vε，|f(x)− g(x)| ≤ ε|g(x)|。
【联系】

lim
x→a

f(x) = 0 ⇐⇒ x→ a 时, f(x) = o(1).

lim
x→a

f(x) = A ∈ R⇐⇒ x→ a 时, f(x) = A+ o(1).

lim
x→a

f(x) =∞ ⇐⇒ x→ a 时, 1
f(x) = o(1).

x→ a时，f(x)是有界量 ⇐⇒ f(x) = O(1), x→ a.

lim
x→a

f(x) = A ∈ R =⇒ f(x) = O(1), x→ 0.

无穷小量都是有界量, 无穷大量都不是有界量。

例 1 (O 和 o 的运算性质).

O(f) +O(f) = O(f), O(f)O(g) = O(fg),

o(f) + o(f) = o(f), O(f)o(g) = o(fg).

o(f) = O(f).

这里的等式的含义是: 等号左边的运算结果是等号右边集合中的一个对象。

例 2. （★）证明：若

f(x) + o(f(x)) = Bg(x) + o(g(x)), x→ a,
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则

f(x) = Bg(x) + o(g(x)), x→ a.

特别地，若 B = 1，则“f 与 g等价”当且仅当“g与 f 等价”。

例 3 (反函数的渐近表达式). 设 f 有连续的反函数，f(x) = Ax+ Bxk + o(xk)

（A 6= 0，k > 1，x → 0），求 f 的反函数 f−1 在自变量 y → 0时的渐近表达

式。

例 4 (有理指数幂函数的渐近展开，Newton的方法，广义二项式展开). 对正

有理数 m
n，在 x→ 0 时，把 (1 + x)

m
n 做渐近展开。

例 5 (幂函数的渐近展开，★). 设 α 为实数，在 x→ 0 时，把 (1+x)α 做渐近

展开。

例 6 (指数函数、对数函数、三角函数、反三角的渐近展开，★).

1. 记 u(x) = ex−1−x
x . 证明：u(x) = o(1)，并且

u(2x)− u(x)− x

2
= o(x), x→ 0.

由此得到

ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2), x→ 0.

2. 记 v(x) = ln(1+x)−x
x . 证明：v(x) = o(1)，并且

v(2x)− v(x) + x

2
= o(x), x→ 0.

由此得到

ln(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2), x→ 0.

3. 记 w(x) = sin x−x
x . 证明：w(x) = o(1)，并且

w(2x)− w(x) + x2

2
= o(x2), x→ 0.

由此得到

sinx = x− x3

6
+ o(x3), x→ 0.

4.

arcsinx = x+
x3

6
+ o(x3), x→ 0.

arccosx =
π

2
− arcsinx =

π

2
− x− x3

6
+ o(x3), x→ 0.

5.

cosx = 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4), x→ 0.
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例 7. （★★）设 λ > 1 ≥ |A|, α > 0，当 x→ 0时，f 是无穷小量且满足

f(λx)−Af(x)−Bxα = o(xα).

证明 f(x) = B
λα−Ax

α + o (xα) , x→ 0 。

证明. 猜 f(x) = Cxβ + o(xβ)（C 6= 0）。代入已知条件，得到

Cλβxβ −ACxβ + o(xβ) = Bxα + o(xα),

即

C(λβ −A)xβ + o(xβ) = Bxα + o(xα).

由 f是无穷小量知 β > 0，所以 λβ > 1 ≥ A，因此C(λβ−A) 6= 0。由例2结

论知 xβ = B
C(λβ−A)

xα + o(xα). 从而 f(x) = Cxβ + o(xβ) = B
λβ−Ax

α + o(xα).

若 B = 0，则 xβ = o(xα)，从而 f(x) = o(xα)， f(x) = B
λα−Ax

α + o(xα).

若 B 6= 0，则 β = α，此时也成立 f(x) = B
λα−Ax

α + o(xα).

找出上述证明中的问题。

例 8. （★）求极限 lim
x→0

tan x−x
x3 .

例 9. （★★）求单侧极限 lim
x→1±

arcsin 2x
1+x2 − π

2

x− 1
.

二、极限的综合练习

例 10. 求

lim
x→+∞

(√
x2 + 2x− 3

√
x3 − x2

)
例 11. 求 lim

x→0

sin(tan x)
tan(sin x) .

例 12. 求 lim
x→+∞

x2 ln
(
cos 1

x

)
.

例 13. 求 lim
x→0

(2 sinx+ cosx)
1
x .

例 14. （★）求 lim
n→+∞

e−n
(
1 + 1

n

)n2

.

例 15. 设 a > 0且 a 6= 1. 求参数 p 的值，使得 lim
x→+∞

xp
(
a

1
x − a

1
x+1

)
为非零

实数，并求这个极限的值。

例 16. 比较
(
1 + 1

n

)n+α
，

n∑
k=0

1
k! 作为 e的误差。
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