
习题讨论课04答案：无穷大量与无穷小量

★号（越）多表示题目（越）难

一、无穷大量与无穷小量，大 O 和小 o的计算

【有界量】

x → a 时, f(x) 是有界量, 如果存在常数 M 以及 a 的去心邻域 V 使得

∀x ∈ V ∩Df , 都有 |f(x)| ≤M 。
【无穷大量】

lim
x→a

f(x) = +∞ : 对任意 M > 0, 存在 a 的去心邻域 V 使得 ∀x ∈ V ∩Df ,

都有 f(x) > M 。

lim
x→a

f(x) = −∞ : lim
x→a

(−f(x)) = +∞ 。
【无穷小量】

lim
x→a

f(x) = 0 。

【大 O 和小 o，阶的比较】

x→ a 时, f(x) = O(g(x)) : 存在 M > 0 和 a 的去心邻域 V 使得 ∀x ∈ V ,

|f(x)| ≤M |g(x)|，f 受控于 g。

x → a 时, f(x) 与 g(x) 同阶: f(x) = O(g(x)) 且 g(x) = O(f(x)), 即存在

M > 0 和 a 的去心邻域 V 使得 ∀x ∈ V， 1
M |g(x)| ≤ |f(x)| ≤M |g(x)| 。

x → a 时, f(x) = o(g(x)) : ∀ε > 0 ，存在 a 的去心邻域 Vε 使得 ∀x ∈ Vε,
|f(x)| ≤ ε|g(x)|，即 f 相对于 g 而言很小。

x→ a 时, f(x) 与 g(x) 等价: x→ a 时, f(x) = g(x) + o(g(x)), 即 ∀ε > 0，

存在 a 的去心邻域 Vε 使得 ∀x ∈ Vε，|f(x)− g(x)| ≤ ε|g(x)|。
【联系】

lim
x→a

f(x) = 0 ⇐⇒ x→ a 时, f(x) = o(1).

lim
x→a

f(x) = A ∈ R⇐⇒ x→ a 时, f(x) = A+ o(1).

lim
x→a

f(x) =∞ ⇐⇒ x→ a 时, 1
f(x) = o(1).

x→ a时，f(x)是有界量 ⇐⇒ f(x) = O(1), x→ a.

lim
x→a

f(x) = A ∈ R =⇒ f(x) = O(1), x→ 0.

无穷小量都是有界量, 无穷大量都不是有界量。

例 1 (O 和 o 的运算性质).

O(f) +O(f) = O(f), O(f)O(g) = O(fg),

o(f) + o(f) = o(f), O(f)o(g) = o(fg).

o(f) = O(f).

这里的等式的含义是: 等号左边的运算结果是等号右边集合中的一个对象。

证明. (1) 设 g1, g2 ∈ O(f). 则存在常数 M1,M2 以及 a 的去心邻域 W 使得

∀x ∈W，
|g1(x)| ≤M1|f(x)|, |g2(x)| ≤M2|f(x)|.
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于是

|g1(x) + g2(x)| ≤ |g1(x)|+ |g2(x)| ≤M1|f(x)|+M2|f(x)| = (M1 +M2)|g(x)|.

所以 g1 + g2 = O(f).

(2) 设 u ∈ O(f)，v ∈ o(g). 则存在常数 M 以及 a 的去心邻域 W1 使得

∀x ∈W1，

|u(x)| ≤M |f(x)|.

对任意 ε > 0，存在 a的去心邻域W2 使得 ∀x ∈W2，

|v(x)| ≤ ε|g(x)|.

于是对任意 x ∈W1 ∩W2，

|u(x)v(x)| ≤M |f(x)| · ε|g(x)| ≤Mε|f(x)g(x)|.

所以 uv = o(fg).

例 2. （★）证明：若

f(x) + o(f(x)) = Bg(x) + o(g(x)), x→ a,

则

f(x) = Bg(x) + o(g(x)), x→ a.

特别地，若 B = 1，则“f 与 g等价”当且仅当“g与 f 等价”。

证明. (1) 设 f(x) + o(f(x)) = Bg(x) + o(g(x)), x→ a.

因此对任意 0 < ε < 1
2 , 存在 a 的去心邻域 Vε，使得 ∀x ∈ Vε， |o(f(x))| ≤

ε|f(x)|，|o(g(x))| ≤ ε|g(x)|. 于是

|f(x)| = |Bg(x) + o(g(x))− o(f(x))| ≤ |B||g(x)|+ 1

2
|g(x)|+ 1

2
|f(x)|,

从而

|f(x)| ≤ (2|B|+ 1)|g(x)|.

因此

|f(x)−Bg(x)| ≤ ε|g(x)|+ ε|f(x)| ≤ ε(2|B|+ 2)|g(x)|.

即 f(x) = Bg(x) + o(g(x)), x→ a.

(2) 若 f(x) = g(x) + o(g(x))，则 f = f + 0 = f + o(f)，于是由(1)知，

g(x) = f(x) + o(f(x)).

例 3 (反函数的渐近表达式). 设 f 有连续的反函数，f(x) = Ax+ Bxk + o(xk)

（A 6= 0，k > 1，x → 0），求 f 的反函数 f−1 在自变量 y → 0时的渐近表达

式。

2



证明. y = f(x) = Ax + Bxk + o(xk) = Ax + o(Ax), x → 0，于是从而由例2的

结论知

x =
1

A
y + o(y), y → 0.

记 x = 1
Ay + yu(y). 则

y = A

(
1

A
y + yu(y)

)
+B(

1

A
y + yu(y))k + o

((
1

A
y + yu(y)

)k)

= y +Ayu(y) +
B

Ak
yk + o(yk)

因此

u(y) = − B

Ak+1
yk−1 + o(yk−1),

从而

x =
1

A
y − B

Ak+1
yk + o(yk).

例 4 (有理指数幂函数的渐近展开，Newton的方法，广义二项式展开). 对正

有理数 m
n，在 x→ 0 时，把 (1 + x)

m
n 做渐近展开。

证明. 记 (1 + x)
m
n = 1 + u(x)，则 x→ 0 时, u(x)→ 0 是无穷小量。在恒等式

(1 + x)m = (1 + u(x))n

两边用二项式展开

1 +mx+ o(x) = 1 + nu(x) + o(u(x)),

所以 u(x) + o(u(x)) = m
n x+ o(x)，于是由上例结论得到

u(x) =
m

n
x+ o(x), x→ 0.

记 u(x) = m
n x+ xv(x)，则 v(x) 是无穷小量,

(1 + x)m =
(
1 +

m

n
x+ xv(x)

)n
两边展开得到

1 +mx+
m(m− 1)

2
x2 + o

(
x2
)
=
(
1 +

m

n
x
)n

+ n
(
1 +

m

n
x
)n−1

xv(x) + o(x2)

= 1 +mx+
n(n− 1)

2

m2

n2
x2 + nv(x) + o

(
x2
)
,

于是

v(x) =
m
n

(
m
n − 1

)
2

x2 + o
(
x2
)
,
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所以

(1 + x)
m
n = 1 +

m

n
x+

m
n

(
m
n − 1

)
2

x2 + o
(
x2
)
.

牛顿曾用类似办法得到了广义二项式（对有理数 µ )

(1 + x)µ = 1 + µx+
µ(µ− 1)

2
x2 +

µ(µ− 1)(µ− 2)

3!
x3 + · · · .

当 m
n = −1 时, 广义二项式可以如下得到

1

1− x
= (1− x)−1 = 1 + x+ x2 + x3 + · · · .

事实上，

1

1− x
= 1+x+x2+· · ·+xN+

xN+1

1− x
= 1+x+x2+· · ·+xN+O

(
xN+1

)
, x→ 0.

例 5 (幂函数的渐近展开，★). 设 α 为实数，在 x→ 0 时，把 (1+x)α 做渐近

展开。

解. 我们已知 lim
x→0

(1+x)α−1
x = α，即 lim

x→0

(1+x)α−1−αx
x = 0.

设 u(x) = (1+x)α−1−αx
x . 则 u(x) = o(1), x→ 0.

(1 + 2x)α =
[
(1 + x)2 − x2

]α
= ((1 + x)α)

2

(
1− x2

(1 + x)2

)α
.

所以

1 + α · 2x+ 2xu(2x) = (1 + αx+ xu(x))2·(
1− αx2

(1 + x)2
− x2

(1 + x)2
u

(
− x2

(1 + x)2

))
= (1 + 2αx+ 2xu(x) + α2x2 + o(x2))(1− αx2 + o(x2))

= 1 + 2αx+ 2xu(x) + α(α− 1)x2 + o(x2), x→ 0.

所以

u(2x)− u(x)− α(α− 1)x

2
= o(x), x→ 0.

猜测 u(x) = Axβ + o(xβ)，代入得到

A(2x)β + o(xβ)−Axβ − o(xβ) = α(α− 1)x

2
+ o(x),

即

(2β − 1)Axβ + o(xβ) =
α(α− 1)x

2
+ o(x).

两边比较，得到 β = 1，A = α(α−1)
2 .

u(x) =
α(α− 1)x

2
+ o(x),

4



从而

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 + o(x2).

图 1: 用 GeoGebra CAS 推导 (1 + x)α的渐近展开

上述计算表明：若 (1 + x)α = 1 + αx+ xu(x)，则

0 = (1 + 2x)α − ((1 + x)α)
2

(
1− x2

(1 + x)2

)α
= x[2u(2x)− 2u(x)− α(α− 1)x+ o(x)].

即 u(2x)− u(x)− α(α−1)
2 x = o(x).

如果希望得到更进一步展开，那么应该使用数学软件来协助我们进行这些

常规但繁琐的计算。

例 6 (指数函数、对数函数、三角函数、反三角的渐近展开，★).

1. 记 u(x) = ex−1−x
x . 证明：u(x) = o(1)，并且

u(2x)− u(x)− x

2
= o(x), x→ 0.

由此得到

ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2), x→ 0.

2. 记 v(x) = ln(1+x)−x
x . 证明：v(x) = o(1)，并且

v(2x)− v(x) + x

2
= o(x), x→ 0.

由此得到

ln(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2), x→ 0.
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3. 记 w(x) = sin x−x
x . 证明：w(x) = o(1)，并且

w(2x)− w(x) + x2

2
= o(x2), x→ 0.

由此得到

sinx = x− x3

6
+ o(x3), x→ 0.

4.

arcsinx = x+
x3

6
+ o(x3), x→ 0.

arccosx =
π

2
− arcsinx =

π

2
− x− x3

6
+ o(x3), x→ 0.

5.

cosx = 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4), x→ 0.

证明. (1) e2x = (ex)
2
. 所以

1+2x+2xu(2x) = (1+x+xu(x))2 = 1+2x+x2+2xu(x)+x2(2u(x)+u(x)2),

于是

u(2x)− u(x)− x

2
= o(x), x→ 0.

由此猜得 u(x) = x
2 + o(x).

(2) ln(1 + 2x) = 2 ln(1 + x) + ln
(
1− x2

(1+x)2

)
. 于是

2x+ 2xv(2x) = 2(x+ xv(x))− x2

(1 + x)2
− x2

(1 + x)2
v

(
x2

(1 + x)2

)
因此

v(2x)− v(x) + x

2
= o(x), x→ 0.

由此猜得 v(x) = −x2 + o(x).

方法2：利用(1)的结论和例3中关于反函数渐近展开的结论。

y = ex − 1 = x+
x2

2
+ o(x2),

所以

x = ln(1 + y) = y − 1

2
y2 + o(y2).

(3) sin 2x = 2 sinx cosx = 2 sinx
(
1− sin2 x

) 1
2 . 于是

2x+ 2xw(2x) = 2(x+ xw(x))
(
1− (x+ xw(x))

2
) 1

2

= (2x+ 2xw(x))

[
1− 1

2
(x+ xw(x))2 + o(x2)

]
= 2x+ 2xw(x)− x3 + o(x3),
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从而

w(2x)− w(x) + 1

2
x2 = o(x2), x→ 0.

由此猜得 w(x) = − 1
6x

2 + o(x2).

(4) 由(3)和反函数渐近展开即可。

(5)

cosx =
√

1− sin2 x =

(
1−

(
x− x3

6
+ o(x3)

)2
) 1

2

= 1 +
1

2
(−1)

(
x− x3

6
+ o(x3)

)2

+
1
2

(
1
2 − 1

)
2

(x+ o(x))
4
+ o(x4)

= 1− 1

2
x2 +

x4

6
− 1

8
x4 + o(x4)

= 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4)

下面这个习题回答了上例中的那些猜测。

例 7. （★★）设 λ > 1 ≥ |A|, α > 0，当 x→ 0时，f 是无穷小量且满足

f(λx)−Af(x)−Bxα = o(xα).

证明 f(x) = B
λα−Ax

α + o (xα) , x→ 0 。

证明. 猜 f(x) = Cxβ + o(xβ)（C 6= 0）。代入已知条件，得到

Cλβxβ −ACxβ + o(xβ) = Bxα + o(xα),

即

C(λβ −A)xβ + o(xβ) = Bxα + o(xα).

由 f是无穷小量知 β > 0，所以 λβ > 1 ≥ A，因此C(λβ−A) 6= 0。由例2结

论知 xβ = B
C(λβ−A)

xα + o(xα). 从而 f(x) = Cxβ + o(xβ) = B
λβ−Ax

α + o(xα).

若 B = 0，则 xβ = o(xα)，从而 f(x) = o(xα)， f(x) = B
λα−Ax

α + o(xα).

若 B 6= 0，则 β = α，此时也成立 f(x) = B
λα−Ax

α + o(xα).

找出上述证明中的问题。

正确的证明. 对任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得对任意 0 < |x| < δ，

−ε|x|α < f(λx)−Af(x)−Bxα < ε|x|α,

对任意正整数 k， 0 <
∣∣λ−(k−1)x∣∣ ≤ |x| < δ，从而∣∣∣Ak−1f (λ−(k−1)x)−Akf (λ−kx)−BAk−1 (λ−kx)α∣∣∣ < ε|A|k−1

∣∣λ−kx∣∣α ,
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相加得到∣∣∣∣∣f(x)−ANf (λ−Nx)− B

λα
xα

(
1 +

A

λα
+ · · ·+

(
A

λα

)N−1)∣∣∣∣∣
≤ ε|x|α 1

λα

(
1 +
|A|
λα

+ · · ·+
(
|A|
λα

)N−1)
,

让 N → +∞ 得到 ∣∣∣∣∣f(x)− B

λα
xα

1

1− A
λα

∣∣∣∣∣ ≤ 1

λα
ε|x|α

1− A
λα

.

即

f(x) =
B

λα −A
xα + o (xα) , x→ 0.

你是否能用上述方法求幂指对三角函数更进一步的渐近展开式？

例 8. （★）求极限 lim
x→0

tan x−x
x3 .

解法1. 因为 x→ 0时，tanx ∼ x，所以 lim
x→0

tan x−x
x3 = lim

x→0

x−x
x3 = 0.

注：请找出解法1的错误。重要提示: 在进行等价无穷小代换时,永远使用 f(x) =

g(x) + o(g(x)), 而不要简单用 g(x) 代替 f(x)!!!

解法2. 记 L = lim
x→0

tan x−x
x3 . 则由极限的换元法（复合函数极限）

L = lim
y→0

tan(2y)− (2y)

(2y)3
=

1

4
lim
y→0

1
2 tan 2y − y

y3
=

1

4
lim
x→0

1
2 tan 2x− x

x3
.

所以

4L− L = lim
x→0

1
2 tan 2x− tanx

x3

= lim
x→0

tanx− tanx(1− tan2 x)

x3(1− tan2 x)
= lim
x→0

tan3 x

x3(1− tan2 x)

=

(
lim
x→0

tanx

x

)3

lim
x→0

1

1− tan2 x
= 1,

所以 L = 1
3 .

注: 请找出解法2中的错误。模仿解法2，求极限 L = lim
x→0

1
x . 则

1

2
L = lim

x→0

1

2x
= lim
y→0

1

y
= L,

所以 L− L
2 = 0，从而 L = 0.

解法 2 基于这样的前提假设：极限 L = lim
x→0

tan x−x
x3 存在且为有限值。这

本身是需要证明的，但是不能靠解法 2的结论 L = 1
3 来解释，否则就是循环论

证。
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解法3.

tanx− x
x3

=
sinx− x cosx

x3 cosx

=
x− x3

6 + o(x3)− x
(
1− x2

2 + o(x2)
)

x3(1 + o(1))

=
1
3x

3 + o(x3)

x3 + o(x3)
=

1
3 + o(1)

1 + o(1)
→ 1

3
, x→ 0.

注: 在解法3中，分子和分母中都出现了 cosx，却使用了不同形式的渐进展开。

为什么？在乘法中，因子的主项决定乘积的主项。但在加减法中，求和项的主

项未必决定最终结果的主项，所以需要展开到更高一些的阶数。

解法4. 设 tanx = x+ u(x). 则

sinx = [x+ u(x)] cosx,

所以

x+ o(x) = [x+ u(x)][1 + o(1)],

展开化简得到

u(x) + o(u(x)) = o(x).

由此得到

u(x) = o(x).

故可设 u(x) = xv(x)，其中 v(x) = o(1).

由

tan 2x =
2 tanx

1− tan2 x

得到

2x+ 2xv(2x) =
2x+ 2xv(x)

1− (x+ xv(x))2
,

即

2x+ 2xv(x) = [2x+ 2xv(2x)][1− (x+ xv(x))2]

= 2x+ 2xv(2x)− 2x3(1 + v(2x))(1 + v(x))2

= 2x+ 2xv(2x)− 2x3 + o(x3),

化简得到

v(2x)− v(x)− x2 = o(x2),

从而

v(x) =
1

3
x2 + o(x2).
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因此

tanx = x+
1

3
x3 + o(x3).

于是

lim
x→0

tanx− x
x3

=
1

3
.

图 2: 用 GeoGebra CAS 计算 tan 的渐近展开式

注: 将来我们学习了 Taylor公式以后,可以更方便地得到很多函数的渐近展开。

例 9. （★★）求单侧极限 lim
x→1±

arcsin 2x
1+x2 − π

2

x− 1
.

图 3: 用 GeoGebra CAS 计算单侧极限

解. 我们只求 lim
x→1−

arcsin 2x
1+x2 − π

2

x− 1
，另一个留作练习。
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记 h = 1− x，t = π
2 − arcsin 2x

1+x2 ∈ [0, π]，则 h→ 0+当且仅当 x→ 1−，

cos t = sin
(π
2
− t
)
=

2x

1 + x2
=

2(1− h)
1 + (1− h)2

=
1

1 + h2

2(1−h)
→ 1. (*)

于是 t = arccos 2(1−h)
1+(1−h)2 → 0+. (*)式两边展开得到

1− t2

2
+ o(t2) = 1− h2

2− 2h
+ o(h2) = 1− h2

2
+ o(h2),

所以由例2结论知

t2 = h2 + o(h2),

从而

t =
√
h2 + o(h2) = h

√
1 + o(1) = h(1 + o(1)),

所以

lim
x→1−

arcsin 2x
1+x2 − π

2

x− 1
= lim
h→0+

−t
−h

= 1.

二、极限的综合练习

例 10. 求

lim
x→+∞

(√
x2 + 2x− 3

√
x3 − x2

)
解. 分离出主项，然后渐近展开

√
x2 + 2x− 3

√
x3 − x2 = x

√
1 +

2

x
− x 3

√
1− 1

x

= x

(
1 +

1

x
+ o

(
1

x

))
− x

(
1− 1

3x
+ o

(
1

x

))
=

4

3
+ o(1)→ 4

3
, x→ +∞.

例 11. 求 lim
x→0

sin(tan x)
tan(sin x) .

解.
sin(tanx)

tan(sinx)
=

tanx+ o(tanx)

sinx+ o(sinx)
=
x+ o(x)

x+ o(x)
→ 1.

例 12. 求 lim
x→+∞

x2 ln
(
cos 1

x

)
.
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解.

x2 ln

(
cos

1

x

)
=

ln cos t

t2
=

ln(1− t2

2 + o(t)2)

t2
=
− t

2

2 + o(t2)

t2
→ −1

2
.

例 13. 求 lim
x→0

(2 sinx+ cosx)
1
x .

解.

(2 sinx+ cosx)
1
x = exp

(
ln(2 sinx+ cosx)

x

)
= exp

(
ln(1 + 2x+ o(x))

x

)
= exp

(
2x+ o(x)

x

)
= exp(2 + o(1))→ e2.

例 14. （★）求 lim
n→+∞

e−n
(
1 + 1

n

)n2

.

解.

e−n
(
1 +

1

n

)n2

= exp

(
n2 ln

(
1 +

1

n

)
− n

)
= exp

(
n2
(
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

))
− n

)
= exp

(
−1

2
+ o(1)

)
→ 1√

e
.

例 15. 设 a > 0且 a 6= 1. 求参数 p 的值，使得 lim
x→+∞

xp
(
a

1
x − a

1
x+1

)
为非零

实数，并求这个极限的值。

解法1. 令 t = 1
x . 则

xp
(
a

1
x − a

1
x+1

)
=

1

tp

(
et ln a − e

t ln a
1+t

)
=

1

tp

(
1 + t ln a+

t2(ln a)2

2
+ o(t2)− 1− t ln a

1 + t
− 1

2

(
t ln a

1 + t

)2

+ o(t2)

)

=
1

tp

(
t ln a+

t2(ln a)2

2
+ o(t2)− t(1− t) ln a− 1

2
(t ln a)

2
+ o(t2)

)
=
ln a+ o(1)

tp−2
,

所以 p = 2，并且上述极限为 ln a.
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解法2.

xpa
1
x+1

(
a

1
x−

1
x+1 − 1

)
= xp(1 + o(1))

[
(ln a)

(
1

x
− 1

x+ 1

)
+ o

(
1

x
− 1

x+ 1

)]

= (ln a)
xp

x(x+ 1)
+ o

(
xp

x(x+ 1)

)
→


ln a, 若 p = 2;

0, 若 p < 2;

∞, 若 p > 2.

例 16. 比较
(
1 + 1

n

)n+α
，

n∑
k=0

1
k! 作为 e的误差。

图 4: 用 GeoGebra 绘制 (1 + 1
n )
n+α的渐近展开

解. (
1 +

1

n

)n+α
= exp

(
(n+ α) ln

(
1 +

1

n

))
= exp

(
(n+ α)

(
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

)))
= exp

(
1 +

1

n
(α− 1

2
) + o

(
1

n

))
= e

(
1 +

α− 1
2

n
+ o

(
1

n

))
所以当 α 6= 1

2 时，
(
1 + 1

n

)n+α− e与 1
n 同阶。当 α = 1

2 时，
(
1 + 1

n

)n+α− e是

比 1
n 更高阶的无穷小。

因此在形如
(
1 + 1

n

)n+α
的数列中，

(
1 + 1

n

)n+ 1
2 是收敛效率最高的一个。

可以证明
(
1 + 1

n

)n+ 1
2 的误差是 1

n2 阶的，所以它的收敛效率远不如数列
n∑
k=0

1
k!，后者的误差不超过

2
(n+1)!（见第3次习题课第17题）.

13


