
习题讨论课03答案：极限与实数的重要性质

★号（越）多表示题目（越）难

一、单调性与极限

【单调有界收敛】

• 设数列 {an} 单调不减。则 畬畩畭
n→+∞

an 甽 A 当且仅当 {an} 有上界且 A 甽

畳畵異
n≥1

an 。

• 设函数 f 町 用a, b甩 → R 单调不减甬 则 畬畩畭
x→b−

f用x甩 甽 A 当且仅当 f 在 用a, b甩

上有上界且 A 甽 畳畵異
x∈(a,b)

f用x甩 。

• 对单调不增有类似结论。

例 1. 设 f 是区间 I 上的单调函数。

由甮 证明 f 在区间 I 内的间断点都是跳跃间断点。

甲甮 证明 f 至多只有可数无穷多个间断点。

申甮 证明 f 连续当且仅当 f用I甩 是区间。

甴甮 若进一步，f 严格单调，f用I甩 是区间，证明 f 有连续的反函数。

证明. 不妨设 f 单调不减。

用由甩 对 I 的任何内点 x0甬 任取 x1, x2 ∈ I 使得 x1 < x0 < x2甬 则 f 用x1甩 ≤
f 用x0甩 ≤ f 用x2甩 。

因此 α 甽 畳畵異
x∈I,x<x0

f用x甩, β 甽 畩畮畦
x∈I,x>x0

f用x甩 存在甬 并且 α ≤ f 用x0甩 ≤ β 。

任取 ε > 田, α−ε不是 {f用x甩 | x ∈ I, x < x0}的上界，从而存在 x3 ∈ I, x3 <
x0 使得 α − ε < f 用x3甩 。从而对任意 x ∈ 用x3, x0甩 , α − ε < f 用x3甩 ≤ f用x甩 ≤ α甬

因此 畬畩畭
x→x−

0

f用x甩 甽 α。

同理可证甬 畬畩畭
x→x+

0

f用x甩 甽 β 。

如果 α 甽 β甬 则 f 用x0甩 甽 α 甽 β 甽 畬畩畭
x→x0

f用x甩 。从而 f 在 x0 处连续。

如果 f 在 x0 处间断甬 则 α < β, f 在 x0 处为跳跃间断。

用甲甩 如果 x1, x2 ∈ I 是 f 的间断点甬 满足 x1 < x2甬 则 f
(
x−1
)
< f

(
x+1
)
≤

f
(
x−2
)
< f

(
x+2
)
。且区间

(
f
(
x−1
)
, f
(
x+1
))
内最多只含一个函数值 f 用x1甩 。而

区间
(
f
(
x−1
)
, f
(
x+1
))
与
(
f
(
x−2
)
, f
(
x+2
))
不相交。

对于 f 的每个间断点 x0甬 取一个有理数 r ∈
(
f
(
x−0
)
, f
(
x+0
))
与 x0 对应。

而不同间断点对应于不同的有理数，所以 f 的间断点集不会包含比有理数集更

多的元素。而有理数集是可数无穷集一即全体有理数可以组成一个数列町
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所以单调函数的间断点集最多是可数无穷集。

用申甩 用必要性甩 设 f 连续。我们证明 f用I甩 是区间。任取 y1, y2 ∈ f用I甩 以及
y ∈ 用y1, y2甩甬 我们证明 y ∈ f用I甩甮
设 f 用x1甩 甽 y1, f 用x2甩 甽 y2 。则 x1 < x2甮

记

A 甽 {x ∈ I | f用x甩 < y}.

于是 x1 ∈ A, x2 是 A 的上界。所以上确界 x0 甽 畳畵異A 存在甬 且 x1 ≤ x0 ≤ x2甮
若 f 用x0甩 < y甬 则 x0 < x2甬 由连续性知存在 δ > 田 使得对任意 x ∈ 用x0, x0甫

δ甩 ⊂ 用x0, x2甩 , f用x甩 < y 。这与 x0 是 A 的上界矛盾。

如果 f 用x0甩 > y甬 则 x0 > x1甬 由连续性知存在 δ > 田 使得对任意 x ∈
用x0 − δ, x0甩 ⊂ 用x1, x0甩 , f用x甩 > y 。这与 x0 是 A 的上确界矛盾。

所以 f 用x0甩 甽 y甮

用充分性甩设 f用I甩是区间。我们证明 f 连续。由用由甩的证明知 f 没有间断点。

所以 f 连续。

用甴甩 由 f 严格单调知 f 由反函数 f−1 町 f用I甩 → I，它也是严格单调函数，

且 I 甽 f−1用f用I甩甩 是区间，所以由用申甩知 f−1 连续。

注. (反三角函数的存在性和连续性) 由于在区间 畛−π2 ,
π
2 畝 上 畳畩畮 连续且严格增

（见第甲次习题课解答），所以在该区间中 畳畩畮 的值域为 畛−由, 由畝，并且它有连续的
反函数 畡畲畣畳畩畮 町 畛−由, 由畝 → 畛−π2 ,

π
2 畝甮 同理，在区间 畛田, π畝 上 畣畯畳 有连续的反函数

畡畲畣畣畯畳 町 畛−由, 由畝→ 畛田, π畝甮

可以证明 畴畡畮 甽 sin
cos 在区间 用−π2 ,

π
2 甩 上连续且严格增。又因为对任意正整

数 n，

畴畡畮

(
畡畲畣畳畩畮

n√
由 甫 n2

)
甽 n,

且 畴畡畮是奇函数，所以 畛−n, n畝中的实数都是 畴畡畮的函数值。从而 畴畡畮的值域为

R。于是 畴畡畮 有连续的反函数 畡畲畣畴畡畮 町 R→
(
−π2 ,

π
2

)
甮

根据例由结论，不存在这样的单调函数，它在所有无理数处间断。但以下例

题表明存在单调函数，它恰在所有有理数处间断。

例 2. （★★★）设 an 是 用∗甩 中的数列。

In用x甩 甽

由, 若 an ≤ x画

田, 否则甬

对正整数 N 甬 记

fN 用x甩 甽

N∑
n=1

由

甲n
In用x甩.

证明町

甲



由甮 对任意 x ∈ R甬 极限 f用x甩 甽 畬畩畭
N→+∞

fN 用x甩 存在。

甲甮 f 在 R 上严格增。

申甮 f 在每个有理数处间断甬 在所有无理数处连续。

证明. 用由甩 对固定的 x甬 数列 {fN 用x甩} 单调不减甬

田 ≤ fN 用x甩 ≤
N∑
n=1

由

甲n
甽

1
2 −

1
2N+1

由− 1
2

< 由,

所以极限 f用x甩 甽 畬畩畭
N→+∞

fN 用x甩 存在甬 并且 田 ≤ f用x甩 ≤ 由 。

用甲甩 对任意 x < y甬 由于有理数稠密甬 所以存在 N1 使得 x < aN1
< y甬 因此

对任意 N ≥ N1甬

fN 用y甩− fN 用x甩 ≥ 由

甲N1
.

让 N → 甫∞甬 得到 f用y甩− f用x甩 ≥ 1
2N1

> 田 。所以 f 严格增。

用申甩 对于任意 N0甬 以及任意 x < aN0 甬 对 N ≥ N0

fN 用aN0甩− fN 用x甩 ≥ 由

甲N0

让 N → 甫∞甬 得到 f 用aN0
甩− f用x甩 ≥ 1

2N0
。所以

畬畩畭
x→a−N0

f用x甩 ≤ f 用aN0
甩− 由

甲N0
< f 用aN0

甩 ≤ 畬畩畭
x→a+N0

f用x甩.

所以 f 在 aN0
间断。

对任何无理数 y甬 以及任意正整数 M 甬 取

δ 甽
由

甲
畭畩畮

1≤n≤M
|an − y| ,

则 δ > 田甬 且町 若 |an − y| < δ甬 则 n > M 。

于是对任意 x ∈ 用y − δ, y 甫 δ甩

|f用y甩− f用x甩| ≤
∑
n>M

由

甲n
甽

由

甲M
.

所以 f 在 y 处连续。

例 3. 设 x > 田甬 记

yn 甽
yn−1
甲

甫
x

甲yn−1
, n 甽 由, 甲, . . . .

证明对任意 y0 > 田甬 数列 yn 收敛到
√
x 。

申



证法 1. 用数学归纳法可以证明 yn > 田,∀n ≥ 田 。从而

yn 甽
yn−1 甫

x
yn−1

甲
≥
√
yn−1 ·

x

yn−1
甽
√
x, n 甽 由, 甲, . . .

从而

yn − yn−1 甽

x
yn−1

− yn−1
甲

≤ 田, n 甽 甲, 申, . . . .

因此数列 yn 单调不增有下界甬 从而收敛甬 且极限 A 甽 畬畩畭
n→+∞

yn ≥
√
x > 田 。

yn 甽
yn−1
甲

甫
x

甲yn−1
, n 甽 由, 甲, . . .

两边让 n→ 甫∞甬 得到

A 甽
A

甲
甫

x

甲A
,

即 A2 甽 x甬 从而 A 甽
√
x 。

证法2.

yn −
√
x 甽

yn−1
甲

甫
x

甲yn−1
−
√
x 甽

用yn−1 −
√
x甩

2

甲yn−1
n 甽 由, 甲, . . .

由证法 由 知 yn−1 ≥
√
x,∀n ≥ 甲甬 所以

yn−1 −
√
x

甲yn−1
甽

由

甲
−
√
x

甲yn−1
∈
(
田,

由

甲

)
.

因此对 n ≥ 甲∣∣yn −√x∣∣ ≤ 由

甲

∣∣yn−1 −√x∣∣ ≤ 由

甲n−1
∣∣y1 −√x∣∣→ 田, n→ 甫∞.

所以 畬畩畭
n→+∞

yn 甽
√
x 。

例 4. 设 田 ≤ x ≤ 由 。记 y0 甽 田甬

yn 甽 yn−1 甫 λ
(
x− y2n−1

)
, n ≥ 由.

求正数 λ 的值甬 使得数列 yn 是单调不减数列画 此时甬 证明数列 yn 收敛甬 并求极

限 畬畩畭
n→+∞

yn 的值。

解. 用由甩 yn+1 ≥ yn 当且仅当 λ
(
x− y2n

)
≥ 田甬 即 田 ≤ yn ≤

√
x 。

而 田 ≤ yn+1 ≤
√
x 当且仅当 yn 甫 λ

(
x− y2n

)
≤
√
x甬 即(

yn −
√
x
) (
λyn 甫 λ

√
x− 由

)
≥ 田.

为保证由这个不等式能够推出 yn ≤
√
x甬 只需

由− λ
√
x

λ
≥
√
x,

甴



即
由

λ
≥ 甲
√
x

因此常数 λ 满足
由

λ
≥ 甲

即 λ ≤ 1
2 甮

用甲甩 由用由甩和 y0 甽 田 用数学归纳法可得 田 ≤ yn ≤ yn+1 ≤
√
x ≤ 由 。

所以极限 畬畩畭
n→+∞

yn 存在。

记 A 甽 畬畩畭
n→+∞

yn 。

在 yn+1 甽 yn 甫 λ
(
x− y2n

)
两边对 n→ 甫∞ 取极限甬 得到

A 甽 A甫 λ
(
x−A2

)
,

而 A ≥ 田甬 所以 A 甽
√
x 。

事实上甬 我们不难发现 yn 是关于 x 的多项式甬 这是用多项式来逼近函数
√
x甮 我们将来证明这是一致逼近。

例 5. 设 f 町 畛田, 由畝 → 畛田, 由畝 严格增、连续。证明对任何 x0 ∈ 畛田, 由畝甬 极限

畬畩畭
n→+∞

fn 用x0甩 存在甬 且极限值 x∗ 满足 f 用x∗甩 甽 x∗ 。

证明. 若 f 用x0甩 甽 x0甬 则 fn 用x0甩 甽 x0 。

若 f 用x0甩 > x0甬 则用数学归纳法可以证明数列 xn 甽 fn 用x0甩 严格增。而它

有上界 由 甬 所以 x∗ 甽 畬畩畭
n→+∞

xn 存在。

|f 用x∗甩− f 用xn甩| 甽 |f 用x∗甩− xn+1| → |f 用x∗甩− x∗|

另一方面，由连续性可得 |f 用x∗甩− f 用xn甩| → 田甬 所以由极限的唯一性甬 f 用x∗甩 甽

x∗ 。

类似可证甬 若 f 用x0甩 < x0甬 则命题结论也成立。

例 6. 在习题课 由 中我们证明了(
由 甫

由

n

)n
<

(
由 甫

由

n甫 由

)n+1

<

(
由 甫

由

n甫 由

)n+2

<

(
由 甫

由

n

)n+1

.

所以数列
(
由 甫 1

n

)n
单调增甬 有上界

(
由 甫 1

1

)1+1
甽 甴画 数列

(
由 甫 1

n

)n+1
单调减甬

有下界
(
由 甫 1

1

)1
甽 甲 。所以极限

畬畩畭
n→+∞

(
由 甫

由

n

)n
, 畬畩畭

n→+∞

(
由 甫

由

n

)n+1

存在。易见它们相等甬 记它们的共同的值为 略甬 记 畬畮 甽 畬畯畧e 。于是(
由 甫

由

n

)n
< 略 <

(
由 甫

由

n

)n+1

.

电



从而
由

n甫 由
< 畬畮

(
由 甫

由

n

)
<

由

n
.

利用以上事实甬 证明数列

xn 甽 由 甫
由

甲
甫

由

申
甫 · · ·甫 由

n
− 畬畮n

收敛。

证明.

xn+1 − xn 甽
由

n甫 由
− 畬畮用n甫 由甩 甫 畬畮n 甽

由

n甫 由
− 畬畮

(
由 甫

由

n

)
< 田.

所以 xn 单调减。

又

xn > 畬畮

(
由 甫

由

由

)
甫 畬畮

(
由 甫

由

甲

)
甫 · · ·甫 畬畮

(
由 甫

由

n

)
− 畬畮n 甽 畬畮用n甫由甩− 畬畮n > 田.

即 xn 有下界。

所以 xn 收敛。

例 7. 证明 畬畩畭
x→0

ln(1+x)
x 甽 由 。

证明. 由上题证明知
由

n甫 由
< 畬畮

(
由 甫

由

n

)
<

由

n
.

对 田 < x < 1
2 甬 存在正整数 N 使得 1

N+1 < x ≤ 1
N 。因此

N

N 甫 甲
甽

1
N+2
1
N

<
畬畮
(
由 甫 1

N+1

)
1
N

<
畬畮用由 甫 x甩

x
<

畬畮
(
由 甫 1

N

)
1

N+1

<
1
N
1

N+1

甽
N 甫 由

N
.

于是

由− 甲x <
畬畮用由 甫 x甩

x
< 由 甫 甲x,

所以 畬畩畭
x→0+

ln(1+x)
x 甽 由 。

畬畩畭
x→0−

畬畮用由 甫 x甩

x

甽 畬畩畭
y→0+

畬畮用由− y甩
−y

甽 畬畩畭
y→0+

畬畮 1
1−y

y
用y 甽 −x甩

甽 畬畩畭
z→0+

用由 甫 z甩

由− 1
1+z

甽 畬畩畭
z→0+

畬畮用由 甫 z甩

z
用由 甫 z甩 甽 由,

(
z 甽

由

由− y
− 由

)
.

所以 畬畩畭
x→0

ln(1+x)
x 甽 由 。

甶



例 8. 设 x1 甽 a > 田, y1 甽 b > 田甬

xn+1 甽
xn 甫 yn

甲
, yn+1 甽

√
xnyn.

证明 {xn} , {yn} 都收敛甬 且极限相等。

证明. 用数学归纳法可知 xn > 田, yn > 田 。

由平均值不等式知

xn+1 甽
xn 甫 yn

甲
≥ √xnyn 甽 yn+1.

xn+1 − xn 甽
yn − xn

甲
≤ 田,

yn+1

yn
甽

√
xn
yn
≥ 由, n ≥ 甲.

所以 {xn} , {yn} 最终成为单调减、单调增数列甬 而 y2 是前者的下界甬 x2 是后者

的上界。所以 {xn} , {yn} 都收敛。
记 α 甽 畬畩畭

n→+∞
xn, β 甽 畬畩畭

n→+∞
yn 。对

xn+1 甽
xn 甫 yn

甲

两边取极限甬 得到 α 甽 α+β
2 甬 从而 α 甽 β 。

|xn+1 − yn+1| 甽
∣∣x2n+1 − y2n+1

∣∣
xn+1 甫 yn+1

甽
用xn − yn甩2

甴 用xn+1 甫 yn+1甩
≈ 用xn − yn甩2

甸α
.

上述数列会很快收敛。

例 9 用指数函数的一种定义，只涉及乘方，★). 对任何实数 x，定义 En用x甩 甽(
由 甫

x

n

)n
甮 证明：

由甮 当 n > −x时，En用x甩关于 n严格增；

甲甮 En用x甩关于 n有上界；

申甮 E用x甩 甽 畬畩畭
n→+∞

En用x甩收敛于正数，E用由甩 甽 略 > 由；

甴甮 对任意实数 x， 畬畩畭
n→+∞

(
由 甫

x

n2

)n
甽 由；

电甮 对任意实数 x, y，E用x甩E用y甩 甽 E用x甫 y甩；

甶甮 E用x甩在 x 甽 田处连续，从而 E用x甩到处连续；

男甮 E用x甩关于 x严格增；

甸甮 E 的值域为 用田,甫∞甩甮

男



证明留作练习。

二、有界闭区间套

畛a1, b1畝 ⊃ · · · ⊃ 畛an, bn畝 ⊃ 畛an+1, bn+1畝 ⊃ · · ·

等价的

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ an+1 ≤ · · · ≤ bn+1 ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1,

于是存在极限 α 甽 畬畩畭
n→+∞

an 甽 畳畵異
n≥1

an, β 甽 畬畩畭
n→+∞

bn 甽 畩畮畦
n≥1

bn 。于是

畛α, β畝 甽
⋂
n≥1

畛an, bn畝 .

若进一步甬 畬畩畭
n→+∞

用bn − an甩 甽 田甬 则 α 甽 β甬 此时⋂
n≥1

畛an, bn畝 甽 {α}.

例 10. （★）设 田 < λ < 由 。 x1 甽 a, x2 甽 b, xn+2 甽 用由− λ甩xn 甫 λxn+1 。证

明 畬畩畭
n→+∞

xn 存在甬 并求它的值。

证明. 不妨设 a ≤ b甬 否则考虑 yn 甽 −xn 。用数学归纳法可以证明

x2n−1 ≤ x2n+1 ≤ x2n+2 ≤ x2n, n ≥ 由.

于是 畛x2n−1, x2n畝 构成有界闭区间套甬 从而 α 甽 畬畩畭
n→+∞

x2n−1, β 甽 畬畩畭
n→+∞

x2n

存在。

x2n+2 甽 用由− λ甩x2n 甫 λx2n+1

两边取极限甬 得到 β 甽 用由− λ甩β 甫 λα甬 所以 α 甽 β甬 因此 α 甽 畬畩畭
n→+∞

xn 。

令 yn 甽 µ 用xn − α甩 。则{
yn+2 甽 µ 用用由− λ甩xn 甫 λxn+1 − α甩 甽 用由− λ甩yn 甫 λyn+1, n ≥ 由,

y1 甽 µ用a− α甩, y2 甽 µ用b− α甩.
.

当 µ 甽 由 时甬 数列 {yn} 为 {xn − α} 。

x3 − α 甽 用由− λ甩a甫 λb− α,

于是取 µ 使得{
y1 甽 µ 用x1 − α甩 甽 µ用a− α甩 甽 b− α 甽 x2 − α,
y2 甽 µ 用x2 − α甩 甽 µ用b− α甩 甽 用由− λ甩a甫 λb− α 甽 x3 − α,

即

µ 甽
b− α
a− α

甽
用由− λ甩a甫 λb− α

b− α
解得

α 甽
用由− λ甩a甫 b

甲− λ
.

甸



证法 2.

用由− λ甩xn+1 甫 xn+2 甽 用由− λ甩xn 甫 xn+1 甽 用由− λ甩a甫 b, ∀n ≥ 由.

xn+2 − xn+1 甽 −用由− λ甩 用xn+1 − xn甩 甽 用λ− 由甩n 用x2 − x1甩 甽 用λ− 由甩n用b− a甩,

所以

xx+2 甽
用由− λ甩a甫 b甫 用λ− 由甩n用b− a甩

甲− λ
→ 用由− λ甩a甫 b

甲− λ
, n→ 甫∞.

例 11 用导数与函数单调性，★★). 设 f 在开区间 I 上可导，即对任意 x ∈ I，
极限

f ′用x甩 甽 畬畩畭
y→x

f用y甩− f用x甩
y − x

存在。证明：若对任意 x ∈ I，都有 f ′用x甩 > 田，则 f 在区间 I 上严格增。

证明. （反证法）假设存在 x1, y1 ∈ I 使得 x1 < y1 且 f用x1甩 ≥ f用y1甩甮

若
f用 x1+y1

2 甩−f(x1)
x1+y1

2 −x1
≤ f(x1)−f(y1)

x1−y1 ，则取 x2 甽 x1，y2 甽 x1+y1
2 甮

若
f用 x1+y1

2 甩−f(x1)
x1+y1

2 −x1
> f(x1)−f(y1)

x1−y1 ，则必然有
f(y1)−f用 x1+y1

2 甩
y1− x1+y1

2

< f(x1)−f(y1)
x1−y1 ，

此时取 x2 甽 x1+y1
2 ，y2 甽 y1甮

如此可得有界闭区间套 畛xn, yn畝，满足

yn+1 − xn+1 甽
yn − xn

甲
,

且
f用yn+1甩− f用xn+1甩

yn+1 − xn+1
≤ f用yn甩− f用xn甩

yn − xn
.

由有界闭区间套定理，存在唯一实数 x0 ∈ I 满足对任意正整数 n，都有

x0 ∈ 畛xn, yn畝甮

于是必然存在 xn, yn 之一（记为 an），满足 an 6甽 x0，且

f用an甩− f用x0甩
an − x0

≤ f用yn甩− f用xn甩
yn − xn

≤ f用y1甩− f用x1甩
y1 − x1

.

甹



因为 畬畩畭
n→+∞

an 甽 x0，所以上述不等式两端取极限，得到

f ′用x0甩 甽 畬畩畭
n→+∞

f用an甩− f用x0甩
an − x0

≤ f用y1甩− f用x1甩
y1 − x1

≤ 田.

这与 f ′用x甩 > 田用∀x ∈ I甩矛盾。
所以 f 在 I 上严格增。

二、 Cauchy 准则

【定义】 {an} 是一个 Cauchy 数列町 对任意 ε > 田甬 存在正整数 N 使得对任意

正整数 m,n ≥ N, |am − an| < ε。

与极限概念相似町 是数列尾巴上的项的性质画

与极限概念不同町 这是用数列自身的项进行比较。

【性质】任何收敛数列都是 畃畡畵畣畨畹 数列。用直接从定义简单得到甩

在· 实· 数· 集· 中· ，任何 畃畡畵畣畨畹 数列都是收敛的。用这是 畃畡畵畣畨畹准则的本质内

容，它并不平凡甬 因为这在有理数范围内不成立。甩

例 12 用压缩不动点定理，★). 设 I ⊂ R 是闭集 用即 I 中任何收敛数列甬 其极限

也在 I 中甩甬 f 町 I → I 是压缩映射甬 即存在常数 田 < λ < 由 使得对任意 x, y ∈ I甬

|f用x甩− f用y甩| ≤ λ|x− y|.

则存在唯一的 x∗ ∈ I 使得 f 用x∗甩 甽 x∗甬 且对任意 x0 ∈ I, 畬畩畭
x→+∞

fn 用x0甩 甽 x∗甬

且

|xn − x∗| ≤
λn |f 用x0甩− x0|

由− λ
, ∀n ≥ 由.

证明. 记 xn 甽 fn 用x0甩 。则

|xn+1 − xn| 甽 |f 用xn甩− f 用xn−1甩| ≤ λ |xn − xn−1| ,

从而

|xn+p − xn| ≤
p∑
k=1

|xn+k − xn+k−1| ≤
p∑
k=1

λn+k−1 |x1 − x0| ≤
λn

由− λ
|x1 − x0| .

所以 {xn}是 畃畡畵畣畨畹数列。于是 x∗ 畬畩畭
n→+∞

xn 存在甬 且 x∗ ∈ I 。上述不等式中甬

令 p→ 甫∞甬 得到

|xn − x∗| ≤
λn

由− λ
|x1 − x0| .

|f 用x∗甩− x∗| ≤ |f 用x∗甩− f 用xn甩|甫 |f 用xn甩− x∗|

≤ λ |xn − x∗|甫 |xn+1 − x∗| → 田, n→ 甫∞,

所以 f 用x∗甩 甽 x∗ 。

∣∣x# − x∗∣∣ 甽 ∣∣f (x#)− f 用x∗甩∣∣ ≤ λ ∣∣x# − x∗∣∣ ,
所以 x# 甽 x∗ 。

由田



例 13. 例申甬 用压缩不动点定理。

证明.

F 用y甩 甽
y

甲
甫

x

甲y
,

则

|F 用y2甩− F 用y1甩| 甽
∣∣∣∣y2 − y1甲

甫
x

甲y2
− x

甲y1

∣∣∣∣
甽

∣∣∣∣y2 − y1甲

(
由− x

y1y2

)∣∣∣∣ .
对任意 y > 田, F 用y甩 ≥

√
x 。记 I 甽 畛

√
x,甫∞甩 。则 I 是闭区间甬 F 用I甩 ⊂ I甬 且对

任意 y1, y2 ∈ I甬
所以

田 <
x

y1y2
≤ 由,

|F 用y2甩− F 用y1甩| ≤
由

甲
|y2 − y1| ,

是压缩映射。所以 F 有唯一不动点 y∗ 甽
√
x甬 且对任意 y0 > 田, yn 甽 Fn 用y0甩→

√
x, n→ 甫∞ 。

例 14. （★）例 甴甬 田 < λ ≤ 1
2 , 田 ≤ x ≤ 由甬 用压缩不动点。

证明. 记 I 甽 {y | 田 ≤ y ≤
√
x}甬

F 用y甩 甽 y 甫 λ
(
x− y2

)
.

则对任意 y ∈ I, F 用y甩 ≥ 田甬

田 ≤ y ≤
√
x ≤ 由,

田 ≤ λ用
√
x甫 y甩 ≤ 由

甲
用由 甫 由甩 甽 由,

√
x− F 用y甩 甽

√
x− y − λ

(
x− y2

)
甽 用
√
x− y甩用由− λ用

√
x甫 y甩甩 ≥ 田,

所以 F 用y甩 ∈ I 。

|F 用y2甩− F 用y1甩| 甽
∣∣y2 − y1 甫 λ

(
y21 − y22

)∣∣ 甽 |y2 − y1| |由− λ 用y1 甫 y2甩|

≤ |y2 − y1| 用由−
√
x甩

所以甬 当 田 < x ≤ 由 时甬 F 是映闭集 I 到 I 的压缩映射甬 它有唯一不动点

y 甽
√
x甮

例 15. （★）设 田 < λ < 由, yn+1 甽 1−λ
yn

甫 λ 。证明 畬畩畭
n→+∞

yn 存在甬 并求它的

值。

由由



证明. 令

F 用y甩 甽
由− λ
y

甫 λ.

则对任意 y > 田, F 用y甩 ≥ λ。

F 2用y甩 甽
由− λ

1−λ
y 甫 λ

甫 λ.

则对任意 y1, y2 ∈ 畛λ,甫∞甩甬∣∣F 2 用y2甩− F 2 用y1甩
∣∣ 甽 用由− λ甩2

∣∣∣∣ y2 − y1
用由− λ甫 λy2甩 用由− λ甫 λy1甩

∣∣∣∣
≤
(

由− λ
由− λ甫 λ2

)2

|y2 − y1|

所以 F 2 映闭集 畛λ,甫∞甩 到其自身的压缩映射甬 所以 y∗ 甽 畬畩畭
n→+∞

F 2n 用y0甩 存在甬

且是 F 2 的唯一不动点。

不难发现 F 用由甩 甽 由 。所以 y∗ 甽 由 。

因此

畬畩畭
n→+∞

F 2n+1 用y0甩 甽 F

(
畬畩畭

n→+∞
F 2n 用y0甩

)
甽 F 用由甩 甽 由.

于是对任意 y0 > 田甬 都有

畬畩畭
n→+∞

Fn 用y0甩 甽 由.

例 16. （★）每一种收敛都对应一种 畃畡畵畣畨畹准则。试写出极限 畬畩畭
x→a

f用x甩收敛

所对应的 畃畡畵畣畨畹 准则，并给以证明。

证明. 畃畡畵畣畨畹 准则：极限 畬畩畭
x→a

f用x甩收敛当且仅当对任意 ε > 田 存在 δ > 田 使得

对任意 x, y ∈ I，只要 田 < |x− a| < δ, 田 < |y − a| < δ，就有 |f用x甩− f用y甩| < ε甮

必要性是显然的，只证明充分性。

任取数列 xn ∈ I 满足 畬畩畭
n→+∞

xn 甽 a 且 xn 6甽 a甮 则对任意 ε > 田 存在

δ > 田 使得对任意 x, y ∈ I，只要 田 < |x − a| < δ, 田 < |y − a| < δ，就有

|f用x甩 − f用y甩| < ε甮 于是存在 N 使得对任意 n,m ≥ N，田 < |xn − a| < δ, 田 <

|xm − a| < δ甮 因此 |f用xn甩 − f用xm甩| < ε甮 于是 {f用xn甩} 是 畃畡畵畣畨畹 数列，因此

收敛。记 A 甽 畬畩畭
n→+∞

f用xn甩甮 则

|f用xn甩−A| ≤ ε, ∀n ≥ N.

对任意 x ∈ I，只要 田 < |x− a| < δ，就有

|f用x甩−A| ≤ |f用x甩− f用xN 甩|甫 |f用xN 甩− a| < 甲ε.

所以 畬畩畭
x→a

f用x甩 甽 A甮

由甲



例 17. （★）设 I ⊆ R，f 町 I → R甮 证明：f 在 I 上连续且所有间断点都是

可去间断点当且仅当对于 I 中的任意 畃畡畵畣畨畹 数列 xn，f用xn甩 都是 畃畡畵畣畨畹 数

列。

证明. （必要性）假设 xn 是 I 中一个 畃畡畵畣畨畹 数列，但 f用xn甩 不是 畃畡畵畣畨畹 数

列。则存在 x0 ∈ I 使得 畬畩畭
n→+∞

xn 甽 x0甮

若 x0 ∈ I，则 f 在 x0 处连续，所以

畬畩畭
n→+∞

f用xn甩 甽 f用x0甩,

这与假设矛盾。

所以 x0 6∈ I甮 此时 x0是 f 的可去间断点，且 xn 6甽 x0。于是 畬畩畭
n→+∞

f用xn甩 甽

畬畩畭
x→x0

f用x甩甮 这也与假设矛盾。

于是假设是不成立的，因而必要性得证。

（充分性）假设 x0 是 I 的一个聚点，满足极限 畬畩畭
x→x0

f用x甩 不存在。

由 畃畡畵畣畨畹 准则知，存在 ε > 田 使得对任意 δ > 田 都存在 x, y ∈ I 使得

田 < |x−x0| < δ, 田 < |y−x0| < δ，但 |f用x甩−f用y甩| ≥ ε甮 于是对任意正整数 n存

在 xn, yn ∈ I 满足 田 < |xn−x0| < 1
n , 田 < |yn−x0| <

1
n，但|f用xn甩− f用yn甩| ≥ ε甮

令 z2n−1 甽 xn, z2n 甽 yn甮 则 {zn}是 畃畡畵畣畨畹列。但 |f用z2n−1甩−f用z2n甩| ≥ ε，
从而 {f用zn甩} 不是 畃畡畵畣畨畹 列。这与已知矛盾。

所以对 I 的任何聚点 x0， 畬畩畭
x→x0

f用x甩 存在。

若 x0 6∈ I，则 x0 是 f 的可去间断点。

若 x0 ∈ I 满足 畬畩畭
x→x0

f用x0甩 6甽 f用x0甩，则取 z2n−1 甽 x0，z2n ∈ I 满足

|z2n − x0| < 1
n，则 {zn} 是 畃畡畵畣畨畹 列，但 {f用zn甩} 不是 畃畡畵畣畨畹 列。矛盾。

所以 f 在 x0 ∈ I 处连续。

例 18. 证明收敛

an 甽
由

田甡
甫

由

由甡
甫

由

甲甡
甫 · · ·甫 由

n甡
.

收敛，并估计 A 甽 畬畩畭
n→+∞

an 的值。

证明. 对任意正整数 n,m，

an+m 甽 an 甫
由

用n甫 由甩甡
甫

由

用n甫 甲甩甡
甫 · · ·甫 由

用n甫m甩甡
,

由申



所以

an ≤ an+m

甽 an 甫
由

n甡

[
由

n甫 由
甫

由

用n甫 由甩用n甫 甲甩
甫

由

用n甫 由甩用n甫 甲甩用n甫 申甩

甫 · · ·甫 由

用n甫 由甩用n甫 甲甩 · · · 用n甫m甩

]
≤ an 甫

由

n甡

[
由

n甫 由
甫

由

n甫 由
− 由

n甫 甲
甫

由

n甫 甲
− 由

n甫 申

甫 · · ·甫 由

n甫m− 由
− 由

n甫m

]
≤ an 甫

甲

用n甫 由甩甡

因此

|an+m − an| ≤
甲

用n甫 由甩甡
.

所以 {an}n≥1是 畃畡畵畣畨畹数列，从而收敛。

让m→ 甫∞，得到

an ≤ A ≤ an 甫
甲

用n甫 由甩甡
,

即

田 ≤ A− an ≤
甲

用n甫 由甩甡

当 n 甽 甹时，

甲

用n甫 由甩甡
甽

甲

由田甡
甽

甲

由田× 甲× 电× 申× 男× 甴× 甸× 甶× 甹

<
甲

由田× 由田× 甲田× 申田× 电田
甽

由

由电田田田田田
,

所以 田 ≤ A− a9 < 1
150000 < 甶.甶男× 由田−7甮 因为 a9 甽 甲.男由甸甲甸由电 . . .，所以 A的精

确值位于 甲.男由甸甲甸田甸和 甲.男由甸甲甸甲申之间。

例 19 用指数函数的另一种定义方式，复数指数，★★). 对复数 z ∈ C，定义

En用z甩 甽

n−1∑
k=0

zk

k甡
.

证明：

由甮 En用z甩关于 n是 畃畡畵畣畨畹 列，从而存在极限 E用z甩 甽 畬畩畭
n→+∞

En用z甩；

由甴



甲甮 对任意 z, w ∈ C，

|E2n+1用z甩E2n+1用w甩− E2n+1用z 甫 w甩|

≤ En+1用|z|甩 |E2n+1用|w|甩− En+1用|w|甩|

甫 En+1用|w|甩 |E2n+1用|z|甩− En+1用|z|甩| ,

从而 E用z甩E用w甩 甽 E用z 甫 w甩甮

申甮 对 |z| < 由，|E用z甩− 由| ≤ 甲|z|；

甴甮 E用z甩对 z ∈ C连续；

电甮 E用由甩 甽 略甮

证明留作练习。

例 20. （★） 用由甩设数列 {xn}n≥1满足：对任意正整数 n, p，都有 |xn+p−xn| ≤
p
n2 甮 问 {xn}是否收敛？
（★★）用甲甩 设 β > 田，数列 {xn}n≥1 满足：对任意正整数 n, p，都有

|xn+p − xn| ≤ p
n1+β 甮 问 {xn}是否收敛？

（★★★）用申甩 如果数列 {xn}n≥1 满足：对任意正整数 n, p，都有 |xn+p −
xn| ≤ p

n 甮 问 {xn}是否收敛？
请证明你的结论。

解. 用由甩 收敛。

|xn+p − xn| ≤ |xn+1 − xn|甫 |xn+2 − xn+1|甫 · · ·甫 |xn+p − xn+p−1|

≤ 由

n2
甫

由

用n甫 由甩2
甫 · · ·甫 由

用n甫 p− 由甩2

≤
(

由

n− 由
− 由

n

)
甫

(
由

n
− 由

n甫 由

)
甫 · · ·甫

(
由

n甫 p− 甲
− 由

n甫 p− 由

)
≤ 由

n− 由
.

所以，{xn}是 畃畡畵畣畨畹列，从而收敛。

用甲甩 收敛。

方法与用由甩相同。只需证明存在正数 γ 使得

由

n1+β
<

由

用n− 由甩γ
− 由

nγ
.

为此，计算

畬畩畭
n→+∞

(
由

n1+β
由

1
(n−1)γ −

1
nγ

)
甽 畬畩畭
n→+∞

nγ用n− 由甩γ

n1+β用nγ − 用n− 由甩γ甩

甽 畬畩畭
n→+∞

(
由− 1

n

)γ 1
n

nβ−γ
[
由−

(
由− 1

n

)γ] 甽 由

β
, 若 γ 甽 β.

由电



所以存在 N 使得对任意 n ≥ N，

由

n1+β
<

甲

β

(
由

用n− 由甩β
− 由

nβ

)
.

从而对任意 n ≥ N 及任意正整数 p，

|xn+p − xn| ≤
甲

β

由

用n− 由甩β
.

所以，{xn}是 畃畡畵畣畨畹列，从而收敛。

用申甩 {xn}可能发散。∣∣ 1
2 畬畮用n甫 p甩− 1

2 畬畮n
∣∣

p
n

甽
由

甲

∣∣畬畮 n+p
n

∣∣
p
n

甽
由

甲

∣∣畬畮 (由 甫 p
n

)∣∣
p
n

−→ 由

甲
,

所以存在 N 使得当 n > N 时，∣∣∣∣由甲 畬畮用n甫 p甩− 由

甲
畬畮n

∣∣∣∣ < p

n
,

令 xn 甽 1
2 畬畮用N 甫 n甩甮 则

|xn+p − xn| <
p

N 甫 n
<
p

n
, ∀n ≥ 由,∀p ≥ 由.

由甶


