
习题讨论课02答案：极限与连续

一、连续与函数在一点处的极限

【定义】

f 在 x0 处连续嘺

• f 在 x0 处有定义嘻 嘨允许 f 仅在 x0 处有定义嘩

• 对任意 ε > 嘰嘬 存在 δε > 嘰 使得嘺

|x− x0| < δε, x ∈ Df ⇒ |f嘨x嘩− f 嘨x0嘩| < ε.

极限 噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 A 嘺

• x0 是 f 的定义域 Df 的一个聚点嘬 即 f 在 x0 的任意近旁有定义嘻（允许

f 在 x0 处没有定义嘩

• 对任意 ε > 嘰嘬 存在 δε > 嘰 使得嘺

嘰 < |x− x0| < δε, x ∈ Df ⇒ |f嘨x嘩−A| < ε.

注: 极限 噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 A 是由 嘨任意嘩 临近 x0 处 f 的函数值共同决定的嘬 与 x0

处 f 的值无关。

单侧极限。右极限 f 嘨x0嘫嘩 嘽 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩 嘽 A 嘺 嘨类似定义左极限 f 嘨x0−嘩 嘽

噬噩噭
x→x−

0

f嘨x嘩 嘽 A嘩

• f 在 x0 的右侧任意近旁有定义嘻 嘨允许 f 在 x0 处没有定义嘩

• 对任意 ε > 嘰嘬 存在 δε > 嘰 使得嘺

x0 < x < x0 嘫 δε, x ∈ Df ⇒ |f嘨x嘩−A| < ε.

【联系】

设 x0 是 f 的定义域 Df 的一个聚点。则

• 噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 A 当且仅当

噾f嘨x嘩 嘽

f嘨x嘩, x 6嘽 x0

A, x 嘽 x0

在 x0 处连续。

嘱



• f 嘨x0嘫嘩 嘽 噬噩噭
x→x+

0

f嘨x嘩 嘽 A 当且仅当

噾f+嘨x嘩 嘽

f嘨x嘩, x > x0,

A, x 嘽 x0

在 x0 处右连续。

• f 嘨x0−嘩 嘽 噬噩噭
x→x−

0

f嘨x嘩 嘽 A 当且仅当

噾f−嘨x嘩 嘽

f嘨x嘩, x < x0

A, x 嘽 x0

在 x0 处左连续。

如果 噾f 在 x0 处连续嘬 而 f 在 x0 处不连续嘬 则称 x0 为 f 的可去间断点。

如果 f 嘨x0嘫嘩 , f 嘨x0−嘩 都存在但不相等嘬 则称 x0 为 f 的跳跃间断点。

可去间断点和跳跃间断点统称为第一类间断点。

如果 x0 是 f 定义域的聚点嘬 但 f 在 x0 处既不连续嘬 也不是第一类间断嘬 则

称 x0 为 f 的第二类间断点。

【连续和极限的运算性质】

• 线性嘺 f, g 都在 x0 处连续 ⇒ λf 嘫 µg 在 x0 处连续。

噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 A, 噬噩噭
x→x0

g嘨x嘩 嘽 B ⇒ 噬噩噭
x→x0

嘨λf嘨x嘩 嘫 µg嘨x嘩嘩 嘽 λA嘫 µB 。

• 乘法嘺 f, g 都在 x0 处连续 ⇒ fg 在 x0 处连续。

噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 A, 噬噩噭
x→x0

g嘨x嘩 嘽 B ⇒ 噬噩噭
x→x0

嘨f嘨x嘩g嘨x嘩嘩 嘽 AB 。

• 除法嘺 f, g 都在 x0 处连续嘬 且 g 嘨x0嘩 6嘽 嘰⇒ f
g 在 x0 处连续。

噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 A, 噬噩噭
x→x0

g嘨x嘩 嘽 B 6嘽 嘰⇒ 噬噩噭
x→x0

f(x)
g(x) 嘽 A

B 。

• 复合 嘨换元嘩嘺 f 在 x0 处连续嘬 g 在 f 嘨x0嘩 处连续 ⇒ g ◦ f 在 x0 处连续。

噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 y0, g 在 y0 处连续 ⇒ 噬噩噭
x→x0

g嘨f嘨x嘩嘩 嘽 g 嘨y0嘩 。

噬噩噭
x→x0

f嘨x嘩 嘽 y0, 噬噩噭
y→y0

g嘨x嘩 嘽 B ⇒ 噬噩噭
x→x0

g嘨f嘨x嘩嘩 嘽 B 。嘨这对吗嘿嘩

例 1. 讨论函数 f嘨x嘩 嘽 x2−3x+2
x2−x 的连续性和间断点。

解. 易见 g嘨x嘩 嘽 x 是连续函数，根据连续函数的四则运算性质知多项式和有理

分式都是连续函数，从而 f嘨x嘩 嘽 x2−3x+2
x2−x 是连续函数，即在定义域 {x ∈ R|x 6嘽

嘰, 嘱}中处处连续。

嘲



x 嘽 嘰 和 x 嘽 嘱不在定义域中，但它们是定义域的聚点。对正整数 n > 嘱，

f

(
嘱

n

)
嘽

1
n2 − 3

n 嘫 嘲
1
n2 − 1

n

嘽
嘱− 嘳n嘫 嘲n2

嘱− n
嘽 −嘲n嘫 嘱 < −n

无下界，所以右极限 噬噩噭
x→0+

f嘨x嘩不存在。因此 x 嘽 嘰是 f 的第二类间断点。

因式分解并化简

f嘨x嘩 嘽
x2 − 嘳x嘫 嘲

x2 − x
嘽

嘨x− 嘱嘩嘨x− 嘲嘩

x嘨x− 嘱嘩
嘽
x− 嘲

x
, ∀x /∈ {嘰, 嘱},

后者在 x 嘽 嘱 处连续。所以 x 嘽 嘱 是 f嘨x嘩 的可去间断点，

噬噩噭
x→1

x2 − 嘳x嘫 嘲

x2 − x
嘽 噬噩噭
x→1

x− 嘲

x
嘽

嘱− 嘲

嘱
嘽 −嘱.

例 2. 设 f1, f2, . . . , fn 是 I 上的连续函数。证明

g嘨x嘩 嘽 噭噡噸 {f1嘨x嘩, f2嘨x嘩, . . . , fn嘨x嘩}

也是 I 上的连续函数。

证法1. 利用运算性质嘮 对 n 做数学归纳法。只需证明 n 嘽 嘲 时结论成立。

噭噡噸 {f1嘨x嘩, f2嘨x嘩} 嘽
f1嘨x嘩 嘫 f2嘨x嘩

嘲
嘫

∣∣∣∣f1嘨x嘩− f2嘨x嘩嘲

∣∣∣∣
因为 |x| 嘽

√
x2是连续函数，所以由上式以及连续性的运算知噭噡噸 {f1嘨x嘩, f2嘨x嘩}

是连续函数的线性组合和复合。

证法2. 记 g嘨x嘩 嘽 噭噡噸{f1嘨x嘩, f2嘨x嘩, . . . , fn嘨x嘩}嘮
用连续性定义嘮 对任意 ε > 嘰嘬 对 k 嘽 嘱, 嘲, . . . , n嘬 存在 δk > 嘰 使得

x ∈ I, |x− x0| < δk ⇒ fk 嘨x0嘩− ε < fk嘨x嘩 < fk 嘨x0嘩 嘫 ε.

取 δ 嘽 噭噩噮 {δ1, δ2, . . . , δn}嘬 则 δ > 嘰，且

x ∈ I, |x− x0| < δ ⇒ fk嘨x嘩 < g嘨x0嘩 嘫 ε, ∀k 嘽 嘱, 嘲, . . . , n.

从而

g嘨x嘩 < g嘨x0嘩 嘫 ε.

由对称性嘬

g嘨x0嘩 < g嘨x嘩 嘫 ε.

所以 g 嘨x0嘩− ε < g嘨x嘩 < g 嘨x0嘩 嘫 ε。

因此 g 在 x0 处连续。

嘳



常见错误：虽然对每个 x，噭噡噸{f1嘨x嘩, f2嘨x嘩}必为 f1嘨x嘩, f2嘨x嘩之一，但不能据

此得到对 x0附近的所有 x，噭噡噸{f1嘨x嘩, f2嘨x嘩}都等于 f1嘨x嘩或都等于 f2嘨x嘩嘮 例

如

f1嘨x嘩 嘽

x 噳噩噮 1
x , x 6嘽 嘰嘻

嘰, x 嘽 嘰.
f2嘨x嘩 嘽

x 噳噩噮
√
2
x , x 6嘽 嘰嘻

嘰, x 嘽 嘰.

例 3. 设 f 在区间 嘨a, b嘩 到区间 嘨α, β嘩 的严格增满射嘬 则 f 是连续函数嘬 f 的反

函数 f−1 也是连续函数。因此指数函数 ax 嘨在 嘨−∞,嘫∞嘩 中嘩 是连续函数嘬 幂

函数 xα 和对数函数 噬噯噧a x 是区间 嘨嘰,嘫∞嘩 中的连续函数。

证明. 任给 x0 ∈ 嘨a, b嘩 。则 f 嘨x0嘩 ∈ 嘨α, β嘩 。

任给 y1 ∈ 嘨α, f嘨x0嘩嘩 以及 y2 ∈ 嘨f嘨x0嘩, β嘩 。

因为 f 是满射嘬 所以存在 x1, x2 ∈ 嘨a, b嘩 使得 f 嘨x1嘩 嘽 y1, f 嘨x2嘩 嘽 y2 。

因为 f 严格增嘬 f 嘨x1嘩 嘽 y1 < f 嘨x0嘩 < y2 嘽 f 嘨x2嘩嘬 所以 x1 < x0 < x2 。

对于任意 x ∈ 嘨x1, x2嘩嘬 都有

y1 嘽 f 嘨x1嘩 < f嘨x嘩 < f 嘨x2嘩 嘽 y2.

所以 f 在 x0 处连续。

f 存在反函数 f−1嘬 且反函数 f−1 是区间 嘨α, β嘩 到 嘨a, b嘩 的严格增满射嘬 所

以 f−1 连续。

注: 如果把上述条件中的严格增改成单调（即还包括严格减、单调不增、单调

不减嘩嘬 则 f 是连续函数。请读者自己给出证明。

例 4. 对任意 α > 嘰嘬 证明 噬噩噭
x→0+

xα 嘽 嘰.

证明. 不妨设 嘰 < x < 嘱 。任取正整数 m 使得 1
m < α 。则 噬噯噧2 x < 噬噯噧2 嘱 嘽 嘰嘬

所以 α 噬噯噧2 x <
1
m 噬噯噧2 x 。因此

xα 嘽 嘲α log2 x < 嘲
1
m log2 x 嘽 x

1
m .

对任意 嘰 < ε < 嘱嘬

x
1
m < ε⇐⇒ x 嘽

(
x

1
m

)m
< εm.

因此当 嘰 < x < εm 时嘬

嘰 < xα < ε.

例 5. 对实数 α嘬 求极限 噬噩噭
x→0

(1+x)α−1
x 。（α为无理数时，难度为★）

解. 嘨嘱嘩 当 α 为正整数 m 时，函数是有理分式，

嘨嘱 嘫 x嘩m − 嘱

x
嘽
mx嘫 C2

mx
2 嘫 · · ·嘫 Cmmx

m

x
嘽 m嘫 C2

mx嘫 · · ·嘫 Cmmx
m−1,

嘴



所以 噬噩噭
x→0

(1+x)m−1
x 嘽 m 。

当 m 嘽 嘰 时嘬 上述结论成立。

当 α 为负整数 −m 时，函数是有理分式，用四则运算

嘨嘱 嘫 x嘩−m − 嘱

x
嘽

嘱− 嘨嘱 嘫 x嘩m

x嘨嘱 嘫 x嘩m
嘽 − 嘱

(1+x)m−1
x

· 嘱

嘨嘱 嘫 x嘩m
,

所以 噬噩噭
x→0

(1+x)−m−1
x 嘽 −m 。

嘨嘲嘩 当 α 为有理数 m
n 时，函数是无理式（根式），用换元

嘨嘱 嘫 x嘩
m
n − 嘱

x

(1+x)
1
n=1+y
嘽

嘨嘱 嘫 y嘩m − 嘱

嘨嘱 嘫 y嘩n − 嘱
嘽

(1+y)m−1
y

(1+y)n−1
y

,

由幂函数的连续性， 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩
1
n 嘽 嘱，从而 x → 嘰时，y 嘽 嘨嘱 嘫 x嘩

1
n − 嘱 → 嘰嘮

所以

噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩
m
n − 嘱

x
嘽 噬噩噭
y→0

(1+y)m−1
y

(1+y)n−1
y

嘽
噬噩噭
y→0

(1+y)m−1
y

噬噩噭
y→0

(1+y)n−1
y

嘽
m

n
.

嘨嘳嘩 对任意实数 α嘬 对任意 ε > 嘰，由于有理数在实数集中稠密，所以可取

有理数 m1

n1
, m2

n2
使得

α− ε < m1

n1
< α <

m2

n2
< α嘫 ε.

因为

α− ε < 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩
mi
ni − 嘱

x
嘽
mi

ni
< α嘫 ε, i 嘽 嘱, 嘲

所以存在 嘰 < δ < 嘱 使得对任意 嘰 < x < δ嘬

α− ε < 嘨嘱 嘫 x嘩
mi
ni − 嘱

x
< α嘫 ε, i 嘽 嘱, 嘲

从而由指数函数单调性和不等式的基本性质

α− ε < 嘨嘱 嘫 x嘩
m1
n1 − 嘱

x
<

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
<

嘨嘱 嘫 x嘩
m2
n2 − 嘱

x
< α嘫 ε. 嘨嘪嘩

所以

噬噩噭
x→0+

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
嘽 α.

类似可证

噬噩噭
x→0−

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
嘽 α.

所以

噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
嘽 α.

嘵



注: 这个结论在传统教课书中是利用指数函数与对数函数的一些重要极限得到

的。这里给出的解法是一个初等做法嘬刚好可以帮助读者熟悉处理极限的一些不

同的常用方法。另外请读者思考在 嘨∗嘩 中是否可以使用极限的夹挤定理。

常见错误：

嘱嘮 有些学生听说过 噌嘧噈噞噯噰噩噴噡噬 法则。所以采用

噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
嘽 噬噩噭
x→0

(
嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

)′
嘨x嘩′

嘽 噬噩噭
x→0

α嘨嘱 嘫 x嘩α−1

嘱
嘽 α.

这里使用了导数公式 嘨xα嘩′ 嘽 αxα−1嘮 殊不知，按导数定义，

嘨xα嘩′ 嘽 噬噩噭
h→0

嘨x嘫 h嘩α − xα

h
嘽
xα

x
噬噩噭
h→0

(
嘱 嘫 h

x

)α − 嘱
h
x

嘽 xα−1 噬噩噭
t→0

嘨嘱 嘫 t嘩α − 嘱

t
.

这回到了最初要求的极限。这是循环论证，是逻辑错误。因为蕴涵关系 p ⇒ p

总是真的，但我们无从知晓 p是否为真。

嘲嘮 有的同学在 α两侧任取有理数 r, s，然后由单调性知 x > 嘰时，

嘨嘱 嘫 x嘩r − 嘱

x
<

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
<

嘨嘱 嘫 x嘩s − 嘱

x
, 嘨嘪嘪嘩

然后让 x→ 嘰，由极限保序性得到

r 嘽 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩r − 嘱

x
≤ 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
≤ 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩s − 嘱

x
嘽 s,

然后再由 r, s任意性得到

噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
嘽 α.

这里的错误在于他默认了极限 噬噩噭
x→0

(1+x)α−1
x 的存在性，而这是需要证明的。

有的同学补充说这是用了夹挤定理。但事实上，嘨嘪嘪嘩两端函数并没有相等

的极限，因此不满足夹挤定理的条件。

由嘨嘪嘪嘩以及其两端函数有极限，我们知道 (1+x)α−1
x 在 x → 嘰时有界，从而

有上极限和下极限，并且由嘨嘪嘪嘩可得

r 嘽 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩r − 嘱

x
≤ 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x

≤ 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
≤ 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩s − 嘱

x
嘽 s,

这是再由 r, s的任意性得到

α ≤ 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
≤ 噬噩噭
x→0

嘨嘱 嘫 x嘩α − 嘱

x
≤ α.

从而 噬噩噭
x→0

(1+x)α−1
x 存在且等于 α嘮

本课程不要求学生了解上、下极限的概念和性质。

嘶



二、三角函数

本节内容仅供学生自学阅读。

【三角函数的基本性质】

噳噩噮, 噣噯噳 由以下性质唯一确定

嘱嘮 噣噯噳, 噳噩噮 定义域为 嘨−∞,嘫∞嘩嘻

嘲嘮 噣噯噳 嘰 嘽 噳噩噮 π
2 嘽 嘱, 噣噯噳π 嘽 −嘱嘻

嘳嘮 对任意 x, y ∈ R嘬

噣噯噳嘨y − x嘩 嘽 噣噯噳x 噣噯噳 y 嘫 噳噩噮x 噳噩噮 y.

嘴嘮 对任意 嘰 < x < π
2 嘬

嘰 < 噣噯噳x <
噳噩噮x

x
<

嘱

噣噯噳x
.

【由上述基本性质推导 噳噩噮, 噣噯噳 的其他性质】

在嘨嘳嘩中取 x 嘽 y嘬 并利用嘨嘲嘩嘬 得到

嘱 嘽 噣噯噳2 x嘫 噳噩噮2 x. 嘨嘵嘩

由嘨嘵嘩并结合嘨嘲嘩嘬 得到

噳噩噮 嘰 嘽 噣噯噳
π

嘲
嘽 噳噩噮π 嘽 嘰. 嘨嘶嘩

由嘨嘶嘩并结合 嘨嘳嘩嘬 得到 噣噯噳 是偶函数 嘨取 y 嘽 嘰 嘩嘬 嘨嘷嘩

以及 噣噯噳
(
π
2 − x

)
嘽 噳噩噮x 嘨取 y 嘽 π

2 嘩嘬 并且 噣噯噳x 嘽 噳噩噮
(
π
2 − x

)
。 嘨嘸嘩

嘨嘳嘩中取 y 嘽 π 并结合 嘨嘲, 嘶嘩嘬 得到 噣噯噳嘨π − x嘩 嘽 − 噣噯噳x 。 嘨嘹嘩

由嘨嘹嘩知 噣噯噳 是 嘲π 周期函数嘬 再结合嘨嘸嘩知 噳噩噮 是 嘲π 周期函数。 嘨嘱嘰嘩

由 嘨嘸, 嘹嘩 可知 噳噩噮 是奇函数。 嘨嘱嘱嘩

由 嘨嘳, 嘸嘩 可知

噳噩噮嘨x嘫 y嘩 嘽 噳噩噮x 噣噯噳 y 嘫 噣噯噳x 噳噩噮 y. 嘨嘱嘲嘩

由 嘨嘷, 嘱嘱, 嘳, 嘱嘲嘩 可得

噳噩噮嘨x− y嘩 嘽 噳噩噮x 噣噯噳 y − 噣噯噳x 噳噩噮 y 嘨嘱嘳嘩

噣噯噳嘨x嘫 y嘩 嘽 噣噯噳x 噣噯噳 y − 噳噩噮x 噳噩噮 y 嘨嘱嘴嘩

并且

噳噩噮u− 噳噩噮 v 嘽 嘲 噳噩噮
u− v
嘲

噣噯噳
u嘫 v

嘲
, 嘨嘱嘵嘩

噣噯噳u− 噣噯噳 v 嘽 −嘲 噳噩噮 u− v
嘲

噳噩噮
u嘫 v

嘲
. 嘨嘱嘶嘩

嘷



若 −π2 ≤ v < u ≤ π
2 嘬 则

嘰 <
u− v
嘲
≤ π

嘲
, −π

嘲
<
u嘫 v

嘲
<
π

嘲
,

因为 噣噯噳 在
[
嘰, π2

)
上为正嘬 又 噣噯噳 为偶函数嘬 所以

噣噯噳
u嘫 v

嘲
> 嘰.

因为 噳噩噮 在
(
嘰, π2

]
上为正嘬 所以

噳噩噮
u− v
嘲

> 嘰.

所以 噳噩噮u > 噳噩噮 v嘬 故 噳噩噮 在
[
−π2 ,

π
2

]
上严格增。 嘨嘱嘷嘩

类似可证 噣噯噳 在 噛嘰, π噝 上严格增。 嘨嘱嘸嘩

由 嘨嘱嘲, 嘱嘴, 嘲, 嘴嘩 可得 噣噯噳 π3 嘽 1
2 。

当 嘰 < x < π
3 时嘬 由嘨嘴嘩知

嘰 < 噳噩噮x <
x

噣噯噳x
<

x

噣噯噳 π3
嘽 嘲x,

再由 噳噩噮 是奇函数嘬 得到嘺 对任意 |x| < π
3 , | 噳噩噮x| ≤ 嘲|x| 。所以 噳噩噮 在 x 嘽 嘰 连

续。 嘨嘱嘹嘩

由嘨嘱嘵嘩知 噳噩噮 是连续函数。并由嘨嘱嘶嘩知 噣噯噳 是连续函数。 嘨嘲嘰嘩

再由嘨嘴嘩和嘨嘲嘰嘩知嘬 噬噩噭
x→0

sin x
x 嘽 嘱 。 嘨嘲嘱嘩

由嘨嘲嘱嘩知

噬噩噭
x→0

嘱− 噣噯噳x

x2
嘽 噬噩噭
x→0

嘲 噳噩噮2 x2

嘴
(
x
2

)2 嘽
嘱

嘲
. 嘨嘲嘲嘩

三、函数在无穷远处的极限、数列极限

【定义】

• 噬噩噭
x→+∞

f嘨x嘩 嘽 A

(
噬噩噭

n→+∞
an

)
嘺

对任意 ε > 嘰嘬 存在 N 使得

x ∈ Df ∩ 噛N,嘫∞嘩⇒ |f嘨x嘩−A| < ε.

数列极限是这种极限的特殊情况嘬 f嘨n嘩 嘽 an 是数列的通项公式。

• 噬噩噭
x→−∞

f嘨x嘩 嘽 A 嘺 对任意 ε > 嘰嘬 存在 N 使得

x ∈ Df ∩ 嘨−∞, N 噝⇒ |f嘨x嘩−A| < ε.

• 噬噩噭
x→∞

f嘨x嘩 嘽 A 嘺 对任意 ε > 嘰嘬 存在 N 使得

嘸



x ∈ Df , |x| > N ⇒ |f嘨x嘩−A| < ε.

【联系】

• 噬噩噭
x→+∞

f嘨x嘩 嘽 A ⇐⇒ 噬噩噭
y→0+

f
(

1
y

)
嘽 A 。对 噬噩噭

x→−∞
f嘨x嘩, 噬噩噭

x→∞
f嘨x嘩 有类似

结论。

• 噬噩噭
x→∞

f嘨x嘩 嘽 A⇐⇒ 噬噩噭
x→+∞

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→−∞

f嘨x嘩 嘽 A 。

【相关概念】

• y 嘽 kx嘫 b 是 x→ ±∞嘨∞嘩 时 y 嘽 f嘨x嘩 的渐近线嘺

噬噩噭
x→±∞(∞)

嘨f嘨x嘩− 嘨kx嘫 b嘩嘩 嘽 嘰.

• 以上极限等价于

k 嘽 噬噩噭
x→±∞(∞)

f嘨x嘩

x
, b 嘽 噬噩噭

x→±∞(∞)
嘨f嘨x嘩− kx嘩.

【极限的性质: 与不等式的联系】

• 保序。设 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 A 和 噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽 B 都存在。

– 若在 a 附近总有 f嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩嘬 则 A ≤ B嘻

– 若 A < B嘬 则在 a 附近总有 f嘨x嘩 < g嘨x嘩 。注嘺 这条性质比上一条更

重要。

• 夹挤定理。设 噬噩噭
x→a

f嘨x嘩 嘽 噬噩噭
x→a

g嘨x嘩 嘽 A 存在。若在 a 附近总有 f嘨x嘩 ≤
h嘨x嘩 ≤ g嘨x嘩嘬 则 噬噩噭

x→a
h嘨x嘩 存在嘬 且 噬噩噭

x→a
h嘨x嘩 嘽 A 。

例 6. 设 an > 嘰满足， 噬噩噭
n→+∞

an+1

an
嘽 A ∈ 噛嘰,嘫∞噝。证明 噬噩噭

n→+∞
n
√
an 嘽 A嘮

证明. 任取 A1 < A3 < A < A4 < A2嘮 （注：当 A 嘽 嘰时，只需取 A4, A2；当

A 嘽 嘫∞时，只需取A1, A3嘮）则存在正整数 N 使得 ∀n ≥ N，A3 <
an+1

an
< A4嘮

由 噂噥噲噮噯噵噬噬噩不等式，当

n > 噭噡噸

N,
aN
AN4

A2

A4
− 嘱

,

AN3
aN

A3

A1
− 嘱


时， (

A2

A4

)n
> n

(
A2

A4
− 嘱

)
>
aN
AN4

,

(
A3

A1

)n
> n

(
A3

A1
− 嘱

)
>
AN3
aN

,

于是

An1 < An−N3 aN ≤ an 嘽
an
an−1

· · · aN+1

aN
aN ≤ An−N4 aN < An2 ,

从而

A1 < n
√
an < A2.

所以 噬噩噭
n→+∞

n
√
an 嘽 A嘮

嘹



注. 为了得到结论 A1 < n
√
an < A2，我们使用了更强的条件 A3 <

an+1

an
< A4嘮

这个手法我们还会用到，值得体会学习。

用上述结论可以用于以下练习。

嘱嘮 设 a > 嘰嘮 求 噬噩噭
n→+∞

n
√
a嘮

嘲嘮 设 an > 嘰且 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A嘮 求 噬噩噭
n→+∞

n
√
a1a2 · · · an嘮

嘳嘮 求 噬噩噭
n→+∞

1
n√
n!
嘮

嘴嘮 求 噬噩噭
n→+∞

n

√
1
2 ·

3
4 · · · · ·

2n−1
2n 嘮

例 7. 设 a > 嘱 。则 噬噩噭
x→+∞

x
ax 嘽 嘰, 噬噩噭

x→+∞
loga x
x 嘽 嘰 。

证明. 嘨嘱嘩 先考虑数列极限 噬噩噭
n→+∞

n
an 。

首先，当 n > 1
a−1 时，

嘰 <
un+1

un
嘽
n嘫 嘱

an
< 嘱,

数列 un 嘽 n
an
最终成为单调减数列，

由 噂噥噲噮噯噵噬噬噩不等式，an > n嘨a − 嘱嘩，所以对任意 ε > 嘰，当 n > 2
ε(a−1)2

时，

嘰 <
嘲n

a2n
<

嘲n

n2嘨a− 嘱嘩2
嘽

嘲/嘨a− 嘱嘩2

n
< ε.

因此当 n > 4
ε(a−1)2 嘫 1

a−1 时，嘰 < un < ε，所以， 噬噩噭
n→+∞

n
an 嘽 嘰 。

嘨嘲嘩 因此对任意 ε > 嘰嘬 存在 N 使得对任意正整数 n ≥ N 嘬 都有

n

an
< ε.

对 x > N 嘬 取 n 嘽 bxc嘬 则 N ≤ n ≤ x < n嘫 嘱嘬

an ≤ ax < an+1,

嘰 <
x

ax
<
n嘫 嘱

an
≤ 嘲n

an
< 嘲ε.

所以 噬噩噭
x→+∞

x
ax 嘽 嘰 。

嘨嘳嘩 当 x > aN 时嘬 y 嘽 噬噯噧a x > N 嘬 所以

嘰 <
噬噯噧a x

x
嘽

y

ay
< 嘲ε,

所以 噬噩噭
x→+∞

loga x
x 嘽 嘰 。

例 8. 求 噬噩噭
n→+∞

n
√
n 。

嘱嘰



解法1. 对任意 嘰 < ε < 嘱，存在正整数 N > 1
ε2 嘮 对任意正整数 n ≥ N，用

噂噥噲噮噯噵噬噬噩 不等式得到

嘨嘱 嘫 ε嘩2n 嘽 嘨嘨嘱 嘫 ε嘩n嘩
2
> 嘨nε嘩2 > n.

所以

嘱 ≤ n
√
n < 嘨嘱 嘫 ε嘩2 嘽 嘱 嘫 嘲ε嘫 ε2 < 嘱 嘫 嘳ε,

所以

噬噩噭
n→+∞

n
√
n 嘽 嘱.

解法2. 噬噯噧2
n
√
n 嘽 log2 n

n 嘬 由

噬噩噭
x→+∞

噬噯噧2 x

x
嘽 嘰

知

噬噩噭
n→+∞

噬噯噧2 n

n
嘽 嘰.

所以

噬噩噭
n→+∞

n
√
n 嘽 噬噩噭

n→+∞
嘲

1
n log2 n 嘽 嘲0 嘽 嘱.

解法3. 对数列 an 嘽 n用例 嘶 的结论。

噬噩噭
n→+∞

n嘫 嘱

n
嘽 嘱,

因此 噬噩噭
n→+∞

n
√
n 嘽 嘱嘮

例 9. 求

噬噩噭
x→+∞

(√
x2 嘫 嘲x− 3

√
x3 − x2

)
解. 分离出主项

√
x2 嘫 嘲x− 3

√
x3 − x2 嘽 x

√
嘱 嘫

嘲

x
− x 3

√
嘱− 嘱

x

y=1/x
嘽

√
嘱 嘫 嘲y − 3

√
嘱− y

y

噬噩噭
y→0

√
嘱 嘫 嘲y − 3

√
嘱− y

y
嘽 噬噩噭
y→0

√
嘱 嘫 嘲y − 嘱

y
− 噬噩噭
y→0

3
√
嘱− y − 嘱

y

嘽 嘲 噬噩噭
y→0

√
嘱 嘫 u− 嘱

u
嘫 噬噩噭
y→0

3
√
嘱 嘫 v − 嘱

v
嘽 嘱 嘫

嘱

嘳
嘽

嘴

嘳
.

例 10. 求 y 嘽 2x2−3x+2
x+1 在 x→ ±∞ 时的渐近线。

嘱嘱



解.
y

x
嘽

嘲x2 − 嘳x嘫 嘲

x2 嘫 x
嘽

嘲− 3
x 嘫 2

x2

嘱 嘫 1
x

→ 嘲

嘱
嘽 嘲, x→ ±∞,

y − 嘲x 嘽
−嘵x嘫 嘲

x嘫 嘱
嘽
−嘵 嘫 2

x

嘱 嘫 1
x

→ −嘵, x→ ±∞.

所以渐近线为 y 嘽 嘲x− 嘵 。

例 11. 求 y 嘽
√
x2 − x嘫 嘱 在 x→ ±∞ 时的渐近线。

证明.

y

x
嘽

√
x2 − x嘫 嘱

x
嘽 ±

√
嘱− 嘱

|x|
嘫

嘱

x2
→ ±嘱, x→ ±∞,

y − x 嘽
√
x2 − x嘫 嘱− x 嘽

√
嘱− 1

x 嘫 1
x2 − 嘱

1
x

→ −嘱

嘲
, x→ 嘫∞.

所以 y 嘽 x− 1
2 是 x→ 嘫∞ 时的渐近线。

同理可证嘬 y 嘽 −x嘫 1
2 是 x→ −∞ 时的渐近线。

例 12. 嘨★★嘩 设数列 {an} 满足

am+n ≤ am 嘫 an, ∀m,n ≥ 嘱,

且存在 α 使得对任意 n 都有 an ≥ αn 。证明 噬噩噭
n→+∞

an
n 嘽 噩噮噦

n≥1
an
n 。

证明. 记 β 嘽 噩噮噦
n≥1

an
n 。对任意 嘰 < ε < 嘱，因为 β 嘫 ε不是 an

n 的下界，所以存

在正整数 M 使得 aM
M < β 嘫 ε嘮

对任意正整数 n > |a1|+···+|aM |
ε 嘫 嘲M 嘬 取 k 嘽

⌊
n
M

⌋
− 嘱, r 嘽 n − kM，则

k > |a1|+···+|aM |
Mε ，r ∈ {嘱, 嘲, . . . ,M}，于是

β ≤ an
n

嘽
akM+r

kM 嘫 r
≤ kaM 嘫 ar

kM
≤ aM

M
嘫
|a1|嘫 · · ·嘫 |aM |

kM
< β 嘫 嘲ε.

所以 噬噩噭
n→+∞

an
n 嘽 β 。

四、涉及平均值的极限, Stolz定理

例 13. 设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A ∈ R ∪ {±∞} 。证明

噬噩噭
n→+∞

a1 嘫 a2 嘫 · · ·嘫 an
n

嘽 A.

证明. 任取 A1 < A3 < A < A4 < A2 。则存在正整数 N 使得对任意 n ≥ N 嘬

A3 < an < A4.

嘱嘲



于是

a1 嘫 a2 嘫 . . .嘫 aN 嘫 嘨n−N嘩A3

n
<
a1 嘫 a2 嘫 . . .嘫 aN 嘫 aN+1 嘫 · · ·嘫 an

n

<
a1 嘫 a2 嘫 . . .嘫 aN 嘫 嘨n−N嘩A4

n
.

因为

噬噩噭
n→+∞

a1 嘫 a2 嘫 . . .嘫 aN 嘫 嘨n−N嘩A3

n
嘽 A3 > A1,

噬噩噭
n→+∞

a1 嘫 a2 嘫 . . .嘫 aN 嘫 嘨n−N嘩A4

n
嘽 A4 < A2,

所以存在 N1 > N 使得对任意 n ≥ N1嘬

a1 嘫 a2 嘫 . . .嘫 aN 嘫 嘨n−N嘩A3

n
,

a1 嘫 a2 嘫 . . .嘫 aN 嘫 嘨n−N嘩A4

n
< A2,

所以

A1 <
a1 嘫 a2 嘫 · · ·嘫 an

n
< A2.

因此

噬噩噭
n→+∞

a1 嘫 a2 嘫 · · ·嘫 an
n

嘽 A.

用类似办法可以证明以下更一般的结论。

例 14. 嘨★嘩设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A, bij ≥ 嘰 满足

bn1 嘫 bn2 嘫 · · ·嘫 bnn 嘽 嘱,

且对任意 N，

噬噩噭
n→+∞

嘨bn1 嘫 bn2 嘫 · · ·嘫 bnN 嘩 嘽 嘰.

证明

噬噩噭
n→+∞

嘨bn1a1 嘫 bn2a2 嘫 · · ·嘫 bnnan嘩 嘽 A.

注：上述正数 bn1, bn2, . . . , bnn可以视为对 a1, a2, . . . , an 做平均的权重。

以下习题留作练习。

嘱嘮 嘨★嘩 设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A嘮 求 噬噩噭
n→+∞

1
2n

n∑
k=0

Cknak.

提示：考虑 bnk 嘽
Ckn
2n 嘮 对任意K，

K∑
k=0

Ckn 是关于 n的一个K 次多项式。

嘲嘮 嘨★嘩 设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A嘮 求

噬噩噭
n→+∞

a1 嘫 嘲a2 嘫 · · ·嘫 nan
n2

.

提示：考虑

噬噩噭
n→+∞

a1 嘫 嘲a2 嘫 · · ·嘫 nan
嘱 嘫 嘲 嘫 · · ·嘫 n

.

嘱嘳



嘳嘮 嘨★嘩 设 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A， 噬噩噭
n→+∞n

bn 嘽 B嘮 求

噬噩噭
n→+∞

a1bn 嘫 a2bn−1 嘫 · · ·嘫 anb1
n

.

提示：不妨设所有 bn > 嘰且 B > 嘰嘮 考虑

噬噩噭
n→+∞

a1bn 嘫 a2bn−1 嘫 · · ·嘫 anb1
b1 嘫 b2 嘫 · · ·嘫 bn

.

例 15 嘨Stolz). 嘨★嘩设 {xn}严格增无上界嘬 噬噩噭
n→+∞

yn−yn−1

xn−xn−1
嘽 A。证明 噬噩噭

n→+∞
yn
xn

嘽

A 。

证明. 记 x0 嘽 嘰, y0 嘽 嘰 。取 an 嘽 yn−yn−1

xn−xn−1
, bin 嘽 xi−xi−1

xn
。则由上题结论知

噬噩噭
n→+∞

yn
xn

嘽 噬噩噭
n→+∞

嘨b1na1 嘫 bn2a2 嘫 · · ·嘫 bnnan嘩 嘽 噬噩噭
n→+∞

an 嘽 A.

噓噴噯噬噺 定理的另一证明来自于以下图形的启示。从以下图示中不难理解，

{xn}单调无上界的条件是不可或缺的。

图 嘱嘺 噓噴噯噬噺定理的图解

以下习题作为练习。

嘱嘮 嘨★嘩 设 α > −嘱 。求 噬噩噭
n→+∞

1α+2α+···+nα
nα+1 嘮

嘲嘮 嘨★嘩 求 噬噩噭
n→+∞

1−1+2−1+···+n−1

lnn 嘮

嘱嘴


