
习题讨论课01答案：不等式、确界、幂指对函数

★号（越）多表示题目（越）难

一、不等式

微积分的核心思想是通过近似和逼近来解决问题，所以不等式是重要的工

具。不等式的来源：

• 不等式的基本性质：传递 謨x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z謩謬 运算性质 謨x ≤ y ⇒
x 謫 z ≤ y 謫 z謻x ≤ y, z > 謰 ⇒ xz ≤ yz謩 。以及基本性质的推论，比如

∀x ∈ R, x2 ≥ 謰 。

• 函数的单调性：x1 < x2 ⇒ f 謨x1謩 ≤ f 謨x2謩 。比如对正整数 n, xn 在区间

謨謰,謫∞謩 是严格增函数 x−n 在区间 謨謰,謫∞謩 是严格减函数。

• 函数的最大值与最小值。

• 一些常见不等式。

例 1. (Cauchy-Schwarz不等式)謮 证明对任意实数 a1, . . . , an, b1, . . . , bn謬

謨a1b1 謫 · · ·謫 anbn謩
2 ≤

(
a21 謫 · · ·謫 a2n

) (
b21 謫 · · ·謫 b2n

)
.

等式成立当且仅当存在实数 λ 使得

ak 謽 λbk, ∀謱 ≤ k ≤ n, 或者 bk 謽 λak, ∀謱 ≤ k ≤ n.

事实上，成立等式(
a21 謫 · · ·謫 a2n

) (
b21 謫 · · ·謫 b2n

)
− 謨a1b1 謫 · · ·謫 anbn謩

2
謽

∑
1≤i<j≤n

謨aibj − ajbi謩2 .

其几何意义是 Rn 中由向量 a 謽 謨a1, a2, . . . , an謩
T
和 b 謽 謨b1, b2, . . . , bn謩

T
所形

成的平行四边形的面积与它在各 謲 维坐标平面中的投影平行四边形面积之间的

关系。

证法1. 构造函数

L謨t謩 謽 謨a1 − tb1謩2 謫 · · ·謫 謨an − tbn謩2 .

则

L謨t謩 謽
(
a21 謫 · · ·謫 a2n

)
− 謲t 謨a1b1 謫 · · ·謫 anbn謩 謫 t2

(
b21 謫 · · ·謫 b2n

)
.

若 b21 謫 · · · 謫 b2n 謽 謰謬 则由 L謨t謩 ≥ 謰謨∀t謩 知 a1b1 謫 · · · 謫 anbn 謽 謰 。此时

譃譡譵譣譨譹譓譣譨護譡譲譺不等式为等式。而且 b1 謽 · · · 謽 bn 謽 謰謬 所以 bk 謽 謰ak謨∀k謩 。

謱



若 b21 謫 · · ·謫 b2n 6謽 謰謬 则

L謨t謩 謽
(
b21 謫 · · ·謫 b2n

)(
t− a1b1 謫 · · ·謫 anbn

b21 謫 · · ·謫 b2n

)2

謫
(
a21 謫 · · ·謫 a2n

)
− 謨a1b1 謫 · · ·謫 anbn謩

2

b21 謫 · · ·謫 b2n
.

于是

L

(
a1b1 謫 · · ·謫 anbn
b21 謫 · · ·謫 b2n

)
謽
(
a21 謫 · · ·謫 a2n

)
− 謨a1b1 謫 · · ·謫 anbn謩

2

b21 謫 · · ·謫 b2n
≥ 謰.

因此 譃譡譵譣譨譹謭譓譣譨護譡譲譺 不等式成立。等号成立当且仅当

ak 謽
a1b1 謫 · · ·謫 anbn
b21 謫 · · ·謫 b2n

bk, ∀k.

证法2.(
n∑
i=1

a2i

) n∑
j=1

b2j

−( n∑
k=1

akbk

)2

謽

n∑
i,j=1

(
a2i b

2
j − aibiajbj

)
謽

∑
1≤i<j≤n

(
a2i b

2
j 謫 a2jb

2
i − 謲aibiajbj

)
謽

∑
1≤i<j≤n

∣∣∣∣∣ ai bi

aj bj

∣∣∣∣∣
2

≥ 謰.

等号成立当且仅当

ai 謺 bi 謽 aj 謺 bj , ∀謱 ≤ i < j ≤ n.

注：譃譡譵譣譨譹謭譓譣譨護譡譲譺不等式是一类普遍成立的不等式，它反映了空间的内积构

造，具有特殊的几何意义。

例 2. (Bernoulli不等式). 设x1, . . . , xn > −謱謬且xixj ≥ 謰謨∀i, j ∈ {謱, 謲, . . . , n}謩。
证明

謨謱 謫 x1謩 · · · 謨謱 謫 xn謩 ≥ 謱 謫 謨x1 謫 · · ·謫 xn謩 ,

其中等号成立当且仅当 n 謽 謱 或者 x1, . . . , xn 中至多有一个非零。

经典的 譂譥譲譮譯譵譬譬譩不等式：

謨謱 謫 x謩n ≥ 謱 謫 nx, ∀n ∈ N,∀x > −謱.

謲



证明. 用数学归纳法。

n 謽 謱 时等式成立。

假设 n 时结论成立。则

謨謱 謫 x1謩 · · · 謨謱 謫 xn謩 謨謱 謫 xn+1謩 ≥ 譛謱 謫 謨x1 謫 · · ·謫 xn謩譝 謨謱 謫 xn+1謩

謽 謱 謫 謨x1 謫 · · ·謫 xn+1謩 謫 謨x1 謫 · · ·謫 xn謩xn+1

≥ 謱 謫 謨x1 謫 · · ·謫 xn+1謩

等号成立当且仅当 x1, . . . , xn 中至多有一个非零 且 謨x1 謫 · · ·謫 xn謩xn+1 謽 謰 。

若 x1, . . . , xn 不全为零 因 xixj ≥ 謰謬 所以 x1謫 · · ·謫xn 6謽 謰謬 从而 xn+1 謽 謰 。因

此等号成立当且仅当 x1, . . . , xn+1 中至多有一个非零。

注：譂譥譲譮譯譵譬譬譩 不等式是本次习题课中最重要的不等式，可以把乘方运算降级为

乘法运算。

例 3. 利用 譂譥譲譮譯譵譬譬譩 不等式证明对任何正整数 n 以及任何正数 a, b謬 都有

abn ≤
(
a謫 nb

n謫 謱

)n+1

,

且等号成立当且仅当 a 謽 b 。并利用这个不等式证明对任何正整数 n謬 都有(
謱 謫

謱

n

)n
<

(
謱 謫

謱

n謫 謱

)n+1

<

(
謱 謫

謱

n謫 謱

)n+2

<

(
謱 謫

謱

n

)n+1

.

证明. (
a謫 nb

n謫 謱

)n+1

謽 bn+1

(
謱 謫

a
b − 謱

n謫 謱

)n+1

≥ bn+1
(
謱 謫

a

b
− 謱
)
謽 abn.

取 a 謽 謱, b 謽 謱 謫 1
n 謬 则(

謱 謫 謨n謫 謱謩

n謫 謱

)n+1

> abn 謽

(
謱 謫

謱

n

)n
.

取 a 謽 謱, b 謽 謱− 1
n+1 謬 则(

n謫 謱

n謫 謲

)n+2

謽

(
a謫 謨n謫 謱謩b

n謫 謲

)n+2

> abn+1 謽

(
n

n謫 謱

)n+1

.

例 4. (算术几何平均值不等式) 利用例 謳中不等式证明：对任意正整数 n 和非

负数 x1, x2, . . . , xn謬 都成立

x1x2 · · ·xn ≤
(
x1 謫 x2 謫 · · ·謫 xn

n

)n
.

其中等号成立当且仅当 x1 謽 x2 謽 · · · 謽 xn 。

謳



证明. 用数学归纳法。当 n 謽 謱 时结论成立。

假设 n 时结论成立。记 An 謽 x1+x2+···+xn

n 謬 则

An+1
n+1 謽

(
xn+1 謫 nAn

n謫 謱

)n+1

≥ xn+1A
n
n ≥ x1 · · ·xnxn+1.

等号成立当且仅当 xn+1 謽 An, x1 謽 · · · 謽 xn謬 即 x1 謽 · · · 謽 xn 謽 xn+1 。

注：平均值不等式有多种证明方法，上述证明可能是最简单的一种。而且它避

免了开方运算。

例 5. (广义的算术几何平均值不等式) 证明对任何非负数 x1, x2, . . . , xn 和任何

正整数 p1, p2, . . . , pn 都成立

xp11 x
p2
2 · · · · · ·xpnn ≤

(
p1x1 謫 p2x2 謫 · · ·謫 pnxn

p1 謫 p2 謫 · · ·謫 pn

)p1+p2+···+pn
.

其中等号成立当且仅当 x1 謽 x2 謽 · · · 謽 xn 。

证明. 记

y1 謽 · · · 謽 yp1 謽 x1,

yp1+1 謽 · · · 謽 yp1+p2 謽 x2,

謮謮謮

yp1+···+pn−1+1 謽 · · · 謽 yp1+···+pn 謽 xn.

然后使用最简单的算术几何平均不等式。

二、确界

上确界：µ 謽 譳譵議A

• µ 是 A 的上界：x ∈ A⇒ x ≤ µ謻

• µ 是 A 的最小上界：

µ1 是 A 的上界 ⇒ µ1 ≥ µ,

或等价的，

∀µ1 < µ, µ1 不是 A 的上界謬 即存在 x ∈ A 使得 x > µ1謮

类似地，定义下确界。

确界公理：任何非空有上（下）界的实数子集必有上（下）确界。

例 6. (阿基米德性质)謮 证明对任意正数 ε謬 存在正整数 n 使得 1
n < ε < n 。

謴



证明. 记

A 謽

{
n ∈ N∗ | n ≤ 謱 謫 ε謫

謱

ε

}
.

则 謱 ∈ A，且 謱謫 ε謫 1
ε 是A的上界。所以由实数的确界性质知A有上确界 n0。

n0−謱不是A的上界，所以存在m ∈ A使得m > n0−謱。于是m謫謱 6∈ A，
从而m謫 謱 > 謱 謫 ε謫 1

ε，即m > ε謫 1
ε。从而

1
m < 1

ε+ 1
ε

< ε。

注：由上述证明知：对任意正数 a > 謱謬存在正整数m使得m ≤ a謬但m謫謱 > a。

易见这样的正整数m 是唯一的，记m 謽 bac謬 称为 a 的整数部分。

例 7. 设 a > 謱, ε > 謰。证明存在正整数m 使得 a−m < ε < am。

证明. （尽量避免取对数） 存在正整数 m 使得 m > ε
a−1 謫 1

(a−1)ε 。所以由

譂譥譲譮譯譵譬譬譩 不等式，

am 謽 謨謱 謫 謨a− 謱謩謩m ≥ 謱 謫m謨a− 謱謩 > m謨a− 謱謩 > ε謫
謱

ε
,

所以

a−m 謽
謱

am
<

謱

ε謫 1
ε

<
謱
1
ε

謽 ε < am.

例 8. 证明：实数 α是实数子集 A的上确界当且仅当

• 任何比 α小的有理数都不是 A的上界；

• 任何比 α大的有理数都是 A的上界。

证明. （必要性）设 α 謽 譳譵議A 。任给有理数 x, y 满足 x < α < y 。因为 α 是

A 的最小上界 所以 x 不是 A 的上界。

对任意 a ∈ A謬 都有 a ≤ α < y謬 所以 y 是 A 的上界。

謨充分性謩 设 α 满足：任何比 α 小的有理数都不是 A 的上界；且任何比 α

大的有理数都是 A 的上界。

假设 α不是 A的上确界。则要么 謨謱謩 α不是 A 的上界，要么 謨謲謩 α是 A 的

上界，但不是 A 的最小上界。

对情形 謨謱謩謬 存在 a ∈ A 使得 a > α 。由于有理数在实数集中稠密，从而存

在有理数 r满足 α < r < a，因此 r是 A 的上界。但 a > r且 a ∈ A。矛盾。
对情形 謨謲謩謬 存在 A的上界 b满足 b < α。由于有理数在实数集中稠密，存

在有理数 r ∈ 謨b, α謩。由 r > b知 r是 A的上界，但这与“任何比 α 小的有理数

都不是 A 的上界”矛盾。

因此 α 是 A 的上确界。

謵



例 9. （★）设 A,B 是非空有上界的实数子集，且存在 a0, b0 > 謰 满足 a0 ∈
A, b0 ∈ B。记

AB 謽 {c ∈ R | 存在 a, b > 謰 使得 a ∈ A, b ∈ B, c ≤ ab}謮

证明 AB 非空有上界，且 譳譵議謨AB謩 謽 譳譵議A · 譳譵議B 。

证明. 记 α 謽 譳譵議A, β 謽 譳譵議B 。

易见 a0b0 ∈ AB，所以 AB 非空。

对任意 c ∈ AB謬取 a ∈ A, b ∈ B使得 a, b > 謰且 c ≤ ab。从而 c ≤ ab ≤ αβ。
因此 αβ 是 AB 的上界。

下证 αβ 是 AB 的上确界。这只需证明对任意 ε > 謰，αβ− ε不是 AB的上

界。

由于 α
(
謱− ε

2αβ+ε

)
不是 A 的上界，从而存在 a1 ∈ A 使得

謰 < α

(
謱− ε

謲αβ 謫 ε

)
< a1 ≤ α.

同理存在 b1 ∈ B 使得

謰 < β

(
謱− ε

謲αβ 謫 ε

)
< b1 ≤ β.

于是

因此 a1b1 ∈ AB，且

αβ

(
謱− ε

謲αβ 謫 ε

)2

< a1b1 ≤ αβ.

于是

譳譵議謨AB謩 ≥ αβ
(
謱− ε

謲αβ 謫 ε

)2

≥ αβ
(
謱− 謲ε

謲αβ 謫 ε

)
> αβ − ε.

所以 譳譵議謨AB謩 謽 αβ 。

注：这本质上是用 譄譥譤譥譫譩譮譤分割作为实数时，定义两个正实数乘积的办法。

三、关于乘方、开方、幂指对函数

虽然我们在中学学习了开方和幂指对函数，但它们不是用算术运算（有限

次加减乘除）得到的，它们的很多性质需要用到实数的本质性质（确界公理）。

例 10. （★）(从乘方到开方)设 n是正整数。证明函数 f 謺 R+ → R+，x 7→ xn

是严格增满射。

证明. 单调性可以对 n作数学归纳证明。下证 f 是满射，即对任意 y > 謰，存在

x > 謰使得 xn 謽 y。

记 A 謽 {z ∈ R+|zn < y}。

謶



由阿基米德性质，存在正整数 N > y 謫 1
y，于是

Nn ≥ N > y >
謱

N
≥
(

謱

N

)n
,

所以 1
N ∈ A。由 xn的单调性以及 Nn > y知，N 是 A的上界。

从而 A非空且有上界，因此有上确界，记 x 謽 譳譵議A。则 x ≥ 1
N > 謰。下

证 xn 謽 y。

若 xn > y，则当正整数m > n
1− y

xn
时，由 譂譥譲譮譯譵譬譬譩不等式知，[

x

(
謱− 謱

m

)]n
> xn

(
謱− n

m

)
> y,

从而 x
(
謱− 1

m

)
是 A的上界，这与 x是最小上界矛盾。

若 xn < y，则当正整数m > n
1− xn

y

时，由 譂譥譲譮譯譵譬譬譩不等式知，

[
x

(
謱 謫

謱

m

)]n
謽

xn(
謱− 1

m+1

)n < xn

謱− n
m+1

<
xn

謱− n
m

< y,

从而 x
(
謱 謫 1

m

)
∈ A，这与 x是 A的上界矛盾。

所以 xn 謽 y謮

因此 f 是满射。

定义：对正数 y和正整数 n，定义 y
1
n 是 xn 謽 y的唯一正数解 x謮 对整数m，定

义 y
m
n 謽

(
y

1
n

)m
謮

例 11. （★★）(从乘方到对数函数) 设 a > 謱，x > 謰，记

Ax 謽
{m
n

∣∣∣n是正整数，m是整数，am ≤ xn} .
謱謮 证明 Ax 非空有上界。记 譬譯譧a x 謽 譳譵議Ax謮

謲謮 证明对任意正数 x, y，譬譯譧a謨xy謩 謽 譬譯譧a x謫 譬譯譧a y謮 并且 譬譯譧a a 謽 謱謮

謳謮 对任何有理数 m
n，譬譯譧a謨a

m
n 謩 謽 m

n 謮

謴謮 证明 譬譯譧a 謺 R+ → R是严格增满射。

证明.

引理 12. 若 xq ≤ ap，则 p
q 是 Ax 的上界

引理的证明. 对任意 m
n ∈ Ax，

amq 謽 謨am謩q ≤ 謨xn謩q 謽 謨xq謩n ≤ 謨ap謩n 謽 apn

所以mq ≤ pn，从而 m
n ≤

p
q 謮

謷



謨謱謩 存在正整数M 使得，a−M ≤ x ≤ aM。
所以 −M ∈ Ax，Ax 非空。并且由引理知，M 是 Ax的上界。

于是 Ax 有上确界。

謨謲謩 对任意 ε > 謰，取正整数 N 使得 2
N < ε。

存在整数m1和m2使得

am1 ≤ xN < am1+1, am2 ≤ yN < am2+1,

所以 m1

N ∈ Ax,
m2

N ∈ Ay，并且
m1+1
N 是 Ax的上界，

m2+1
N 是 Ay 的上界，从而

m1 謫 謱

N
≥ 譬譯譧a x,

m2 謫 謱

N
≥ 譬譯譧a y.

另一方面，

am1+m2 ≤ 謨xy謩N < am1+m2+2,

从而 m1+m2

N ∈ Axy 并且 m1+m2+2
N 是 Axy 的上界。因此

譬譯譧a x謫 譬譯譧a y −
謲

N
≤ m1 謫 謱

N
謫
m2 謫 謱

N
− 謲

N

謽
m1 謫m2

N
≤ 譬譯譧a謨xy謩 ≤

m1 謫m2 謫 謲

N

≤ 譬譯譧a x謫 譬譯譧a y 謫
謲

N
.

于是

|譬譯譧a x謫 譬譯譧a y − 譬譯譧a謨xy謩| ≤
謲

N
< ε.

从而

譬譯譧a x謫 譬譯譧a y 謽 譬譯譧a謨xy謩.

譬譯譧a a 謽 謱从定义可以马上得到。

謨謳謩 由謨謲謩和数学归纳法可知：对一切正数 b，对一切正整数 n，譬譯譧a謨b
n謩 謽

n 譬譯譧a b謮 从而 譬譯譧a謨a
1
n 謩 謽 1

n 謮

由 譬譯譧a 謱 謽 譬譯譧a 謱 謫 譬譯譧a 謱知 譬譯譧a 謱 謽 謰謮

对任意负整数 −m，譬譯譧a謨b
−m謩 謽 譬譯譧a 謱− 譬譯譧a謨b

m謩 謽 −m 譬譯譧a b謮

从而对任意整数m和正整数 n，譬譯譧a謨a
m
n 謩 謽 m

n 謮

謨謴謩 先证 f 严格增。设 謰 < x < y。当正整数 n > a2x
y−x 时，

yn

xn
謽

(
謱 謫

y − x
x

)n
≥ 謱 謫

n謨y − x謩
x

> a2.

取整数m1使得

am1 ≤ xn < am1+1.

则

am1 ≤ xn < am1+1 < am1+2 < a2xn < yn,

謸



所以 m1+1
n 是 Ax 的上界，

m1+2
n ∈ Ay。所以

譬譯譧a x ≤
a1 謫 謱

n
<
m1 謫 謲

n
≤ 譬譯譧a y.

下面证明 譬譯譧a是满射，即对任意 y ∈ R，存在 x > 謰使得 譬譯譧a x 謽 y謮

记

By 謽
{
a

m
n

∣∣∣m ∈ Z, n ∈ N∗,
m

n
≤ y

}
.

对任意正整数 N，存在整数M 使得

M

N
≤ y < M 謫 謱

N

于是 a
M
N ∈ By謮
对任意 a

m
n ∈ By，m

n ≤ y < M+1
N ，则 a

m
n < a

M+1
N ，从而 a

M+1
N 是 By 的上

界。

所以 By 有上确界。记 x 謽 譳譵議By。所以

a
M
N ≤ x ≤ a

M+1
N

则
M

N
謽 譬譯譧a謨a

M
N 謩 ≤ 譬譯譧a x ≤ 譬譯譧a

(
a

M+1
N

)
謽
M 謫 謱

N
.

所以

| 譬譯譧a x− y| ≤
M 謫 謱

N
− M

N
謽

謱

N
.

因此 y 謽 譬譯譧a x謮 因此 譬譯譧a 是满射。

定义：指数函数 ax 是对数函数 譬譯譧a的反函数。

所以 ax 是 R到 R+的严格增满射。

由于

譬譯譧a謨a
xay謩 謽 譬譯譧a謨a

x謩 謫 譬譯譧a謨a
y謩 謽 x謫 y,

所以

axay 謽 ax+y.

思考题：（★★）如何证明对任意正数 a, b和任意实数 x, y，都有 謨ax謩y 謽 axy以

及 axbx 謽 謨ab謩x？

定义：幂函数 xµ 謽 謲µ log2 x謮

謹


