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重积分 概念和性质

可积性理论

基本概念
分划, 标志点组, Riemann 和, Darboux 上和和 Darboux 下和, etc.

定理
设 D ⊂ Rn 是一个有界闭集, f 是 D 上的一个有界函数. 如果 f 在 D 内
的间断点是零面积集, ∂D 也是零面积集, 那么 f 在 D 上 Riemann 可积.

性质
设 D ⊂ Rn 是一个有界闭集而且 ∂D 是零面积集, f, g ∈ R(D), 则有:

(线性) 对于任意 λ, µ ∈ R, λf + µg ∈ R(D) 而且∫
D(λf + µg)dV = λ

∫
D fdV + µ

∫
D gdV.

(保序性) 若 f ≤ g(处处成立), 则
∫

D fdV ≤
∫

D gdV.
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重积分 概念和性质

重积分性质

性质
设 D ⊂ Rn 是一个有界闭集而且 ∂D 是零面积集, f, g ∈ R(D), 则有:

(可加性) 若 D1,D2 ⊂ Rn 满足上述要求且 D1 ∩ D2 是零面积集,
f ∈ R(D1),R(D2), 则 f ∈ R(D1 ∪ D2) 而且∫

D1∪D2
fdV =

∫
D1

fdV +
∫

D2
fdV.

(绝对值不等式) 有结论 |f| ∈ R(D) 而且∣∣∣∣∫
D

fdV
∣∣∣∣ ≤ ∫

D
|f|dV.

(积分中值定理) 设 D 还是一个连通集, f, g 进一步是 D 上的连续函
数, g 在 D 上不变号, 则存在 ξ ∈ D 使得∫

D
fgdV = f(ξ)

∫
D

gdV.
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重积分 计算方法

方法 I: 累次积分

命题 (以二重积分为例)
记 D = [a, b]× [c, d], 设 f ∈ R(D), 如果对于任意 x ∈ [a, b], 函数 f(x, y)
都关于 y 在 [c, d] 上可积, 则有∫∫

D
f(x, y)dσ =

∫ d

c
dx

∫ b

a
f(x, y)dy.

注
在含参积分中, 我们证明过: 如果 f ∈ C(D), 则∫ b

a
dx

∫ d

c
f(x, y)dy =

∫ d

c
dy

∫ b

a
f(x, y)dx =

∫∫
D

f(x, y)dσ.

一般直接使用累次积分解决的问题都伴随着换序这一过程.
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重积分 计算方法

方法 II: 变量代换

定义
设 G ⊂ Rn 是一个开集, T : G → Rn 是一个 C1-光滑单射而且
det DT(u) ̸= 0 对于任意 u ∈ G 成立, 则称 T 是一个正则变换.

命题
设 G ⊂ Rn 是一个开集, T : G → Rn 是一个正则变换, Ω ⊂ G 是一个闭
矩形, f ∈ C(T(Ω)), 则有∫

T(Ω)
f(x)dV =

∫
Ω

f(T(u))|det DT(u)|dV.

示警
累次积分换元建议先变成重积分, 换元之后再变成累次积分.
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重积分 计算方法

例子

坐标系变换
常用的一类变量代换是坐标系的变换: 2 维中的极坐标系, 3 维中的柱坐
标系和球坐标系.

极坐标系:

x = r cos θ
y = r sin θ

dxdy = rdrdθ

柱坐标系:

x = r cos θ
y = r sin θ

z = z
dxdydz = rdrdθdz

球坐标系:

x = r sinφ cos θ
y = r sinφ sin θ

z = r cosφ
dxdydz = r2 sinφdrdφdθ
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重积分 计算方法

方法 III: 对称性

同时关注积分区域和函数.

试举一例: 当积分区域 D 对称于 x 轴时, 如果函数 f(x, y) 关于变量 y 是
奇函数 (即 f(x,−y) = −f(x, y)), 则∫∫

D
f(x, y)dxdy = 0.

如果是偶函数 (即 f(x,−y) = f(x, y)), 则∫∫
D

f(x, y)dxdy = 2

∫∫
D′

f(x, y)dxdy,

其中 D′ 是 D ∩ {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0}.
对称于 y 轴? 对称于原点?
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重积分 问题

问题 A
请计算下列积分.

1 I =
∫ 1

0
dy

∫ 1

y

y√
1 + x3

dx.

2 I =
∫∫

x2+y2≤1
|3x + 4y|dxdy.

3 I =
∫∫

D
x sin(y3)dxdy, 其中 D 是由曲线 y2 = x 和 x = 1 围成的有

界区域.
4 I =

∫∫∫
Ω
(x + y + z)dxdydz, 其中 Ω 是曲面 2z = x2 + y2 和曲面

x2 + y2 + z2 = 3 所围成的区域.
5 I =

∫∫
D

x5y11dxdy, 其中 D = {(x, y)|1 ≤ x−1y2 ≤ 2, 3 ≤ x3y2 ≤ 4}.

6 I =
∫∫

D
xdxdy, 其中 D 是以 (xi, yi), 1 ≤ i ≤ 3 为顶点, 面积为 A 的

三角形.
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重积分 问题

问题 B

请证明球的单层位势表达式, 其中 a2 + b2 + c2 > R2.∫∫∫
x2+y2+z2≤R2

dxdydz√
(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

=
4πR3

3
√

a2 + b2 + c2
.

设 f(x) ∈ R[a, b], 请证明:(∫ b

a
f(x)g(x)dx

)2

≤
∫ b

a
f2(x)dx ·

∫ b

a
g2(x)dx.

设 Ω = (a, b)× (c, d) 是一个开矩形, f(x, y) 是 Ω 上的连续函数. 如
果对于任一闭矩形 B ⊂ Ω 都有

∫
B f(x, y)dσ = 0, 请证明 f(x, y) ≡ 0.
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曲线积分 第一型曲线积分

C1-正则曲线

定义
我们称 γ : [a, b] → R3 是一条 C1-正则曲线, 如果它满足以下两个条件:
参数表达式 γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) 中 x(t), y(t), z(t) ∈ C1[a, b].
Dγ(t) ̸= 0 对于任意 t ∈ (a, b) 成立.

进一步地, 如果区间 [a, b] 存在一个有限分划
P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b}, 使得 ρ : [a, b] → R3 限制在每个
[ti, ti+1](0 ≤ i < n) 上是正则的 C1 参数曲线, 则称 ρ 是一条逐段 C1-正
则曲线.

以下出现的曲线都是逐段 C1-正则曲线.
注
曲线和下面要讨论的曲面的严格定义出现在微分几何一门课程中, 我们
不能深入讨论. 曲线曲面积分的一般形式则涉及几何测度论一课, 需要
使用的工具是 Hausdorff 测度.
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曲线积分 第一型曲线积分

第一型曲线积分

定义
设 γ : [a, b] → R3 是一条 (逐段 C1-正则) 曲线, 函数 f : Im γ → R. 将
[a, b] 作分划 P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b}, 从而诱导 γ 上的分划
∆γi(1 ≤ i ≤ n). 每段 ∆γi 的长记作 ∆si. 任取 (ξi, ηi, ζi) ∈ ∆γi, 记
λ = max1≤i≤n ∆si. 若以下极限存在, 则称极限值为 f 在 γ 上的 (第一
型) 曲线积分,

lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si =:

∫
L

f(x, y, z)ds.

注
考查参数形式 γ(t) = (x(t), y(t), z(t)). 如果 f ∈ C1(Im γ), 则有∫

L
f(x, y, z)ds =

∫ b

a
f[x(t), y(t), z(t)]

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2dt.
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曲线积分 第二型曲线积分

第二型曲线积分

这节我们进一步假设曲线不发生自交. 粗略地说, 我们认为
γ(t) : [a, b] → R3 中参数 t 增加的方向规定了曲线的正方向, 减少的方向
给定负方向. 记 A = γ(a),B = γ(b), 此时又记带方向的曲线 γ 为

⌢
AB.

定义

假设如上, 在
⌢
AB 上给定向量值函数 F :

⌢
AB → R3. 同时考虑以上分划过

程及记号, 并记 ∆xi = xi − xi−1,∆yi = yi − yi−1,∆zi = zi − zi−1. 如果以
下极限值存在, 则称极限是向量值函数 F(x) = (P(x),Q(x),R(x)) 在

⌢
AB

上的 (第二型) 曲线积分,
n∑

i=1

P(ξi, ηi, ζi)∆xi + Q(ξi, ηi, ζi)∆yi + R(ξi, ηi, ζi)∆zi =:

∫
⌢
AB

Pdx + Qdy + Rdz

=:

∫
⌢
AB

F(x) · dl.
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曲线积分 第二型曲线积分

计算方法

注
易见 ∫

⌢
AB

F(x) · dl = −
∫

⌢
BA

F(x) · dl.

注

如果
⌢
AB 由 γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) : [a, b] → R3 给出正方向而且向量值

函数 F = (P,Q,R) ∈ C(
⌢
AB), 则有∫

⌢
AB

F(x) · dl =
∫ b

a

〈
F(γ(t)), γ′(t)

〉
dt.
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曲线积分 Green 公式

Green 公式

设 D 是一个平面有界闭区域, ∂D 是有限条互不相交的闭曲线的并, L 是
∂D 的一条闭曲线.
沿 L 原有正方向前进, 如果区域 D 在左手侧, 则称该方向是 L 与 D 兼
容的定向. 否则, 称原有正方向的反方向是 L 与 D 兼容的定向. 记 ∂D+

为所有 ∂D 上的闭曲线, 而且所有曲线的正方向都与 D 兼容.

定理 (Green 公式)
假设如上. 给定向量值函数 F(x, y) = (P(x, y),Q(x, y)) : D → R2 满足
P,Q ∈ C1(D), 那么我们有∫∫

D

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂D+

Pdx + Qdy =

∫
∂D+

F(x) · dl.
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曲线积分 问题

问题 A
1 请计算第一型曲线积分 I =

∫
L x2ds, 其中 L 是球面 x2 + y2 + z2 = a2

和平面 x + y + z = 0 的交线.
2 请计算第二型曲线积分 I =

∫
⌢
AB

ydx − xdy. 其中
A = (1, 1),B = (2, 4). 而

∫
⌢
AB
分为以下两种情况:∫

⌢

AB
是连接 A,B 的直线.∫

⌢

AB
沿抛物线 y = x2.

3 请计算第二型曲线积分 I =
∮

L

xdy − ydx
x2 + y2 . 而 L 分为以下两种情况:

L : x2 + y2 = a2 沿逆时针方向.
L 是区域 D : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1 的边界, 方向与区域兼容.
环绕原点一周的 C1-正则不自交闭曲线.
环绕原点两周的 C1-光滑闭曲线 (除至多一点外正则).

4 请计算第二型曲线积分 I =
∫

⌢
AO

(ex sin y − y2)dx + ex cos ydy, 其中
⌢

AO 是从 A = (a, 0) 到 O(0, 0) 的上半圆周 x2 + y2 = ax.
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曲线积分 问题

问题 B(调和函数的刻画)
设 Ω 是一个平面单连通开区域, u(x, y) ∈ C2(Ω). 我们称 u 是一个调和
函数如果 u 满足偏微分方程

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 = 0.

在此假设下开展以下问题.
1 请证明 u 是一个调和函数的一个等价描述是对于任意圆 B ⊂ Ω, 都
有 ∫

∂B

∂u
∂nds = 0.

2 (Poisson 公式) 请证明 u 是一个调和函数的一个等价描述是对于任
意 P0(x0, y0) ∈ Ω 都有

u(x0, y0) =
1

2π

∫ 2π

0
u(x0 + r cos θ, y0 + r sin θ)dθ,

其中 0 < r < d(P0, ∂Ω).
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曲线积分 问题

第二型曲线积分与路径无关

命题
设 D ⊂ R2 是一个单连通开区域, 向量值函数 F(x, y) : D → R2 是 C1 的.
以下命题等价:

1
∂F1

∂y =
∂F2

∂x .

2 任取 A,B ∈ D, 任取路径 L1, L2 从 A 至 B 都有
∫

L1
F · dl =

∫
L2

F · dl.
3 沿任何闭环路 C 的环路积分等于 0.
4 存在某个函数 u(x, y) 使得 du = F1dx + F2dy.

注
性质 2,3 等价不需要单连通的条件, 但性质 1 涉及, 更多的知识需要进一
步地讨论代数拓扑中的上同调理论, 它研究闭微分形式和恰当微分形式.
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曲线积分 问题

问题 C(线积分和积分路径)

1 请问下列第二型曲线积分在区域 Ω 上是否和路径相关?
I1 =

∫
AB

xdx + ydy
(x2 + y2) 3

2

, 而 Ω : y > 0.

I2 =

∫
AB

xdx + ydy
(x2 + y2) 3

2

, 而 Ω : x2 + y2 > 0.

I3 =

∫
AB

xdy − ydx
x2 + y2 , 而 Ω : x2 + y2 > 0.

2 请证明在平面区域 x2 + y2 > 0 上, 向量场

F =
x

x2 + y2 i + y
x2 + y2 j

是保守场.
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曲面积分

目录

1 重积分
概念和性质
计算方法
问题

2 曲线积分
第一型曲线积分
第二型曲线积分
Green 公式
问题

3 曲面积分
第一型曲面积分
第二型曲面积分
Stokes 公式
问题
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曲面积分 第一型曲面积分

基本概念

定义 (逐片 C1 光滑-正则曲面)
考查 C1 光滑向量值函数 r : D ⊂ R2 → R3, 其形式为
r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). 如果向量
r′u =

(
∂x
∂u ,

∂y
∂u ,

∂z
∂u

)
, r′v =

(
∂x
∂v ,

∂y
∂v ,

∂z
∂v

)
之间线性无关, 则称 S = Imφ 是

R3 中一张 C1 光滑-正则曲面.
同理可以定义逐片 C1 光滑-正则曲面.

以下讨论中, 默认所有曲面是由参数方程给出的逐片 C1 光滑-正则曲面,
并保持如上记号体系.

定义 (曲面面积)
记 E = ⟨r′u, r′u⟩ ,G = ⟨r′v, r′v⟩ ,F = ⟨r′u, r′v⟩. 则曲面 S 的面积是

Area(S) =
∫∫

D

√
EG − F2dudv.
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曲面积分 第一型曲面积分

第一型曲面积分

定义 (第一型曲面积分)
设 S 是 (逐片 C1 光滑-正则) 曲面, f : S → R. 作 S 的分划
P := {∆Si|1 ≤ i ≤ n}, 每一小片面积记为 ∆si. 在每个小片上任取
Pi = (xi, yi, zi), 记 λ = max1≤i≤n d(∆Si). 如果下面极限值存在, 则称它是
f 在 S 上的 (第一型) 曲面积分,

lim
λ→0

n∑
i=1

f(Pi)∆si =:

∫∫
S

f(x, y, z)dS.

注
若 S 是由参数形式 r(u, v) : D → R3 给出的, f(x, y, z) ∈ C(S), 则有∫∫

S
f(x, y, z)dS =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√

EG − F2dudv.
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曲面积分 第二型曲面积分

第二型曲面积分

这节总假设 S 是一张可定向曲面. 记 n = r′u ∧ r′v 为曲面 S 的外法向量.
记 N = n

∥n∥ 是单位外法向量. S 的正方向取作 r′u, r′v,n 成右手系的方向,
否则称为负方向. 下列讨论保持以上假设.

定义
设向量值函数 F : S → R3 是 S 上连续函数, 定义∫∫

S
⟨F,N⟩ dS =:

∫∫
S

F1dy ∧ dz + F2dz ∧ dx + F3dx ∧ dy

为向量值函数 F 的 (第二型) 曲面积分.

注
易见, 若 S 取定正方向,∫∫

S
F1dy ∧ dz + F2dz ∧ dx + F3dx ∧ dy =

∫∫
D
⟨F,n⟩ dudv.
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曲面积分 Stokes 公式

Gauss 公式

设 D ⊂ R3 是一个有界闭区域, ∂D 由有限个逐段光滑, 互不相交的闭曲
面构成且整体可定向. 设向量值函数 F ∈ C1(D), 它的散度定义为:

div F =
∂F1

∂x +
∂F2

∂y +
∂F3

∂z .

定理 (Gauss 公式)
上述前提下有∫

∂D+

F1dy ∧ dz + F2dz ∧ dx + F3dx ∧ dy =

∫∫∫
D

div Fdxdydz.

其中 ∂D+ 指外法线方向定义的曲面正向.
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曲面积分 Stokes 公式

Stokes 公式
上述前提下, 向量值函数 F ∈ C1(D) 的旋度定义为:

rot F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣ .
定理 (Stokes 公式)
设有界曲面 S ⊂ R3 是一个分块光滑可定向曲面, ∂S 由有限个逐段光滑,
互不相交的闭曲线构成. 设向量值函数 F : Ω → R3 是 C1 的, 其中 Ω 是
包含 S 的一个开集. 则有∫

∂S+

F · dl =
∫∫

S+

rot F · dS.

注
微分形式下的 Stokes 公式包含 Green 公式和 Gauss 公式.
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曲面积分 问题

问题 A

1 请计算第一型曲面积分 I =
∫∫

S
(x + y + z)dS, 其中

S : x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0.
2 请计算第二型曲面积分 I =

∫∫
S

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy
(x2 + y2 + z2) 3

2

, 而

S 分为以下两种情况:
S : x2 + y2 + z2 = a2 沿正向.
S : x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0.
环绕原点一周的 C1-正则不自交闭曲面.

3 请计算第二型曲面积分 I =
∫∫

S
x2dy∧ dz+ y2dz∧ dx+ z2dx∧ dy, 其

中 S 是锥面 x2 + y2 = z2(0 ≤ z ≤ h) 所示部分的外侧.
4 计算第二型曲线积分

∮
C

ydx + zdy + xdz, 其中 C 是球面

x2 + y2 + z2 = a2 和平面 x + y + z = 0 的交线, 从 Ox 轴正向看去,
C 是沿逆时针方向前行.
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曲面积分 问题

问题 B(Green 定理)

设 D 是一个单连通闭区域, S = ∂D 是一条 C1-正则不自交闭曲面, 函数
u(x, y, z), v(x, y, z) ∈ C2(D). 请证明∫∫

S
v∂u
∂ndS =

∫∫∫
D

v
[
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

]
dxdydz

+

∫∫∫
D

[
∂u
∂x

∂v
∂x +

∂u
∂y

∂v
∂y +

∂u
∂z

∂v
∂z

]
dxdydz.
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曲面积分 问题

问题 C(调和函数的表现)
设 D 是一个单连通闭区域, S = ∂D 是一条 C1-正则不自交闭曲面, 函数
u(x, y, z) ∈ C2(D), 我们称 u 是 D 上的调和函数如果 u 满足偏微分方程

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2 = 0.

设 u, v ∈ C2(D), u 是 D 上的调和函数, 在此条件下讨论问题.
1 进一步假设 u|S = 0, 请证明 u 在 D 上恒为 0.
2 假设 [w(x, y, z)− u(x, y, z)]|S = 0, 请证明∫∫∫

D

[(
∂u
∂x

)2

+

(
∂u
∂y

)2

+

(
∂u
∂z

)2
]

dxdydz

≤
∫∫∫

D

[(
∂w
∂x

)2

+

(
∂w
∂y

)2

+

(
∂w
∂z

)2
]

dxdydz.
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曲面积分 问题

问题 D(闭形式和恰当形式在 R3 上的表现)

设 D = B(0, 1) ⊂ R3, P,Q,R ∈ C1(D). 证明以下命题等价:
1 对于任意 S1,S2 ⊂ D 是两定向光滑曲面, ∂S1 = ∂S2 而且由 S1,S2

的定向决定的边界正定向相同, 则有∫∫
S1

Pdy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy =

∫∫
S2

Pdy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy.

2 任取 S 是 D 内光滑闭曲面都有∫∫
S

Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy = 0.

3
∂P
∂x +

∂Q
∂y +

∂R
∂z = 0.

4 存在 η 使得 dη = Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy.
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