
2017 秋微积分 A 期末考试答案 

一．填空题（每空 3 分，共 15 题）（请将答案直接填写在横线上！） 

1. 函数
2 ln , 0

( )
0, 0

x x x
f x

x
 

 
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 的极大值点是 x          。 0x   

2. 函数 ( ) 1f x x x   在区间 [ 5,1] 上的最小值为        .  ( 5) 5 6f      

3. 设曲线
1 ln(1 )xy e
x

   有 k条渐近线，则 k       。 3 
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在 0 2x  处的2n阶Taylor多项式为                 。
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5. 若 ( )d e cos Cxf x x x  ，则 [ ( ) 2 ( )]e dxf x f x x              。 2sin x C   

6. 2

8 d
( 4)

x
x x


               。  

2

2ln
4

x C
x




 

7. 1lim ln ( 1)( 2) ( )n
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n n n n
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     
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               。2 ln 2 1  

8. 
1 2 2 2

1
( π ) d =x x x


          。 22  

9. 设
sin 2

0
( ) (1 cos )d

x x
f x t t


  ，若

0

( )lim 0kx

f x C
x

  ，则       。15  

10. 曲线
0

tan
x

y tdt   (0 )
4

x 
≤ ≤  的弧长为           。 ln(1 2)  

11. 由曲线 lny x 与两直线 e 1y x   及 0y  所围成的平面图形的面积为        。
3
2
 

12. 曲线 sin ,0 πy x x ≤ ≤ 绕 x轴旋转所得的旋转体体积为           。
2

2


 

13. 设 0p  ，广义积分 20

1 d
(1 )(ln(1 ))p p x

x x


  收敛，则实数 p满足           。
1 1
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p   

14. 微分方程 3 2 exy y y    满足 (0) 1, (0) 1y y  的解为           。 2x xy e xe   

15. 微分方程 2 0x y xy y     ( 0)x  的满足 (1) 1, (1) 0y y  的特解为                。

lny x x x   

k



  

二．计算题（每题 10 分，共 4 题）（请写出详细的计算过程和必要的根据！） 

1. 求函数 2( )
1

xf x
x




的定义域,单调、凸性区间，极值、拐点，渐近线。 

解： 2( )
1

xf x
x




定义域为 ( , )  .                                     ……1 分 

   
2

2 2

1( ) , ( ) 0
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xf x f x
x

  


得， 1x   。 
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2 ( 3)( )
(1 )
x xf x

x
 


， ( ) 0, 3f x x    。 

单调减区间： ( , 1),(1, )    

单调增区间： ( 1,1)   

                       ……2 分 

上凸区间： ( , 3),(0, 3)   

下凸区间： ( 3,0),( 3, )   

                       ……2 分 

极大值：
1(1)
2

f   

极小值：
1( 1)
2

f     

                       ……2 分 

拐点：
3 3( 3, ),( 3, )

4 4


                                               ……2分 

渐近线： 0y                                                           ……1 分 

            

 

2. 求广义积分 30

ln d
(1 )

x x
x



 。 

解： 3 2 2 2
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2 2 2

1 ln 1 1 1 1 1 ln 1 1 1ln
2 (1 ) 2 1 (1 ) 2 (1 ) 2 1 2 1

x x xdx C
x x x x x x x

 
                



……5 分 

所以 

3 20
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ln 1 ln 1 1 1 1d ln
(1 ) 2 (1 ) 2 1 2 1 2

x x xx
x x x x


  

          
             ……5分 

 

3. 设 0a  ，求摆线 ( sin ), (1 cos ) (0 π)x a y a       ≤2 绕 y轴旋转一周生成

旋转面的面积.  

解：
2 2 2 2 2

0
2 ( sin ) (1 cos ) sinS a a a d


                                   ……5 分 
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4 ( sin )sin
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16 ( sin cos )sin
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a t t t tdt
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                      ……5 分 
 

若做成绕 x轴旋转成的旋转面面积 

2 22 2 2 2 2 3 2

0 0

642 (1 cos ) (1 cos ) sin 8 sin
2 3

S a a a d a d a
                 

得 5 分 

 

4. 设函数 ( )y x 满足微分方程 (4)( ) ( ) 0y x y x  ，且当 0x 时， 3( ) ~y x x ，求 ( )y x 。 

解：方程 (4) 0y y  的特征根为 1 2 3 40, 1, 1        ，故方程的通解为       

1 2 3 4( ) e ex xy x C C x C C      。                                        ……4 分 

由于当 0x 时， 

                
2 3 31 1e 1 ( )

2 6
x x x x x       ，                        ……1 分 

                
2 3 31 1e 1 ( )

2 6
x x x x x       ，                        ……1 分 

于是当 0x 时， 



2 3 33 4 3 4
1 3 4 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )

2 6
C C C Cy x C C C C C C x x x x 

          ， 

由此知，欲使 0x 时， 3( ) ~y x x ，只需要

1 3 4
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  
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解之得， 1 2 3 40; 6; 3C C C C      。                               ……4分 

即 ( ) 6 3e 3ex xy x x     。 

三．证明题（请写出详细的证明过程！） 

1. （7 分）设 ( 1,1)x  ，证明不等式：
21ln cos 1

1 2
x xx x
x


 


≥ 。。 

证明：设
21( ) ln cos 1

1 2
x xF x x x
x


   


，则 (0) 0F  ；  

  2

1 2( ) ln sin
1 1

x xF x x x
x x

    
 

， (0) 0F   ；                        ……1分 

  2 2

4( ) cos 1 0, ( 1,1)
(1 )

F x x x
x

     


≥ ，                          ……2分 

所以 ( )F x 单调增， ( ) 0, (0,1); ( ) 0, ( 1,0)F x x F x x   ≥ ≤ ，             ……2 分 

故 (0) 0F  是 ( )F x 在 ( 1,1) 的最小值，即
21( ) ln cos 1 0 ( 1,1)

1 2
x xF x x x x
x


     


≥ ， 。 

……2 分 

除去以上标准的求导验证极值的做法，也可以用常用的不等式证得该题（可作为解法二） 

需要用两个结论： 

1． ln(1 )x x   

2． 
2

cos 1
2
xx    

这两条均可用求函数极值或者直接用含 Lagrange 余项的 Taylor 展式证明。由于欲证不等式

两边都是偶函数，只证 0x  的情况： 

因为
21ln ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) ( )

1
xx x x x x x x x x x
x


           


，

2

cos 1
2
xx   ， 

相加得原不等式成立。 

 



2. （8 分）设 ( )f x 在 [0, ) 上连续,令
0

( ) ( )d
x

g x f t t  , 

（I）若 , (0, )A B  ，证明
2 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 2 d
B B

A A

g x g B g A f x g xx x
x B A x

    ； 

（II）若广义积分 2

0
( )df x x



 收敛，证明广义积分
2

20

( ) dg x x
x



 收敛，且 

2
2

20 0

( ) d 4 ( )dg x x f x x
x

 

   

证明：（I）
2 2

2
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        
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A B x

                           ……3 分 

（II）令 0,A B M     ，由（I）得 
2 2 2
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
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x




 ≤  

 由已知
0
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x

g x f t t  ，且 ( )f x 在[0, ) 上连续， 

0
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所以令 0  ，
2
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M Mg x f x g xx x

x x ≤ 。 

 由 Cauchy 不等式，  
112 2 222

2 20 0 0
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x x
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 因为
2
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2
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 
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x
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 
 ≤  

均成立。故
2

2
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M Mg x x f x x

x ≤ .  

因为广义积分 2

0
( )df x x



 收敛，所以广义积分
2

20

( ) dg x x
x



 也收敛，且 

2
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20 0

( ) d 4 ( )dg x x f x x
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 

                      ……5分 

 


