
微积分 A期末考试样题参考解答              

 

一． 填空题（每空 3分，共 15题） 
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答案： )sin1ln(2)2sin1ln(2 2xxx   

5. 求曲线
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x 围成的区域面积                   。 
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9. 悬链线 )(
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1 xx eey  ， 1|| x 的弧长 L                   。 

答案：弧长为 
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10. 二阶方程 03'''2  yxyyx 的通解为                      。 

答案：这是 Euler 方程。以
mx 代入方程可得关于m 的特征方程 03)1(  mmm 。 

解之得 3m ， 1m 。于是通解为 xcxcy /2
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11. 常微分方程组
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12. 设
2, xx 是二阶齐次线性常微分方程解，则该微分方程为                         。 

答案：二阶齐次线性常微分方程的一般形式为 0)(')(''  yxqyxpy 。将 xy  和
2xy 

分别代入方程得 0)()(  xxqxp ， 0)()(22  xxqxxp 。解之得 xxp /2)(  ，

2/2)( xxq  。于是所求方程为 0
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13. 0106  yyy 的通解为                                。 
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答案：作变换 uxy  得关于u 的方程为 u
dx

du
x tan 。这是变量分离型方程。其通解为

Cxu sin 。于是原方程的通解为 Cx
x

y
sin 。 

15. 常微分方程
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答案：这是 Bernoulli 型方程。方程两边同除以 
2y ，并令 yz /1 则得关于 z 的一阶线性

方程 xxzz  /6' 。不难解得该方程的通解为 
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二． 计算题（每题 10分，共 4题）（请写出详细计算过程和必要的根据！） 

 

1． 计算  
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求曲线
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t 绕 x 轴旋转的旋转体体积及表面积。 

解：我们注意当参数 ]4/3,4/[ t 时， ]2,0[x 。它们是一一对应的，但单调性相反。

于是所求体积为 
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2． 求微分方程
xexyyy  )23(2 的通解。 

解：齐次方程特征值为 1 （二重），齐次方程通解为
xx xeCeCy   21 。 

设非齐次方程特解为
xebaxxy  )(2

1 ，则 1,2  ba 。 

非齐次方程通解为
xxx exxxeCeCy   )12(2

21 。     

 

3． 求一条曲线： )(xyy  ，其中 )(xy 在 ),(  是连续可微的，使得曲线上的每一

点切线与横轴交点的坐标等于切点横坐标的一半。 

解：曲线上的任意一点 ))(,( xyx 的切线方程为 ))((')( xXxyxyY  ，其中 ),( YX 为

切线上的流动坐标。由假设可知当 0Y 时， 2/xX  ，于是我们得到曲线的确定方程 

)2/)((')( xxxyxy  ，即 )(2)(' xyxxy  。解得通解为 
2)( cxxy  ，其中 c 为任意非

零常数，因为当 0c 时曲线上为 x 轴，不满足要求。解答完毕。 

 



三．证明题（请写出详细的证明过程！） 

1． （8分）设 ]1,0[Cf  ，利用分部积分证明   
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证明： 先将左端分部积分，得 
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     再作积分变量代换。在第一个积分中令 ux 2
，在第二个积分中令 vx  ，于是 
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2.（7 分）设 )(xa 和 )(xb 为 ),(  上以 2 为周期的连续函数，考虑一阶线性常微分方

程 )()(/ xbyxadxdy  解的情况。 

  （I）举出 )(),( xbxa 的一个例子，使得该方程的解为下列三种情况之一： 

       （a）没有以 2 为周期的解； 

       （b）只有一个以 2 为周期的解； 

       （c）任意解都以 2 为周期。 

  （II）证明该方程以 2 为周期的解的个数只能出现上述三种情况之一。 

 

解：（I）实际上容易举出三种情况的例子。例如 

(i) 取 0)( xa ， 1)( xb ，则出现情况（a）. 

(ii) 取 1)( xa ， 0)( xb ，则出现情况（b）. 

(iii) 取 0)( xa ， 0)( xb ，则出现情况（c）.                      

（II）如果（a）（b）均不成立，则方程有两个以上的 2 周期解，不妨假设 )(),( 21 xyxy 为

方程的两个不同的 2 周期解，则方程通解为 )())()(( 121 xyxyxyCy  .显然方程的每

个解均为 2 周期解。 解答完毕。                                               

 

注：以下我们具体给出函数 )(xa 和 )(xb 满足何种条件时，出现上述情形。这些当然已超出



考试的要求。 

先注意一个事实：若 )(x 是解，则 )(x 是 2 周期解的充要条件是 )2()0(   。

必要性显然。充分性：易证 )2(  x 也是解，且解 )2(  x 和解 )(x 在 0x 处有相同

的初值。根据初值问题解的存在唯一性可知它们恒同，即 )(x 是 2 周期的。 为强调解对

初值的依赖关系，我们记方程在 0x 处的初值为 0y 的解为 ),( 0yx 。根据一阶线性方程的

求解公式我们有 
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于是解 ),( 0yx 是 2 周期的，当且仅当 ),2(),0( 00 yy   ，即 
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即解 ),( 0yx 是 2 周期的当且仅当 0y 满足方程（*）。分两个情形讨论如下： 

情形 1： 0)(
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dssa 。此时存在唯一的一个 0y 满足方程（*）。方程仅有一个 2 周期解.
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，则不存在 0y 满足方程（*）。此时

方程没有 2 周期解. 若 0)(

2

0

)()(

0

2

0 





dsesbe

s

dttadssa 


，则任意 0y 均满足方程（*）。这表明此

时方程的每个解均为 2 周期解。 


