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2013.11.17 期中考试答案 

一． 填空题（每空 3 分，共 15 题）（请将答案直接填写在横线上！） 

1. 函数

2sin 2 1, 0( )
, , 0

axx e xf x x
a x

  
 

 

 在  （- ,+ )连续，则a                   。 

答案： 2  
 

2.
1 1

2 1lim 3 3n n
n

n 


 
  

 
                          。 

答案： ln 3  
 

3. 函数 sin xy x e  的反函数的微分dx                               。 

答案：
1

cos x dyx e
 

 

4. 由 方 程 2 2 sin sin 1x y x y    确 定 的 隐 函 数 ( )y y x 的 导 数

dy
dx

               。 

答案：
2 cos
2 cos
x x
y y





 

 

5. 当 0x 时，3 4sin sin cosx x x x  与 px 为同阶无穷小，则 p              。 

答案：5 

 

6. 20

1 sin 1lim
ln(1 )x

x x
x

  



                 。 

答案：0 
 

7. 2 20

1 1lim
sinx x x

   
 

                 。 

答案：
1
3
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8. 
2

lim
( 2)( 3)

x

x

x
x x

 
   

                 。 

答案： 1e  

 

9. 设 ,a b均为大于零的常数， ( )
bxf x a ，则 ( )f x                         。 

答案： 1ln
bb xb ax a  

 

10. 曲线L的参数方程为
sin

sin cos
x t t
y t t t
 

  
（ t为参数），则L在参数

2
t 
 点的切线方程为 

 
                                           。 

答案： 2 2
2

y x 
    

 

11. 设
2

2

1arctan , 0,
( )

ln(1 ), 0

x x
f x x

x x

  
  

，则 (0)f            。 

答案：0 
 

12. 函数
1( ) lim ( 0)

1 nn
f x x

x
 


的间断点类型为                。 

答案：第一类 
 

13. 曲线
1

(2 1) xy x e  的斜渐近线方程为                       。 

答案： 2 1y x   

 

14. 设 (1,3) 为 3 2y ax bx  的拐点，则b a                 。 

答案：6 
 

15. 使不等式 ln(1 ) 2 1x x    对任意的 0x  都成立的 的最小值为         。 

 
答案： 2  

   max 0
0

sup ln(1 ) 2 1 ln(1 ) 2 1 2x
x

x x x x 


           
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二． 计算题（每题 10 分，共 4 题）（请写出详细计算过程和必要的根据！） 
 

1. 求由参数形式
cos
sin

x t t
y t t
 

  
给出的函数 ( )y y x 的二阶导数

2

2

d y
dx

。 

解：     
1 cos
1 sin

dy t
dx t





  ,      

2

2 3

1 cos sin
(1 sin )

d y t t
dx t

 



  

 

2. 求函数
2( ) sin( 2 )f x x x  在 0x   处的带有 Peano 余项的 Taylor 公式（求出一

般项），并求
( ) ( )nf  。 

解：
2 2( ) sin( 2 ) sin( )f x x x x              

             

1
2 6 4 2 4 21 ( 1)( ) ( ) ( ) (( ) )

3! (2 1)!

n
n nx x x o x

n
   


 

         


  

    

1
(4 2) ( 1)( ) (4 2)!

(2 1)!

n
nf n

n



 

  
  ,    其余  ( )( ) 0nf                                 

 

3. 设
3

( )
1

xf x
x




，求 ( )f x 的定义域、单调区间、极值点、凸性区间、拐点及渐近线，

并画出 ( )y f x 的示意图。 

（1） ( )f x 的定义域为 ( ,0) (1, )              

（2） 3

3( )
2 ( 1)

xf x x
x

      
 

在 ( ,0) 内， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调降；在
3(1, )
2

内， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调降； 

在
3( , )
2
 内， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调增；

3
2

x  为 ( )f x 的极小值点。                 

（3） 3

3 1( ) 0, ( ,0) (1, )
4 ( 1) ( 1)

xf x x
x x x

      
 

 ，故 ( )f x 为定义域内的凸

函数。                                         
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   （4）
( ) 1lim 1, lim [ ( ) ]

2x x

f x f x x
x 

   ，故当 x 时有渐近线
1
2

y x  ； 

        
( ) 1lim 1, lim [ ( ) ]

2x x

f x f x x
x 

     ，故当 x 时有渐近线
1
2

y x   ； 

        1x  时垂直渐近线。                          
   （5）函数的示意图（略）。                          
 

4. 设
( ) , 0( )
, , 0

xg x e xf x x
a x

 
 

 

，其中 ( )g x 二阶可微， (0) 1, (0) 1g g   。 

（I）a为何值时 ( )f x 在 ( , )   上连续； 

（II）当 ( )f x 为连续函数时， ( )f x 是否可微，若可微，求 ( )f x 。 

解：（I）只要考虑在 0x  点的连续性即可。 ( ) 1 ( ), 0g x x o x x    。故当 0x 

时， ( ) (1)f x o ，即 0a  时 ( )f x 在 ( , )   上连续。    

（II）只要考虑在 0x  点的可微性即可。 

     20 0 0

( ) (0) ( ) ( )lim lim lim
2

x x

x x x

f x f g x e g x e
x x x

 

  

  
   

          
0 0

1 ( ) (0) 1 (0) 1lim lim
2 2

x

x x

g x g e g
x x



 

    
   

 
    

( )f x 可微， 

2

(0) 1, 0
2( )

( ( ) ) ( ( ) ) , 0
x x

g x
f x

x g x e g x e x
x

 

         


            

 

三．证明题（请写出详细的证明过程！） 

1.（8 分）设 )(xf 在区间 ],[ ba 上 3 阶可导，且在 ],[ ba 上 Mxf  |)(| ，  

                    ( ) ( ) ( ) ( )
2
hf a h f a f a h E h      （ abh 0 ） 

   其中 ( )E h 为误差项。求证： 3||
24
7|)(| hMhE  。 

证明：在 ax  点写出 )(xf 带 Lagrange 型余项的 2 阶 Taylor 展开： 
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         312

6
)(

2
)()()()( hhafhafhafafhaf 




 ， 10 1   ；  

      另一方面，在 ax  点写出 )(xf  带 Lagrange 型余项的 1 阶 Taylor 展开： 

          22 )
2

(
2

)(
2

)()()
2

( hhafhafafhaf 
 ， 10 2   ，     

      于是 

           322

8
)(

2
)()()()

2
()( hhafhafhafafhhafaf 




 ； 

      与第一式比较得到 

           |)()
2

()(||)(| hafhhafafhE   

                 
33 32 1( ) ( ) 1 1 7|[ ] | ( )

8 6 8 6 24
f a h f a h h Mh M h   

     。 

 

2. (7 分) 设 0 0x  ， 1ln(1 ) ( 2,3, 4, )n nx x n    ，求证： 

（I） lim nn
x


存在，并求其值； 

（II） lim 2nn
nx


 。 

证明：（I） 0 0x  ， 1ln(1 )n nx x   ，故 0, 1, 2,nx n  。 

      1 1ln(1 )n n nx x x    ， 

数列{ }nx 为单调下降数列，有下界，故收敛。记 lim nn
x A


 ，则 ln(1 )A A  ， 0A  。 

                                                 
（II）由 Stolz 定理， 

     1

1

1

ln(1 )( 1)lim lim lim1 1 ln(1 )
n n n n

nn n n
n n n n

n n

x x x xn nnx
x x x x

x x



  




 
  

  
 

由（I）， lim 0nn
x


 ，而

0

ln(1 )lim 2
ln(1 )x

x x
x x




 
，故 

ln(1 )lim 2
ln(1 )

n n

n
n n

x x
x x




 
 

lim 2nn
nx


                 


