
清华大学本科生考试试题专用纸 

考试课程  微积分 A   2012 年 11 月 11 日 

一、填空题（3*15 = 45） 

1. lim
𝑥→0

𝑥𝑡𝑎𝑛4𝑥

𝑠𝑖𝑛3𝑥(1−𝑐𝑜𝑠𝑥)
=             。        

2. 设 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎，则 lim
𝑛→∞

𝑎1+2𝑎2+⋯+𝑛𝑎𝑛

𝑛2 =              。 

3. lim
𝑥→∞

𝑥2 (𝑒
1

𝑥 − 𝑒
1

𝑥+1) =             。 

4. 𝑓(x) = 𝑥2|𝑥| 在 x = 0 处存在最高阶导数的阶数为             。 

5. 曲线 y = 𝑒𝑥 + 𝑥2 + 1在其上的点（0,2）处的切线方程为             。 

6. 设函数y =  y(𝑥)参数方程{
𝑥 =  𝑒𝑡 cos 𝑡
𝑦 =  𝑒𝑡 sin 𝑡

 确定，则 
dy

dx
=             。 

7. 设𝑓(x) = 
𝑥

1−𝑥
，则𝑓(10)(𝑥) =             。 

8. 设𝑦 = 𝑥 + ex，则其反函数的导数
𝑑x

dy
 =             。 

9. 设x → 0时1 − cos 𝑥与1 − (1 + 𝑎𝑥2)
1

3 =             。 

10. 设函数 f, g 均可微，y = 𝑓(x2)𝑔(x3)，则dy =                        。 

11. 函数𝑓(x) =  sin−1 1

1−x
 在 x = 1 点处间断点的类型为             。 

12. lim
𝑥→0

(cos 𝑥)
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥 =             。 

13. lim
𝑛→+∞

𝑐𝑜𝑠2(√𝑛2 + 𝑛𝜋) =             。 

14. 曲线y =  
𝑥3+3𝑥+4

𝑥+1
 的斜渐近线为             。 

15. 函数𝑓(x) = 3𝑥
2

3 − 2𝑥 在区间[−1,2]上的最小值为             。 

二、计算题（10*4 = 40） 

1. 设函数𝑓(x) =  {
ln(𝑥2 + 𝑎2)，𝑥 > 1

sin 𝑏(𝑥 − 1)，𝑥 ≤ 1
 在ℝ上可导，求𝑎，𝑏的值。 

2. 求函数𝑦 =  
𝑥

√𝑥2−1
3  的单调性、凸性区间，并求其极值点与拐点。 

3. 求 lim
𝑥→0

√cos 𝑥
3

−𝑒
−

𝑥2

6

sin(𝑥2)−ln(1+𝑥2)
  



4. 设函数 y =  y(𝑥) 由参数方程{
𝑥 = ln 𝑡 + 𝑡

𝑦 =
𝑡2

2
+ 𝑡

 确定，求
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 。 

三、证明题（请写出详细的证明过程！） 

1. （8 分）设0 ≤ 𝑥1 ≤ √𝑐，𝑥𝑛+1 =
𝑐(1+𝑥𝑛)

𝑐+𝑥𝑛
，其中c > 1为常数，求证：数列 {𝑥𝑛} 

收敛，并求其极限。 

2. （7 分）设函数𝑓(x)在[0, +∞)可导， 

（1）若𝑓(0) = lim
𝑥→+∞

𝑓(x) = 0，求证：∃ξ ∈ (0, +∞)使得 𝑓 ‘(𝜉) = 0； 

（2）若𝑓(x)满足0 ≤ 𝑓(x) ≤ ln (
2𝑥+1

𝑥+√1+𝑥2
)，求证：∃ξ ∈ (0, +∞)使得𝑓 ‘(𝜉) =

2

2𝜉+1
−

1

√1+𝜉2
。 


