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微积分 A(1) 
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A 题号 A 难度 A 区分度 B 难度 B 区分度 B 题号 

1 0.75 0.5 0.75 0.5 2 

2 0.75 0.51 0.8 0.41 1 

3 0.73 0.54 0.75 0.5 3 

4 0.87 0.26 0.88 0.24 4 

5 0.93 0.14 0.93 0.13 6 

6 0.52 0.96 0.5 1 5 

7 0.95 0.1 0.94 0.13 9 

8 0.5 1 0.5 1 8 

9 0.5 1 0.5 1 7 

10 0.5 1 0.5 1 10 

11 0.77 0.47 0.77 0.46 11 

12 0.62 0.76 0.62 0.77 12 

13 0.79 0.42 0.79 0.43 13 

14 0.73 0.53 0.71 0.59 14 

15 0.56 0.89 0.55 0.9 15 

16 0.42 0.81 0.42 0.82 16 

17 0.24 0.46 0.23 0.45 17 

 

难度：满分 1 分时的平均成绩，0.7-0.8 反映学生整体实际水平。 

区分度：满分 1 分时最高组成绩与最低组成绩之差。区分度大于 0.4，可以有效甄别。 
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极限、Taylor 展开、洛必达 

1. 2lim( )
n

n n n
→

− +  

这是数列极限，n→即n→+。 

⚫ 方法 1：Taylor 展开（推荐方法，突出主要矛盾，恰当使用o符号） 

主项，决定展开的阶： 

2 1 1 1 1
1 (1

2 2
1 )

2

1
n n n o

n
n n n n o

n n

 
− + = − + = − + + = − + → −

 
 
 


 

，其中 (1
1

)o
n

on
 

= 
 

 

⚫ 方法 2：分子有理化（初等方法，适合初学者） 

( )2 2

2

2 2

1 1

21
1 1

n n n n
n n n

n n n n n n

n

− + − −
− + = = = → −

+ + + + + +

 

⚫ 常见错误：
1

2
（初等计算错误所致） 



 5 / 38 

 

2. 
π

3

π
sin( )

3lim
1 2cosx

x

x→

−

−
 

这是
0

0
型极限 

⚫ L’Hôpital 法则： 
π π

3 3

π π
sin( ) cos( )

13 3lim lim
1 2cos 2sin 3x x

x x

x x→ →

− −

= =
−

，你验证 L’Hôpital 的条件了吗？ 

⚫ Taylor 展开：换元，在零处展开 

π 0 0 0

3

π
sin( )

sin sin ( ) 13lim lim lim lim
π1 2cos 1 cos 3sin 3 ( ) 3

1 2cos
3

t t t
x

x
t t t o t

x t t t o t
t

→ → →
→

−
+

= = = =
−   − + +

− + 
 

 

⚫ 错误答案
π π

3 3

π π
sin( ) cos( )

1 3 13 3lim lim
1 2cos 21 2s 3i 1nx x

x x

xx→ →

− −
−

= = =
− ++

。 
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5. 已知 (0) (0) 1f f = = ，求
20

(1 cos ) 1
lim

sinx

f x

x→

− −
 

⚫ Taylor 展开（微分定义） 

2
2

2 2 2 20 0 0

( )
(1 cos ) 1 (0) (0)(1 cos ) (1 cos ) 1 12lim lim lim

2sin ( ( )) ( )x x x

x
o x

f x f f x o x

x x o x x o x→ → →

+− − + − + − −
= = =

+ +
 

⚫ L’Hôpital 法则： 

20 0 0

(1 cos ) 1 (1 cos )sin (1 cos ) (0) 1
lim lim lim

2sin cos 2cos 2 2sinx x x

f x f x x f x f

x x xx→ → →

  − − − −
= = = =  

对吗？ 

⚫ 可以先猜个答案：取 ( ) 1f x x= + 试试看。 
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3.  

1

0
lim(e sin )x x

x
x

→
+  

⚫ Taylor 展开：先改写为基本初等函数的复合 

1 1 1 1
ln(e sin ) ln(1 ( ) ( )) (2 ( ))

2 (1) 2

0 0 0 0 0
lim(e sin ) lime lime lime lime e

x x x o x x o x x o x
x ox x x x

x x x x x
x

+ + + + + +
+

→ → → → →
+ = = = = =  

⚫ L’Hôpital 法则： 00

e cos1 ln(e sin )
limlim

2e sin

0
lim(e sin ) e e e

xx

xxx

xx

x x x x

x
x →→

++

+

→
+ = = =  

⚫ 凑成标准极限形式： 

e sin 1 e s1 in 1

e sin 1

1

2

0 0 0
lim(e sin ) lim(1 ) lime sin 1 e e

x x

x

x x

xx x

x x x

xx xxx


→ → →

+ − + −

+ −+ = + + = =−  

这个方法不推荐使用（倒数第 2 个等号成立吗？）。 

⚫ 常见错误：答案2，取对数后求极限，最后忘记回复为指数。 

处理复杂的幂，建议采用换底 ( ) ( )ln ( )( ) eg x g x f xf x = 。 
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9. 
2

e
lim

1
1

x

xx

x

→
 
+ 

 

 

⚫ 经典极限代入： 2 2

e e e
lim lim lim 1

e1 11 1

x x x

xx xx x xx
x

x x

→ → →

= = =

   +  +    

。错了！回顾上题解法 3 

⚫ Taylor 展开：先改写为基本初等函数复合 

22

2

2
2

1 1 11 1ln 1
2

1
ln 1

2
e e

lim lim lim e lim e e e
1

e1

x x x x ox x
x xxx

x
x

x
x x x x

x

 
+ 

 

   
− − +− +    

    

→ → → →
= = = = =

 
+ 

 

 

本题难度 0.5，区分度为 1，猜测不少学生用了解法 1 得到错误答案 
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8. 已知 (0) 1f  = ，求
20

(2 ) 2 ( ) 3 (0)
lim
h

f h f h f

h→

+ − −
 

⚫ 二阶 Taylor 展开： 

22

20

20

2 2

2

22

0

( )

(0)
(0) (0)( )

(2 )

(0)
(0) (0)2 (2

2 3 (0)
lim

2 3 (0)

l

() ( )
2

im

3 (0) ( )
l

) )
2

i 3

(

m

h

h

h

f h

f
f f h h o

f h

f
f f h h

f

h

f

h

f h o h

o h h

h

→

→

→

−


+ −

+ −

 
+ − 

 =

 +
=


 + + ++ −

=

+

 

⚫ L’Hôpital 法则：
2

20 0

(2 ) 2 ( ) 3 (0) (2 )4 2 ( )( 1)
lim lim 3 (0)

2h h

f h f h f f h f h
f

h→ →

 + − − + − −
= = 。对吗？ 

⚫ 
20 0

?
(2 ) 2 ( ) 3 (0) 2 (2 ) 2 ( )

lim lim
2h h

f h f h f f h f h

hh→ →

 + − − − −
= =     或者用

2

( )
2

x
f x = 试试看。 



 10 / 38 

 

12.求
e 2

ee

( e )
lim

e

x

xx

x

x→

−

−
。 

解： 等价无穷小代换（Taylor 展开）+ L’Hôpital 法则： 

e 2 2e 2

e elne eln

ln e

e

e( e ) e ( )
lim lim

e

1

ee ( )1

xx

x x

x

x x xx

x

x

−

−→ →

−−

−
=

−

2
e

e

ln( )
e li

e

eln
m

x

x x

x x→

−

−
= e

e

2( ln e)(ln 1)
e lim

e
1

x

x x x

x

→

− +
=

−

 

e 1

e

ln e
4e lim

ex

x x

x

+

→

−
=

−

e 18e +=    

 

解法 2：L’Hôpital 法则： 

e 2 e

e e 1e e

( e ) 2( e ) (ln 1)
lim lim

e e e

x x x

x xx x

x x x x

x x −→ →

− − +
=

− −

e
e

e 1e

e
4e lim

e e

x

xx

x

x −→

−
=

−

e

e 2e

(ln 1)
4e lim

e e(e 1)

x

xx

x x

x −→

+
=

− −

e 18e +=     
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解法 3：Taylor 展开：换元，利用常用基本初等函数在零处展开 

ln e(1 )ln[e(1 )] e(1 )(1 ( )) e(1 2 ( )) ee e e e e (1 2e ( ))x x x t t t t o t t o tx t o t+ + + + + + += = = = = + + ，  

2 2
e(1 ) e 2e

e e e 1 e ( )
2

x t t
t o t+  

= = + + + 
 

，                           

 
2

ee e 2e(e 1)
e(1 ) e 1 e ( )

2

t
x t t o t

 −
= + = + + + 

 
，                      

所以 

2
ee 2

e 1

e 2 2e e
2

e (2 ( ))( e )
lim lim 8e

e (e ) e(e 1)
( )

2 2

x

xx x

et o tx

x t t
o t

+

→ →

 +−  = =
− −

− +

。             

 

常见错误：在 0x = 处 Taylor 展开。不会计算( )xx ，或对数求导法后忘了返回。 

建议：不用对数求导法，换底 lnex x用链索法则。 
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15.求 ,a b的值，使函数
2

2

1
( ) cos

1

ax
f x x

bx

+
= −

+
当 0x → 时达到可能的最高阶无穷小量，并求阶。 

解：分析，函数 Taylor 展开为关于 2x 的函数，常数项为零，两个参数，至少需要展开到 6x 。 

当 0x → 时， 

     
2

2

1
( ) cos

1

ax
f x x

bx

+
= −

+
 

            
2 4 6

6 2 2 2 4 3 6 61 ( ) (1 )(1 ( ))
2 4! 6!

x x x
o x ax bx b x b x o x= − + − + − + − + − +  

2 2 4 2 3 6 61 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 4! 6!
a b x b ab x ab b x o x= − − + + − + − + − +  

让低此项系数为零：
1

0
2

a b− − + = , 21
0

4!
b ab− + = ，解得

5 1
,

12 12
a b= − = 。     

此时 6x 的系数 2 31 1 1
0

6! 720 288
ab b+ − = −  ，函数 ( )f x 当 0x → 时是6阶无穷小量。   
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解法 2： 

2 4 6
2 6 2

2

2 2

2 4 6 6

2

(1 ) 1 ( ) (1 )
2 24 7201

( ) cos
1 1

1 1 1
( )

2 24 2 24 720

1

x x x
bx o x ax

ax
f x x

bx bx

b b
b a x x x o x

bx

 
+ − + − + − + 

+  = − =
+ +

     
− + − + − + − +     
     =

+

 

当
1

0
2

b a− + −  时， f 是二阶无穷小； 

当
1

0
2

b a− + − = 且
1

0
24 2

b
−   时， f 是四阶无穷小； 

当
1

0
2

b a− + − = 且
1

0
24 2

b
− =  时（

5 1
,

12 12
a b= − = ）， f 是六阶无穷小。 

 

解法 3：讨论极限
0

( )
lim

kx

f x

x→
，用 L’Hôpital 法则，但估计你没这个耐心。并非每洛必达啊！ 
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微分、切线、参数曲线、反函数 

6. 2ln(1 )y x x= + ，求
1

d
x

y
=
。 

⚫ 
1

d (1)d
x

y f x
=

= ， 11
d (1)d xx
y f x ==

= ，
1

d (1)d1
x

y f
=

= ，
1

d (1)d
x

y f
=

= ，
1

d (1)
x

y f
=

= 。哪个是

对的？ 

⚫ 什么是dy，dx？它们是 ,y x的无穷小改变量吗？什么是微分？微分与导数是什么关系？ 

 

 

7. 
ln x

y
x

= 在点(1,0)处的切线方程 

一阶 Taylor 展开：

1

ln ln1 ln
( 1) ( 1) 1 ( 1)

1
x

x x
y x o x x o x

x x
=


 

= = + − + − = − + − 
 

 

舍弃高阶无穷小， 1y x= − 即切线方程。 
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14. 已知曳物线的参数方程为
ln tan cos

2

sin

t
x a t

y a t

   
= +   

   
 =

，其中 0a  ， (0,π)t 。P为曳物线上一点，

L为曳物线在P的切线，记L与 x轴的交点为Q，求证| |PQ 为常数。 

 

证明：

2

2

1 1 1 1 cos
( ) sin sin ,

2 sin sin
tan cos

2 2

( ) cos

a t
x t a t a t

t t t t

y t a t

  
    
 =   − = − =    

   
  
  =

 

切线
( )

( ) ( ( ))
( )

y t
y y t x x t

x t


− = −


，切线与 x轴交点 : 0Q y = ，

( ) ( )
( )

( )

y t x t
x x t

y t


= −


， 
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2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( )
( ( )) (0 ( )) ( ) ( ) 1

( ) ( )

sin 1 cot

y t x t x t
PQ x x t y t y t y t

y t y t

a t t a

     
 = − + − = + = +         

 = + = 

 

也可以用斜边斜率结合勾股定理求得。 

 

常见问题： 

⚫ ( )x t 计算错误，对复合函数链索法则不熟练甚至不理解。 

⚫ 对三角函数性质不熟，不会化简计算结果，导致后续计算负杂 

⚫ 对由参数导数确定
d

d

y

x
不理解，或记错公式。 
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关于参数方程求导 
2cos

( ) ,
sin

( ) cos

a t
x t

t

y t a t


 =


  =

 

因为0 πt  ，所以
2cos

( ) 0
sin

a t
x t

t
 =  ，因此 ( )x x t= 有C反函数 ( )t t x= ，（为什么？） 

所以 

( ) ( ( ))y t y t x= 关于 x是C函数，从而（链索法则+反函数求导） 

d d

d d

d

d ( )d tan
dd ( )

d

y

y y tt t
xx x t

y t

t

t x


= = = =


。 
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关于参数曲线 

平面曲线
( ),

( )

x x t

y y t

=


=
    空间曲线

( ),

( ),

( )

x x t

y y t

z z t

=


=
 =

     

一般形式 1( ) ( ( ), , ( )) n
nt x t x t= = x x ， 

物理上：t时间， ( )tx 质点位置， ( )tx 速度向量； 

几何上：t参数， ( )tx 曲线上的点， ( )tx 曲线切向量。 

 

切线：过切点，沿切向量方向的直线 

切线方程： 0 0( ) ( )t s t= +x x x ， ( , )s − + 是切线的参数。 
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对平面曲线
( ),

( )

x x t

y y t

=


=
   切线的参数方程

0 0

0 0

( ) ( ),

( ) ( )

x x t sx t

y y t sy t

= +


= +
， 

 

可以改写为直线的点-向式方程 0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( )

x x t y y t

x t y t

− −
=

 
， 

这是比例关系式，分母为零时，分子是零，例如
1 2

0 3

x y− +
= 表示直线 1x = 。 

 

当 0( ) 0x t  时，可以改写为点-斜式方程 0
0 0

0

( )
( ) ( ( ))

( )

y t
y y t x x t

x t


− = −


。 

 

空间直线都有参数式方程和点向式方程，但只有平面曲线才有点斜式方程。 

但平面曲线有上凸下凸，此时需要由参数方程计算
2

2

d

d

y

x
。 
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有人依据
d ( )

d ( )

y y t

x x t


=


臆测

2

2

d ( )

( )d

y y t

x tx


=


。这是不对的！这样的人要读读伊索寓言中《盐贩和驴》的故事。 

事实上，
2

2 3

d d d ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d

dd d ( ) ( )dd

y y y t x t y t x t y t

x x x t

t

t xx x t

      − 
= = =       

。 

由量纲分析（每个理工科学生都应该知道）也会发现
2

2

d ( )

( )d

y y t

x tx


=


是不对的。 

变量 量纲 变量 量纲 变量 量纲 

y  A 
d

d

y

x
 1AB−  

2

2

d

d

y

x
 2AB−  

x  B  ( )y t  1AC−  ( )y t  2AC−  

t  C  ( )x t  1BC−  ( )x t  2BC−  

  
( )

( )

y t

x t




  

1
1

1

AC
AB

BC

−
−

−
=  

( )

( )

y t

x t




  

2
1

2

AC
AB

BC

−
−

−
=  
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13．设 2 5y x x x= + + ，其反函数 ( )x x y= 满足在 (0) 0x = ，求
d

(0)
d

x

y
，

2

2

d
(0)

d

x

y
。 

解法 1： 先证明存在反函数，且反函数二阶可微。 

4d
1 2 5

d

y
x x

x
= + + ，

2
3

2

d
2 20

d

y
x

x
= + ， 

知
d

d

y

x
在

3

1

10
x

−
= 处取最小值

3 3

2 5
1 0

10 10 10
− +  ， 所以 y严格增有反函数，且反函数C。 

 
4

0

d 1 1
(0) 1

dd 1 2 5(0)
d

x

x

yy x x

x
=

= = =
+ +

，  

2

2 32

2 4

0

3 3

d
(0)

d 2 20d(0) 2
d (1 2 5 )d

(0)
d

x

y

x xx

y x xy

x
=

− −
= − = = −

+ + 
 
 

。 

常见错误：由
4

d 1 1

dd 1 2 5

d

x

yy x x

x

= =
+ +

，再求导
2 3

2 4 2

d 2 20

d (1 2 5 )

x x

y x x

− −
=

+ +
。 
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解法 2：方程对 y求导，得到 ( )4 4d d d d
1 2 5 1 2 5

d d d d

x x x x
x x x x

y y y y
= + + = + + ，                           

代入 0x y= = ，得到
0

d
1

d
y

x

y
=

= 。                                            

再对 y求导，得到 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

4 4

4 4

2

3 4

d d d
1 2 5 1 2 5

d d
1 2 5 1 2 5

d d

2

d d

d d

d d

d d

0 1

20 1 2

d d d

d

d
5

d

d

x x x x

x
x x x x

x y

x

x x

x

y y

x x

y y

x x

y y

y y y

x
 
 


+ + + +

+ + + +

+ + +

= +

= +

= +


=

 

代入 0x y= = ，
0

d
1

d
y

x

y
=

= ，得到
2

2

0

d
2

d
y

x

y
=

= − 。                         
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常见错误：由 ( )4 d
1 1 2 5

d

x
x x

y
= + + 求导，得到 ( ) ( )

2
3 4

2

d
0 2 20 1 2 5

d d

d x
x x x

x

yy
= + + + + 。 

 

很多同学使用： 41 2 5x xx x x  = + + ，再求导得到 3 42 200 2 5x xx x x xx x  + + + = + 。这种导数符

号容易引起混淆（不知道求导自变量是谁），建议改用 Leibniz 符号。比如 

( ) ( ) ( )
2

4 4 4

2

d d d

d d d

d d d
1 1 2 5 1 2 5 1 2 5

d d d

x x x
x

y y
x x x x x

y y yy

 
= + + = + + + + + 

 
 

Leibniz 高阶导数符号的含义 
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解法 3：这本质上是 Newton 使用的办法，可惜现在不教了。 

设 y x u= + ，则 2 5 ( ) (1)u x x o x o= + = = 。代入，得到                

2 5 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y y u y u y u y u y o y o u= − + − + − = − + + + ，                         

所以 2 2( ) ( )u o u y o y+ = + ，从而 2 2( )u y o y= + ， 

因此 2 2( )x y u y y o y= − = − + ，从而
0

d
1

d
y

x

y
=

= ，
2

2

0

d
2

d
y

x

y
=

= − 。     

 

 

解法 4：反函数， 2 5x y y y= + + 。 两边求导：                     

4d
1 2 5

d

x
y y

y
= + + ， 

2
3

2

d
2 20

d

x
y

y
= + ，由此得

0

d
1

d
y

x

y
=

= ，
2

2

0

d
2

d
y

x

y
=

= 。哪里有问题？ 
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关于高阶可微性的重要补充 

⚫ ,f g是r阶可微 f g 是r阶可微： 

链索法则( ) ( )f g f g g  =  ，结合数学归纳法。 

⚫ f 是r阶可微， 0f 
1

f
 是r阶可微： 

2
1 1

f
f f

   
= −    

   
，结合数学归纳法。 

⚫ f 是r阶可微， 0f   1f − 是r阶可微： 

( )1 1
f

f

− 
=


，结合数学归纳法。 

⚫ 参数方程确定的函数的高阶可微性：反函数、复合函数的高阶可微性。 
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10. ( )
( )

1
ln

n

x
x x

=
 

⚫ Leibniz 公式：乘积的高阶导数 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( 1) 1 2

1
0

( 1)! ( 2)!
ln ln (ln ) (ln ) ( 1) ( 1)

n
n n kk k n n n n

n n n
k

n n
x x C x x x x n x x n

x x

− − − −

−
=

− −
= = + = − + −  

( )
( ) 2 2

1
ln ( 1) ( 2)!( ( 1)) ( 1) ( 2)! ( 1) ( 2)!

n n n n

x
x x n n n n n− −

=
= − − − − = − − = − −  

常见错误：结果不化简 

⚫ Taylor 展开：换元 1x t= + ， 

2 1

1 22

( 1)
ln (1 )ln(1 ) (1 ) ( )

2

( 1 ( 1) ( 2)) ( 1)
( ) ( ), 0.

1 !

!

n n
n

n n
n n n n

n

t t
x x t t t t o t

n

t t o t t t o t
n

t
n n n

−

− − −

 −
= + + = + − + + + 

 

 − −
= + + + + = + + + → 

−

−

 

−
  

 



 27 / 38 

 

单侧极限与连续、单侧导数与可微 

4. 
e e

( ) lim
e e

tx x

tx xt
f x

−

→+

−
=

+
的间断点。 

解：【本题难度 0.87，可以跳过】 0x = 是唯一间断点，跳跃间断点，第一类间断点。 

2

e (1 (1))
lim 1, 0,

e (1 (1))

e e 0
( ) lim lim 0, 0,

2e e

e (1 (1))
lim e , 0.

e (1 (1))

tx

txt

tx x

tx xt t

x
x

xt

o
x

o

f x x

o
x

o

→+

−

→+ →+

−
−

→+

 +
= 

+
−

= = = =
+ 

 − +
= − 

+

 

0 0
lim ( ) 1 1 lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= −  =  。 
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11. 设
e , 0;

( )
1 , 0

x x
f x

ax x

− 
= 

+ 

 

（I）求a值，使得 ( )f x 为可导函数； （II）此时 ( )f x 是否为二阶可导函数？写出理由。 

解：（I）函数 f 对所有 0x  都有定义，所以 0a  。此时在除去 0x = 外， f 为初等函数，是C函数。

所以只需讨论 f 在 0x = 处的可微性。。 

0 0
lim ( ) lim e 1 (0)x

x x
f x f

+ +

−

→ →
= = = ，

0 0
lim ( ) lim 1 1
x x

f x ax
− −→ →

= + = ，所以 f 是连续函数。 

e , 0;

( )
, 0

2 1

x x

f x a
x

ax

− − 


 = 


+

，
0 0 0

( ) (0)
(0) lim lim ( ) lim e 1

0

x

x x x

f x f
f f x

x+ + +

−
+

→ → →

−
  = −== = −

−
， 

0 0 0

( ) (0)
(0) lim lim ( ) lim

0 22 1x x x

f x f a a
f f x

x ax
− − −−

→ → →

−
 = = =

− +
= 。 f 在 0x = 处可导 (0) (0)f f+ −

  = ，即

2a = − 。 



 29 / 38 

 

（II）

e , 0;

1, 0;
( )

1
, 0

1 2

x x

x
f x

x
x

−− 

− =

 = 
− 

 −

    

( )
3/2

e , 0;

( ) 1
, 0

1 2

x x

f x
x

x

− 


 = −


 −

 

因为 f 连续，所以
0 0

(0) lim ( ) lim e 1x

x x
f f x

+ +

−
+

→ →
= = = ，

( )
3/2

0 0

1
(0) lim ( ) lim 1

1 2x x
f f x

x
− −−

→ →

−
  = = −

−
= ， 

所以 f 在 0x = 处不是二阶可导的。 

解法 2：
2

2e 1 ( )
2

x x
x o x− = − + +  ，

2 2

2

1 1
1

2 2
1 1 ( )

2 2

a x
ax

ax o x

 
− 

 + = + + + ， 0x → 。 

f 在 0x = 可导当且仅当 1
2

a
− = ，即 2a = − ；此时

2
21 2 1 ( )

2

x
x x o x− = − − + ，所以 f 在 0x = 不是

二阶可导。 
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问题： 

⚫ 0 0 0 0 0( ), ( ), ( ), ( ), ( )f x f x f x f x f x+ −
    + − 分别是什么？有什么关系？ 

⚫ 0 1( ) ( ), 0n n
nf x a a x a x o x x= + + + + → 与 f 在 0x = 处的n阶可微性有什么关系？ 
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16.（I）设
1 1

1 ln
2

nx n
n

= + + + − ，证明数列{ }nx 收敛； 

（II）设
11 1 ( 1)

1
2 3

n

ny
n

+−
= − + + + ，求 lim n

n
y

→
。 

解：【第一部分是习题课题目，可省略不讲】（I）因为 
1 1 1

ln 1
1n n n

 
 +  

+  
，（这个公式可以直接用），

所以{ }nx 单调减： 1

1 1 1
ln( 1) ln ln 1 0

1 1
n nx x n n

n n n
+

 
− = − + + = − +  

+ +  
。 

另一方面，{ }nx 有下界： 

1 1 1 1 1 1 1
1 ln ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 ln

2 3 1 2 3
nx n n

n n

       
= + + + + −  + + + + + + + + −       

       
 

3 4 1 1
ln 2 ln ln ln ln ln 0

2 3

n n
n

n n

+ +
= + + + + − =  。 

所以 lim n
n

x
→

存在。 
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（II）记 lim n
n

x 
→

= ，则
1 1

1 ln
2

nn
n

 + + + = + + ，其中 (1),n o n = →。 

        
2

2

1 1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2 3

1 1
1 1

3 3

ln(2 ) ln ln 2,

n

n n

n n n
y

x n x n n

 
= + + = + + − − − + + + + 

 

= + − − →

+

→

+
 

而 2 1 2

1
ln 2,

2 1
n ny y n

n
+ = + → →

+
。 所以 lim ln 2n

n
y

→
= 。 

（II）解法 2：由 Lagrange 余项 Taylor 公式， 

1

1

1 1 ( 1) ( 1)
ln 2 ln(1 1) 1 , 1 2

2 3 ( 1)

n n

nn n




−

+

− −
= + = − + − + +  

+
， 

所以
1

1

1 1 ( 1) 1 1
1 ln 2 0,

2 3 1( 1)

n

n
n

n nn 

−

+

−
− + − + − =  → →+

++
。 

所以 lim ln 2n
n

y
→

= 。 

常见错误：只证明了 2ny 收敛。用 Peano 余项 Taylor 公式。或直接用幂级数（缺理由） 
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解法 3： 

2

1 1

00

1 1
1 1

3 3

1 1 1

1 2 2

1 1 1 1

1 2
1 1 1

1
d l

1 1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2 3

n(1 ) ln 2,
1

ny

n n n

nn

n n n

x x n

n n n

x

 
= + + = + + −  

 

= + + +
+ +

 
 

= + + + 
 + + +
 

→ = + = → +
+

− − + + + + + +



 

 

 

 



 34 / 38 

 

17.（I）设 ( )f x 在 0x 点可导，令 0 02
1

( )
n

n

k

k
x f x nf x

n=

 
= + − 

 
 ，证明： 0

1
lim ( )

2
n

n
x f x

→
= ； 

（II）求
2 2 2

1 2
lim 1 1 1
n

n

n n n→

    
+ + +    

    
。 

 

（I）证明：不妨设 0 0, (0) 0x f= = （可以考虑 0 0( ) ( ) ( )g t f x t f x= + − ），记 (0)f  = 。 

则
2

1

n

n

k

k
x f

n=

 
=  

 
 。 

因为 ( ) (0) (0) ( ) ( ), 0f x f f x o x x o x x= + + = + → ，所以对任意 0  ，存在 0  使得当

0 x   时， ( )x f x x x  −  −  。（这是本解答最重要的一步！它保证了极限的一致性） 

当
1

2
n






 + 时，对任意1 k n  ，

2
0

k

n
  ，因此

2 2 2 2

k k k k
f

n nn n n n

 
  

 
−  −   −     

 
， 
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相加得到 1
2 2

1

n

n
k

k

k
k

f
n n

  =

=

 
−  −   

 


 ，即 

2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

2
2 2 22

n n n n n

k k k k k

k k n
f f k k k

n n n n n n

  








= = = = =

   
−  − + −  + − = +    

   
     ， 

所以 lim
2

n
n

x


→
= 。 

 

常见错误：
2 2 2 2

1k k k k
f o o

nn n n n
 

     
=  + =  +     

     
， 

( )2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1 1
1

2 2 2

n n n n n

k k k k k

k k k k
f o no o

n nn n n n

 
  

= = = = =

      
= + = + = + − + →      

       
     。 

错在哪里？与第 1 题解法 1 中的情况有什么不同？ 
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（II）解法 1：对 ( ) ln(1 )f x x= + ，用结论 1。 

 

 

解法 2：对任何正数 x，可以证明
1 1 1

ln 1
1x x x

 
 +  

+  
。 

于是
2 2 2 2 2

1
ln 1

1

k k k k

n n n k n n n

k

 
 =  +  

+ +  
+

，从而
2 2

2
e 1 e

k k

n n n
k

n
+  +  。因此 

2 2 2 2

1 11 1

2 2
2 2 2

1 2
e e 1 1 1 e e

n n

n n n n n n
n

n n n

+ + + +
+ +     

  + + +  →    
    

，所以所求极限值为

1

2e 。 
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解法 3：用均值不等式， 

2 2 2 2 2
1

1 2 1 1
1 1 1 1 1

2

n nn

k

n k n

nn n n n n=

  +        
+ + +  + = +         

         
  

2 2 2 2

2 2 2 2
1

2 2 2

1 1

1 2 1 2
1 1 1

n
n

k

n n n n

n nn n n n n k

n n n
=

      
=       

     + + + +      + + +    
    



2
1

1
( )

n
n

k

k

n n k=

 
= − 

+ 
 2

1

1
1 1

2( )

n nn

k

k

nn n n=

   
 − = −   

+   
 ， 

所以 

2 2 2 2

1 1 2 1
1 1 1 1 1

2 2

n n
n n

n n n n n

−
+        

−  + + +  +        
        

 

因为

1

2
2

1 1
lim 1 lim 1 e

2 2

n n

n n

n

n n

−

→+ →+

+   
− = + =   

   
，所以

1

2
2 2 2

1 2
lim 1 1 1 e

n

n

n n n→+

    
+ + + =    

    
。 
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完了 


