
微积分 A1 第 4 次习题课答案   导数的计算与应用、高阶导数的计算 

 

第一部分：内容回顾 

   反函数求导法则：设 f 在 ( , )a b 上严格单调且连续， 0 ( , ),x a b 0( ) 0,f x  则反函数

1( )x f y 在 0 0( )y f x 处可导，且
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参数方程确定的函数求导法则： ( ), ( ), ( , ),x t y t t a b    若 ( ), ( )t t  在 ( , )a b 上可

导， ( ) ( , )t a b 在 上存在反函数
1( )t x 且 ( ) 0,t  则 

1( ) ( ( )),y t x     

由复合函数的链式法则可得 
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隐函数求导法则：由方程 ( , ) 0F x y  确定的函数 ( )y y x 称为隐函数。如果能够证明

隐函数可导，则可以将方程 ( , ) 0F x y  中 y 视为 ( ),y x 即 

( , ( )) 0,F x y x   

则可利用复合函数的求导法则，方程两边对 x 求导，从而求解 ( ).y x  

高阶求导公式： 

( )sin sin( ),
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( )cos cos( ),
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( ) 1(ln(1 )) ( 1) ( 1)!(1 ) ,n n nx n x       

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),n n nf g x f x g x    
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第二部分：习题 

 

1. 1) 2 4( 0) ( ), ( ) ;y xy x y y x y x   证明: 确定隐函数 并求 的定义域与值域

2) ( ) , ( ) ( )  ( 2,1) ;y x y x y y x  在其定义域上可导并求 及曲线 在点 处的切线方程

3) ( ) , ( ).y x y x在其定义域上二阶可导并求  

证明：1）由2 4( 0)y xy x    得 
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( ) (0,2] ,x y 在 上连续 且 
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因此 ( )x y 的值域为 ( , 0]. ( ) (0, 2] ,x y 在 上严格单调递增 因此 ( ) ( ),x y y y x有反函数

此反函数即2 4( 0)y xy x   确定的隐函数，其定义域为 ( ,0], 值域为 (0,2].  
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 在 上严格单调递增 且 
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由反函数求导法则知因反函数 ( )y y x 在 ( ,0] 上可导，且 
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上面推导过程中省略部分需要用到原方程。 

（既然已经证明了反函数 ( )y y x 在 ( ,0] 上可导，我们也可以用隐函数求导的方法

求解 ( ),y x 这样计算稍微简单一些：在方程 2 4( 0)y xy x   中视 ( ),y y x 两边对 x 求

导，得 

2 ln 2 ( ) ( ),y y x y xy x             

解得 
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） 

将 2x   代入2 4,y xy  得 ( 2) 1.y   于是
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( )y y x 在点 ( 2,1)

处的切线方程为 
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3）由 2）中结论 ( )
2 ln 2y

y
y x
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以及复合函数的链式法则知， ( )y x 二阶可导，且 
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（求 ( )y x 时，也可以在方程 2 4( 0)y xy x   中视 ( ),y y x 两边对 x 求两次导数，

解出 ( )y x .） 

 

2. 设曲线 ( )y y x 二阶可导，其极坐标方程为 ( ).r r  求 ( ), ( )y x y x  （用 的函数表示）。 

解：由极坐标方程可得曲线的参数方程为 

( )cos , ( )sin .x r y r      

因此 
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3. 曲线 ( )y f x 在点
0 0( , ( ))x f x 处的切线方程为 

0 0 0( ) ( )( ).y f x f x x x    



为了近似求解 ( ) 0,f x  我们用这条切线与 x 轴的交点
1x 近似曲线 ( )y f x 与 x 轴的

交点 .c 换言之，我们用方程
0 0 0( ) ( )( ) 0f x f x x x   的解 0
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作为方程

( ) 0f x  的近似解。以
1x 代替

0 ,x 重复上面的过程，得到 1
2 1

1

( )

( )

f x
x x

f x
 


.如此迭代下

去，得到数列 
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近似求解方程的这种迭代法是牛顿首先提的，所以叫做牛顿法。试用牛顿法计算算术平

方根 .a  

（1）设 0,a  求牛顿法计算 a 的迭代公式。 

（2）任意取定
0 0,x  试证迭代公式中数列{ }nx 收敛到 a 。 

（3）证明：计算 a 的牛顿法是二次收敛的，即存在常数 0,c  使得 

2

1 ,     1.n nx a c x a n       

解：（1）记 2( ) ,f x x a   a 为方程 ( ) 0f x  的正根。牛顿法求解方程 ( ) 0f x  的迭代

公式为 
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（2）
0 0,x  由迭代公式知 0,nx  且 
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由此又可得 
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数列{ }nx 单调递减，有下界 ,a 故{ }nx 收敛，设 *lim .n
n

x x


 由 nx a 得 

* 0.x a   

在迭代关系式
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  中令 ,n 得 
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即 * 2( ) .x a 又 * 0,x  所以 * .x a  

（3）由迭代公式及 ,nx a 可得 
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4. 如图，假设从光源 (0,1)F 处发出的光线经过光滑曲线 ( )y f x 反射后得到的光线与 y

轴平行，求证： ( )y f x 满足 

2 2 (1 ) 0, (0) 0.xy y y x y        

解：任取曲线 ( )y f x 上一点 ( , ( )),M t f t 过点M  

作曲线 ( )y f x 的切线MQ 与 y 轴交于点 .P 对入射光线 

,FM 其反射光线MG与 y 轴平行。而由光线的发射 

定理， .FMP GMQ  因此 FPM 为等腰三角形， 

且 .FP FM 切线MQ 的方程为 

              ( ) ( )( ),y f t f t x t    

MQ 与 y 轴的交点P 的坐标为 (0, ( ) ( )).f t tf t 于是FP FM 可以表示为 

2 2 2(1 ( ) ( )) (1 ( )) ,f t tf t t f t      

即 

2 2 2( ( )) 2 ( )(1 ( )) 0.t f t tf t f t t      

注意到 0t  时，入射光线与反射光线均平行于 y 轴，因此切线平行于 x 轴， (0) 0.f   于是

( )f t 满足 

2( ( )) 2 ( )(1 ( )) 0, (0) 0.t f t f t f t t f                               

5. 设 ( ( ))y f g x ，求 ( ).y x  



解： ( ( )) ( )y f g x g x   ， 
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6. 求下列函数的n 阶导数 

（1） ( ) ( 0)
ax b

f x c
cx d


 


          （2）

2( ) cos2f x x x  

（3） ( ) sinxf x e x                 （4） ( ) lnnf x x x  

解：（1） 1
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（2） (cos 2 ) 2sin 2 2cos(2 )
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2(cos 2 ) 4cos 2 2 cos(2 2 )
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3(cos 2 ) 8sin 2 2 cos(2 3 )
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x x x


      

(4) 4(cos 2 ) 16cos 2 2 cos(2 4 )
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( ) 2 ( ) 2 ( ) ( 1) ( 2)( ) ( cos2 ) (cos2 ) 2 (cos2 ) ( 1)(cos2 )n n n n nf x x x x x nx x n n x       
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（3）解法一： ( sin ) (sin cos ) 2 sin( ),
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2( sin ) 2 sin( ) cos( ) ( 2) sin( 2 ),
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设 ( )( sin ) ( 2) sin( ),
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由归纳法知           ( )( sin ) ( 2) sin( ).
4
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解法二：定义复指数函数 i (cos isin )a b ae e b b   ，可以验证 
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定义实变量复值函数的导数运算： ( ( ) i ( )) ( ) i ( ),x t y t x t y t     可以验证 

( ) , .te e       

于是   ( ) ( ) ( )( cos ) i( sin ) ( cos i sin )x n x n x x ne x e x e x e x    
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7. 设 ,

d
( ) (1 )

d

n
m n

n m n
P x x

x
  ，求 , (1).n mP  



 解：记 2 1( ) (1 )m nf x x x x      ，由 Leibniz 公式得 
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8. 设 2( 1)my x x   ，求
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解： 2 1

2 2
( 1) (1 )

1 1

m x my
y m x x

x x

     
 

, 即 

2 1 .x y my   

两边对 x 求导，得    
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2 2( 1) .xy x y m y     

两边对 x 求n 阶导，由 Leibniz 公式得 
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令 0x  ，得 
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