
第 9周习题课   

 

一．求极值 

1 证明对任意 )2,0(x ，成立不等式 32ln4 2  xxxx  

证明：令 32ln4)( 2  xxxxxf ，考虑 )(xf 在(0,2)内的正负号与极值问题。先求驻

点。 22ln44)(  xxxf  

 令 0)(  xf ，解出驻点 )2,0(10 x ，进一步考查两个单侧极限的情况。 
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这意味着 0)( xf ，即原不等式成立。 
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  (2) y  的零点是 31 x ， y  不存在的点是 22 x 。 

  (3) 列表讨论如下： 
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所以，当 x 时，没有斜渐近线。 
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所以，当 x 时，

有斜渐近线： )1(3  xy 。 

 

二．不等式证明题 

 

4 设 0x ，证明不等式
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证明：令 xxxxxxxf  )22(
4

)1arctan()22()( 22 
，则 0)0( f  

0]
4

)1)[arctan(22(

)22(
4

)1arctan()22()(









xx

xxxxf

 

 于是当 0x 时 0)(xf ，即原左侧不等式成立。 
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即原右侧不等式成立。 

5 证明：当 )1,0(x 时，
22 )1(ln)1( xxx   



证明：                     
22 )1(ln)1()( xxxxf   

xxxxf 2)1ln(2)1(ln)( 2   
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显然 )1,0(,0)1ln(  xxx ，因此 )1,0(,0)(  xxf ， )(xf  为单调降函数。

因为 0)0( f ， )1,0(,0)(  xxf ， )(xf 为单调降函数。 

因为 0)0( f ，所以 )1,0(,0)(  xxf ，即当 )1,0(x 时，
22 )1(ln)1( xxx  。 

6 bae  ，求证：
ab ba  。 

证明： xaaxxF lnln)(  ， xae  ， 
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三．泰勒公式证明题 

7 设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内二阶可导，证明 ),( ba 使得 
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8 设 )(xf  在 ),( ba 内连续， 0)(),,(, 000  xfbahxx ， 

)1,0(),()()( 000  hxfhxfhxf  
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证明： )()()( 000 hxfhxfhxf  ， 

      )1,0(),()()( 000   hxfhxfhxf ，代入 

       )()()()( 0000 hxfhxfhxfhxf    
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9 设  xf 三阶可导，且         2
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10 （第 4 章总复习题题 11, p.125） 设函数 )(xf 在闭区间 ]1,0[ 上二阶可导，且

)1(0)0( ff  。 进一步假设 1} [0,1] ),(min{ xxf 。证明存在 )1,0( ，使得

8)(  f 。 

证明：设 )(xf 在点 )1,0(0 x 处取得最小值，则 1)( 0 xf 且 0)( 0  xf 。将函数值

0)0( f 和 0)1( f 在点 0x 处作 Taylor 一阶展开，带 Lagrange 余项，则有 
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一方面，上式左边是平均值 )]()([ 212
1  ff  ，介于两个值 )( 1f  和 )( 2f  之间。根据

Darboux 定理（导数介值定理）可知，存在一点 介于 1 和 2 之间，使得 

)]()([)( 212
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不难证明，上述不等式左边当 2/1 时取得最小值8 。这就证明了存在 )1,0( ，使得

8)(  f 。证毕。 

 

11 证明：方程 11   xxx nn  （ 1n ）在 )1,0( 内必有唯一实根 nx ，并求 n
n

x
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证明：记 1)( 1   xxxxF nn

n  ， 1)1(,1)0(  nFF nn ，由连续函数介值定理可

知， )(xFn 在在 )1,0( 内必有一实根。 
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12 设 2( ) sin sin sinn
nf x x x x    ，证明  
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13 设函数 )(xf 在 )1,0( 内具有连续的三阶导数，且 0
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14 设 )(xf 在 ),( a 内 可 导 ， 如 果   lxxfxxf
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fbf  

相加，  )()(
8

)(
)(

2
2)( 21

2

xfxf
ab

af
ba

fbf 









 
 。 

由导函数的介值定理，存在 ),(0 bax  ，使得 )(
4

)(
)(

2
2)( 0

2

xf
ab

af
ba

fbf 









 
 。 

 

16 设 f 在 ],[ ba 一阶可导，在 ),( ba 二阶可导，且满足 0)()(  bfaf ，求证存在

),(0 bax  ，使得 

)()(
)(

4
)(

20 afbf
ab

xf 


  

证明：  21)(
2

1
)()( axxfafxf   

       22)(
2

1
)()( bxxfbfxf   

相减，           afbfbxxfaxxf 
2

2

2

1
2

1
 

令
2

ba
x


 ，上式为 

               afbfabxfxf 
2

21
8

1
 

         
 

    afbf
ab

xfxf 



221

8
 

若 )()(
)(

4
)()()(

)(

4
)(

2221 afbf
ab

xfafbf
ab

xf 





 ， ， 

则    
 

   afbf
ab

xfxf 



221

8
，矛盾。故存在 ),(0 bax  ，使得 

)()(
)(

4
)(

20 afbf
ab

xf 


  

 

17 设  baCf ,2 ，且 0)()(  bfaf ，试证 



（1） )(max)(
8

1
)(max 2 xfabxf

bxabxa



； 

（2） )(max)(
2

1
)(max xfabxf

bxabxa



。 

证明：（1）不妨设 )(xf 不恒为零，并设 )(max)( 0 xfxf
bxa 

 ，则 0)( 0  xf ， 

2

00 ))((
2

1
)()( xxfxfxf    

2

010 ))((
2

1
)()(0 xafxfaf          （1） 

2

020 ))((
2

1
)()(0 xbfxfbf          （2） 

如果 






 


2
,0

ba
ax ，由（1）式可得 )(max)(

8

1
)(max)( 2

0 xfabxfxf
bxabxa




；如果








 
 b

ba
x ,

2
0

，由（2）式可得 )(max)(
8

1
)(max)( 2

0 xfabxfxf
bxabxa




。 

（1） 设 )(max)( 0 xfxf
bxa




， 

2

01000 ))((
2

1
))(()()(0 xafxaxfxfaf    

2

02000 ))((
2

1
))(()()(0 xbfxbxfxfbf    

相减， 22

0

2

00 )()(max
2

1
])()[()(max

2

1
))(( abxfxaxbxfabxf

bxabxa



。故 

)(max)(
2

1
)(max xfabxf

bxabxa



。 

 

18 设 )(xf 在  21, xx 可导， 210 xx  ，证明  21, xx ，使 

   
    ff

xfxf

xx

xx


 21

21

12

1
 

证明：记  
 

 
x

xG
x

xf
xF

1
,  ，Cauchy 中值定理得 

   
   

 
 


G

F

xGxG

xFxF










12

12 ， 

代入即可。 



 

19 设  xf 二阶导数存在且连续，  bac , ，证明在  ba, 内至少存在一点 ，使得 

 
  

 
  

 
  

 f
cbab

bf

bcac

cf

caba

af








 2

1
 

证明：          21
2

1
cafcacfcfaf    

               22
2

1
cbfcbcfcfbf    

代入， 

      左    


















ab

cb
f

ba

ca
f 21

2

1
 。 

如果    21  ff  ，则已证毕；如果    21  ff  ，不妨假设    21  ff  ，则 

       2211  f
ab

cb
f

ba

ca
ff 

















  

由导函数的介值定理，存在  ba, 使得       f
ab

cb
f

ba

ca
f 



















21
，证毕。 

 

20 已知  xf 在 a 的 邻域内四阶可导，且   Mxf )4(
，设  h0 ，证明 

 
      2

2 12

2
h

M

h

afhafhaf
af 


  

证明：             4

1

)4(32

24

1

6

1

2

1
hfhafhafhafafhaf   

                  4

2

)4(32

24

1

6

1

2

1
hfhafhafhafafhaf   

代入左式， 

       左    2

)4(

1

)4(

24

1
 ff  2

12
h

M
  

 

21 设    xgxf , 在   , 有定义，    xfxf  , 存在，且满足 

        0 xfxgxfxf  



若     babfaf  ,0 ，是  xf 的两个相邻的零点，证明在  ba, 上，   0xf 。 

证明：如果  xf 不恒为 0，至少存在一点 1x 使得   01 xf 。不妨假设   01 xf 。  xf 在  ba,

上有最大值     010  xfxf 。因为     0 bfaf ，  bax ,0  ，  0xf 为极大值。代入

        00000  xfxgxfxf ，     000  xfxf ，与  0xf 为极大值矛盾。所以在  ba,

上，   0xf 。 

 


