
第八周习题课     

1. 设 )( xf 在   , 上具有二阶连续导数，且 0)0( f ，对函数 
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（I）确定 a 值使 )( xg 在   , 上连续； 

（II）对（I）中确定的 a 值，证明 )( xg 在   , 上的一阶导数连续。 

证明（I） )0(
)0()(

lim
)(

lim)(lim
000

f
x

fxf

x

xf
xg

xxx






。 

当 )0(fa  时 )( xg 在   , 上连续； 

（II） 0x 时，
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)( xg 在   , 上的一阶导数连续。 

 

一．不等式证明 

2. 设 0x ，证明不等式
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证明：令 xxxxxxxf  )22(
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 于是当 0x 时 0)(xf ，即原左侧不等式成立。 
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24

)1arctan()(  



x

xx ， 

0)(,0
2

1

)1(1

1
)(

2



 x

x
x   

即原右侧不等式成立。 

 

3. 证明：当 )1,0(x 时，
22 )1(ln)1( xxx   

证明：                     
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显然 )1,0(,0)1ln(  xxx ，因此 )1,0(,0)(  xxf ， )(xf  为单调降函数。

因为 0)0( f ， )1,0(,0)(  xxf ， )(xf 为单调降函数。 

因为 0)0( f ，所以 )1,0(,0)(  xxf ，即当 )1,0(x 时，
22 )1(ln)1( xxx  。 

 

4. bae  ，求证：
ab ba  。 

证明： xaaxxF lnln)(  ， xae  ， 

0)(,0)(  aFxF  

axxF  ,0)(  

0)( bF  

ab ba  。 

 

二．中值定理证明题 

5. 设 )(xf 是以 2 为周期的连续函数，则在任何一个周期内，存在 R  ，使得



)()(  ff  。 

证明：令 )()()( xfxfxF   ，则 )(xF 为连续函数，且 )()()( afafaF   ， 

       )()()()2()(   afafafafaF  

      0)()(  aFaF ，当等号成立时，取 a ；当等号不成立时，有连续函数介值

定理可得存在 ( , )a a    使得 0)( F ，即 )()(  ff  。 

 

6. 证明：若 ),( Cf ， xxff ))(( ，则存在 ),(  ，使得  )(f 。 

证明：记 xxfxF  )()( ，则 )(xF 为连续函数， 

)()())(())(( xfxxfxffxfF   

0))(()(  xfFxF  

有连续函数零点存在性可得，则存在 ),(  ，使得 0)( F ，即  )(f 。 

 

7. 设 ]1,0[]1,0[: f 为连续函数， xxffff  ))((,1)1(,0)0( 。证明： 

（I） )(xf 是单调函数； 

（II） xxf )( 。 

证明：（1）反证法： 

假设 )(xf 不是单调函数，则存在 )1(1)()(,],1,0[, 122121 fxfxfxxxx  。 

因 为 ]1,0[]1,0[: f 为 连 续 函 数 ， 存 在 ]1,[ 23 xx  使 得 )()( 13 xfxf  ， 而

3311 ))(())(( xxffxffx  ，矛盾。 

（2） ]1,0[)(,],1,0[  xfxx 。 

如果 )(xfx  ，由 f 的单调性， xxffxf  ))(()( ， xxf )( ； 

如果 )(xfx  ，由 f 的单调性， xxffxf  ))(()( ， xxf )( 。 

故 xxf )( 。 



 

8. 在  1,0 上， 1)(0  xf ， )(xf 可微，且 1)(  xf ，证明在  1,0 存在唯一的 使

 )(f 。 

证明：（1）存在性：作辅助函数 xxfxF  )()( ， 
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由连续函数的介值定理得，在  1,0 存在 使 0)( F ，即  )(f 。 

（2）唯一性：若存在两点 21 , ，使 11)(  f ， 22 )(  f ，由 Lagrange 中值定理，存

在  21,  （假设 21   ），使 
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与条件 1)(  xf 矛盾。 

 

9. )(xf 在  1,0 连续，在  1,0 可微，且 0)1( f ，则  1,0 ，使
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证明：作辅助函数 )()( xxfxF  ， 0)1()0(  FF ，存在 )1,0( ，使 

      0  ffF  

 

10. 设 ),0[ Cf ，在 ),0(  可导， 0)(lim,0)0( 
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x

，求证：存在 ),0( 

使 0)(  f 。 

证明：（1）若 0)( xf ，结论显然成立。 

（2）若 )(xf ，不恒为零，则一定存在 ),0(  使 0)( f 。不失一般性，假设 0)( f ，

由连续函数的介值定理得在 ),0(  中存在一点 1 使  
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11. 设 ( )f x [0, ) 内可导，且在
2

2 1
0 ( ) ln , [0, )

1 1

x
f x x

x


    

 
。证明：

2

2 1
(0, ), ( )

2 1 1
f 

 
    

 
。 

证明：因为
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12. 设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内具有二阶导数且存在相等的最大值，

)()(),()( bgbfagaf  ，证明：存在 ),( ba ，使得 )()(  gf  。 

证明：令 )()()( xgxfxF  ， 则 

                         0)( aF ， 0)( bF ，  

设 )(),( xgxf 在 ),( ba 内的最大值为M 分别在 ),(),,( baba   取得。 

当   时，取 ),( ba  ，则有 )()(  gf  。  

当   时，则 



0)()()()(   gMgfF   

0)()()()(  MggfF    

由介值定理，存在 ),( ba 使 0)( F ，即 

)()(  gf   

由 Rolle 定理， 

),(1  a ， 0)( 1  F ， ),(2 b  ， 0)( 1  F  

再由 Rolle 定理， ),(),( 21 ba  ， 0)(  h ，即 

)()(  gf 
 

 

 

13. 函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 连续，在 ),( ba 二阶可导，且 0)(  xg ， 

0)()()()(  bgagbfaf 。 求证 

（1） 0)( xg ， ),(x ba ； 

（2） ),( bac ，使得 
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证明：（1）用反证法，若在 ),( ba 内存在 ),( bac 使得 0)( cg ， 

则由 Rolle 定理， ),(1 cac  ， ),(2 bcc  ，使得 0)()( 21  cgcg 。 

再由 Rolle 定理可知， ),( 210 ccc  ，使得 0)( 0  cg 。此与题设矛盾。 

（2）记 )()()()()( xgxfxgxfxF  ，则函数 )(xF 在 ],[ ba 连续，在 ),( ba 可导， 

且 0)()(  bFaF ，由 Rolle 定理， ),( bac ，使得 0)(  cF ， 

也即 0)()()()()(  cgcfcgcfcF ，由此导出结论（2）。证毕。 

 

14. 对任意正整数n ，证明方程 0 nx xe 至多有三个不同的零点。 

证明：显然方程 0 nx xe 和方程 01-- nxxe 有相同的零点。考虑函数 



1-:)( - nx xexf  。易见 x)-(n)( 1-  nx xexf 有且仅有两个不同的零点（实根）。由 Rolle

定理可知， )(xf 至多有三个不同的零点。从而方程 0 nx xe 至多有三个不同的实零点。

结论得证。 

注：在利用中值定理估计函数零点的个数时，如何构造辅助函数是非常重要的事情。对于本

题而言，首先想到的辅助函数自然是
nx xex :)(g 。但是估计导数

1)(g  nx nxex 的零

点个数，并不比估计函数 )(g x 本身的零点个数来得更容易。 因此当我们对某个辅助函数作

估计遇到困难时，应该考虑选取其他辅助函数。选取不同的辅助函数，估计的难度一般说来

是不同的。本题提供了一个很好的例子。 

 

三．泰勒公式 

15. 确定 ba, 的值，使当 0x 时， xxbaxxf sin)cos()(  与
5x 为同阶无穷小。 

【考点】Taylor 展开 

【解析】 
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当          04,01  baba   

即                    3/1,3/4  ba  

便有 )(
15

2
)( 55 xxxf  ， 

亦即 xxbaxxf sin)cos()(  与
5x 为同阶无穷小。 

 

16. 若 )(xf 导数连续且 1)1( f ，求 )
2

2
()(cos

2x
fxf


 当 0x 时等价无穷小量的阶。 



【解析】 )()1)(cos1()1())1(cos1()(cos 4xOxffxfxf  ， 
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故等价无穷小量的阶为 2。 

 

17. 
xx

xf
2

1
)(

2 
 在 10 x 处带 Peano 的 Taylor 公式为               。 

【答案】  nn xoxxx 2242 )1()1()1()1(1    

【考点】Taylor 展开。 

【解析】  nn xoxxx
x

xf 2242

2
)1()1()1()1(1

)1(1

1
)( 
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1x 。 

18. 设
2( ) cosf x x x ，则 )0()30(f =               。 

【答案】 870 

【考点】 利用 Taylor 展开的系数求高阶导数。 

【解析】 0),(
!28

1

!2

1
cos)( 3030422  xxoxxxxxxf  ， 
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19. 求函数 )1ln()( 2 xxxf  在 0x 处的n 阶导数 )3()0()( nf n
。 

【考点】莱布尼茨公式求高阶导数，Taylor 展开 

【解析】方法一： 

 由莱布尼茨公式 
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及      
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（ k 为正整数） 
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于是可得 

           
        

 
1

3 1 !
0 1 1 3 !

2

n

nn n
f n n

n



 
    


  

方法二：由麦克劳林公式 

                 
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 及 
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比较
nx 的系数得 
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所以          
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