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第七周习题课  导数与微分 

 

一阶导数与微分 

1. 设 )(xfy  在 )( 0xB 有定义，则与 )( 0xf  存在等价的是 

（A） 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x x

x 

   


存在； 

（B）
3

0 0

30

( ) ( )
lim
x

f x f x x

x 

  


存在； 

（C） 0 0

0

( 2 ) ( )
lim
x

f x x f x x

x 

    


存在； 

（D）
2

0 0

20

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

  


存在。 

 

2. 设 )(xfy  在 )( 0xB 有定义，则与 )( 0xf  存在不等价的是       (B)。 

（A） )1,0(
)()(

lim 00

0





k

x

xfkxxf

x
 

（B）  0)(lim,0)(
)(

)())((
lim

0

00

0





xx

x

xfxxf

xx





 

（C） 



























)(

1
lim 00 xf

x
xfx

x
存在 

（D）
x

xfxxf

x sin

)()(
lim 00

0




存在 

 

3. 设















0)(

0
cos1

)(
2 xxgx

x
xxf ，其中 )(xg 是有界函数，则 )(xf 在 0x 处有（ D ）。 

 (A) 极限不存在；               (B)极限存在，但不连续 

 (C) 连续，但不可导；           (D) 可导 

解：首先考查 0x 处的左右极限。 

0
2

lim
cos1

lim)(lim
2

000





  x

x

x

x
xf

xxx
 

0)(lim)(lim 2

00


 
xgxxf

xx
(因为 )(xg 有界) 
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因此 0)0()(lim
0




fxf
x

，故 )(xf 在 0x 处连续。 

 其次再考查 0x 处的左右导数是否存在。 

0)(lim
)0()(

lim
00




 
xxg

x

fxf

xx
 

0
2

lim
cos1

lim
)0()(

lim
2/3

2

000








  x

x

xx

x

x

fxf

xxx
， 

因此 )0( f 与 )0( f 均存在，且相等。于是 )(xf 在 0x 处可导，且 0)0( f ，答案为

(D)。 

 

4. 设 )(xf 可导， )sin1)(()( xxfxF  ，若使 )(xF 在 0x 处可导，则必有（A）。 

 (A) 0)0( f ，   (B) 0)0( f  

 (C) 0)0()0(  ff ， (D) 0)0()0(  ff  

解： xxfxfxF sin)()()(  ，由于 )(xf 可导，若令 xxfx sin)()(  ，则只须使 )(x

在 0x 处可导。 

注意到 0)0(  ，只须使 )0()0(    。 

)0(
sin)(

lim
)(

lim)0(
00

f
x

xxf

x

x

xx





 

 
  

)0(
sin)(

lim
)(

lim)0(
00

f
x

xxf

x

x

xx


 

 
 ， 

因此应有 )0()0( ff  ，或 0)0(2 f ，即得到 0)0( f 时才能使 )(x 在 0x 处可导。

所以答案为(A)。 

 

5. xxxxxf  32 )2()( 有几个不可导点？      

解：两个， 1,0  

6. 设函数 )(xg 在 )1,1( 上连续。定义

( )
, 0

( )

2, 0

g x
x

f x x

x




 
 

。 

若函数 )(xf 在 0x 连续,  

（I）求函数 )(xg 在点 0x 处的值； 

（II）问函数 )(xg 在点 0x 处是否可导？若可导，求出导数值。 

解：（I）由假设知 )(xf 在 0x 连续，故有 2)0(
)(

lim)(lim
00




f
x

xg
xf

xx
。根据函数 ( )g x

的连续性知 0
)(

lim)(lim)0(
00




x
x

xg
xgg

xx
。 
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（II）由于
( ) (0) ( )

2
0

g x g g x

x x


 


， 0x 。因此函数 )(xg 在点 0x 处可导且 2)0( g 。 

 

7. )(xf 在 ax  可导， 0)( af ，求

x

x af

x
af




























 )(

1

lim  

解：（1）先考虑情形： 0)(  af 。 

 此时我们可以断言，存在 0 ，使得 )()( afxf  ， }{\),( aaax   。 

 因此当 0x 充分大的时候， )()( 1 afaf
x
 。 

 于是我们可以将函数
1

( )

xf a

f a

 
 
 

（ ）
表示为如下形式：  

  

      )(

1)()(

)(

)(

11 1

1

1

)(

)(
1

)(

af

afaf

afaf

af

x

x

x x

x

x

af

afaf

af

af













 








 
。 

注意到 

 
1 ( )

( 0) 0
( )

xf a f a

f a

 
 

（ ）
， x ， 

以及 )(
)()(

1

1

af
afaf

x

x 


， x ， 

我们就得到 
  )(

)(
1

)(
lim af

afx

x

x
e

af

af











 
。 

（2） 再来考虑情形： 0)(  af 。记

1
( ) ( )

( )

f a f a
xx
f a


 

（ ） ，则 

1

1

( ) 1 ( )
( ) 0

( ) ( )

x

x

f a f a f a
x x

f a f a


 
  
（ ）

， x 。 

另一方面，
 

 x
x

x x
af

af
)(1

)(

1








 
。于是 

 
 

1

lim ln lim ln 1 ( ) lim ln(1 ( )) lim ( ) 0
( )

x

xx

x x x x

f a
x x x x x

f a
  

   

 
      

  

， 
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因此
 

1e
)(

0)](1ln[
1








   e
af

af xx

x

x  ， x 。 

以上两个情形可以统一写作 
  )(

)(
1

)(
lim af

afx

x

x
e

af

af











 
。 

注：同理可证
  )(

)(
1

- )(
lim af

afx

x

x
e

af

af











 
。 解答完毕。 

 

8. 讨论
(1 ), Q;

( )
(1 ), R \ Q

x x x
f x

x x x

 
 

 
的连续性与可微性。 

解：（1）连续性讨论 

 在 0 0x  点， 0  ，取 min 1,
2




 
  

 
,当 | |x  时，1 | | 2x  ， 

  | ( ) (0) | | ( ) | | | (1 | |) 2 | |f x f f x x x x        

所以 ( )f x 在
0 0x  点连续。 

 在 0 0x  点，取有理数列
0{ }, Q,limn n n

n
x x x x


  ，

0 0lim ( ) lim (1 ) (1 )n n n
n n

f x x x x x
 

    ； 

  取无理数列
0{ }, R \ Q,limn n n

n
x x x x


  ，

0 0lim ( ) lim (1 ) (1 )n n n
n n

f x x x x x
 

    ； 

 而 0 0x  ， 0 0 0 0(1 ) (1 )x x x x   ， ( )f x 在 0 0x  点不连续。 

（2）可微性讨论 

 在 0 0x  点， ( )f x 不连续，所以不可微； 

 在 0 0x  点， 

  
( ) (0) ( )

1 | | 0, 0
f x f f x x

x x
x x

 
     时，所以

0

( ) (0)
lim =1
x

f x f

x


， (0) 1f   ，

可微。 

 

9. 设 ( )g x 在 0x  点连续，问 ( ) ( )sin2f x g x x 在 0x  点是否连续，是否可导，若可导，

求其导数。 

解： ( )g x 在 0x  点连续， sin2x在 0x  点连续，所以 ( ) ( )sin2f x g x x 在 0x  点连续。 

 
0 0

(0 ) (0) ( )sin2
lim lim 2 (0)
x x

f x f g x x
g

x x   

    
 

 
 

所以 ( ) ( )sin2f x g x x 在 0x  点可导. 

 

10. 设 (0) 1, (1) 2, (0) 1, (1) 2f g f g       ，求 

（1）
0

cos ( )
lim
x

x f x

x


  （2）

0

2 ( ) 1
lim

x

x

f x

x


  （3）

1

( ) 2
lim

1x

xg x

x




 

解：（1） 

0 0 0 0

cos ( ) cos (0) (0) ( ) cos 1 ( ) (0)
lim lim lim lim (0) 1
x x x x

x f x x f f f x x f x f
f

x x x x   

     
      . 
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（2）
0 0

2 ( ) 1 2 [ ( ) (0)] (0)(2 1)
lim lim (0) ln2 1 ln2

x x x

x x

f x f x f f
f

x x 

   
      . 

（3） 

1 1 1

( ) 2 ( ) (1) [ ( ) (1)] (1)[ 1] 1
lim lim lim 1 (1) 2 1

1 1 1 2x x x

xg x xg x g x g x g g x
g

x x x  

    
       

  
. 

11. 设函数 ( )f x 在 0x  点连续，且
0

(2 ) ( )
lim
x

f x f x
A

x


 ，求证： ( )f x 在 0x  点可导，且

(0)f A  。 

证明：因为
0

(2 ) ( )
lim
x

f x f x
A

x


 ，所以

0

( ) ( )
2lim

2

x

x
f x f

A
x


 ， 

( ) ( )
20, 0, : 0 | | ,

2

x
f x f

x x A
x

   


         ， 

即  
( ) ( )

1 1 12

2 2 2

x
f x f

A
x

 


       ， 

2

2 2 2

( ) ( )
1 1 12 2

2 2 2

x x
f f

A
x

 


       ， 

…… 

1
( ) ( )

1 1 12 2

2 2 2

n n

n n n

x x
f f

A
x

 



       ， 

相加， Nn   ， 

 
2 2 2

( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1 12

2 2 2 2 2 2 2 2 2

n

n n n

x
f x f

A
x

 


     
                 

     
 

 
2 2

( ) ( )
1 1 1 ( ) 1 1 12 21 1
2 2 2 2 2 2

n n

n n

x x
f f

f x
A A A

x x x
 

   
                  

   
. 

 因为
2

1 1 1
lim 1 0

2 2 2nn

 
     

 
，且函数 ( )f x 在 0x  点连续，所以取 n 足够大，可以

使得
2

( )
1 1 12 , 1
2 2 2

n

n

x
f

A
x

 
 

      
 

，
( )

3
f x

A
x

  ，故 ( )f x 在 0x  点可导，且

(0)f A  。 

问题：若本题没有“函数 ( )f x 在 0x  点连续”条件，是否可以同样证明“ ( )f x 在 0x  点可导，

且 (0)f A  ”？ 
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12. 设 2( ) ( ) ( )f x x a g x  ，其中 ( )g x 在 x a 的某个邻域连续，求 ( )f a 。 

解： 2( ) 2( ) ( ) ( ) ( )f x x a g x x a g x     ， 

 
22( ) ( ) ( ) ( )

( ) lim 2 ( )
x a

x a g x x a g x
f a g a

x a

  
  


. 

问题：如下做法是否正确？ 

 2( ) 2( ) ( ) ( ) ( )f x x a g x x a g x     ， 

 2( ) 2 ( ) 4( ) ( ) ( ) ( )f x g x x a g x x a g x       ， 

所以 ( ) 2 ( )f a g a  。 

 

二．隐函数，反函数，参数函数，高阶导数 

13. 设 )(xyy  由方程 3)sin( xyxe yx  所确定的二次可导函数。求 )(xyy  的一阶

导数和二阶导数。 

解：在方程
3)sin( xyxe yx 
中，视 y 为 x 的可导函数，两边关于 x 求导得  

23)1)](cos([ xyyxe yx 
。（*） 

从中解出 y 得 

1
)cos(

3 2





 yxe

x
y

yx
。   （**） 

对等式（*）再次关于 x 求导得  

xyyxeyyxe yxyx 6)]cos([)1)](sin([ 2  
。 （***） 

将一阶导数表达式（**）上式(***)得  

)cos(

)1)](sin([6 2

yxe

yyxex
y

yx

yx










 

3

42

)]cos([

)]sin([9)]cos([6

yxe

yxexyxex
yx

yxyx










。 

 

14. 设函数 ( )y f x 的三次可导，并且 ( ) 0f x  ，其反函数记 ( )x g y 。试用函数

( )y f x 的前三阶导数来表示反函数 ( )x g y 的前三阶导数。（本题本质上同第三章

总复习题题 15） 

解：记 g( )x y ，由反函数定理得 

)(

1
)(

xf
yg


 ，  
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进一步关于y求导得 

 
32 )]([

)(

)(

1
)(

)]([

1-

)(

1
)()(

xf

xf

xf
xf

xfdy

dx

xfdx

d
yg

dy

d
yg





















 。 

再次关于y求导得 

  


































)(

1
)(

)]([

)(3

)(

)(

)(

)(
)()(

433 xf
xf

xf

xf

xf

xf

dy

dx

xf

xf

dx

d
yg

dy

d
yg

45

2

)]([

)(

)]([

(x)]f[3

xf

xf

xf 







 。 

解答完毕。 

 

15. 求函数 ln(1 )y x x   反函数的二阶导数。 

16. 求参数函数
ln(1 )

tx t e

y t t

  


  
的二阶导数。 

17. )1ln()1()( 2 xxxf  ，求 )1()( nf  

解： 2ln2)1(,0)1(,0)1()0(  fff  

记  )1ln()(,)1()( 2 xxvxxu  ，当 2n 时， 

 

( ) ( ) ( )

0

2 (2) ( 2) 1 ( 1) ( )

2 ( 2)

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1

2 ( 1)

n
n k n k k

n

k

n n n n n n

n n n

n n

n

f C u v

C u v C u v C u v

C v





   

 

   

        

 



 

而
m

m
m

x
xv

x
xv

x
xv

)1(

)1(
)(,,

)1(

1
)(,

1

1
)(

1
)(

2 














  

2

3
2)(

)2(

)1(
2)1(











n

n
n

n

n Cf  

 

18. 设  2arcsinxy   

(a)求证： 2)1( 2  yxyx ； 

(b)求 )0()(ny 。 

解：（a）                     
21

1
arcsin2

x
xy


  
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  yyx 4)1(
22   

两边对 x 求导， 

  yyxyyx  422)1(
22  

2)1( 2  yxyx  

（b）   20,2)0(,0)0(  yyy  

2)1( 2  yxyx 的两边对 x 求 n 阶导， 

0)12()1( )(2)1()2(2   nnn ynxynyx  

令 0x ， 

)0()0( )(2)2( nn yny 
 

0)0(0)0( )12(  nyy  

 2)2( !)!12(2)0(2)0(  nyy n  


