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微积分 A（1）第 5 周习题课 

一．实数理论（单调有界，夹逼定理，柯西收敛准则）  续 

 

1. 证明 
2
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解：记
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由此可知 
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求出分子的和就得到 
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根据两边夹法则知
1

4
na  。 

 

2. 求 2lim
n n

n
n a


 （ 0a  ）。 

解：（I）当0 1a  时， 2lim 1
n n

n
n a


  ； 

（II）当 1a  时， 2lim
n n

n
n a a


  。 

注：当 1a  时，
2

lim 0
nn

n

a
 。 

 

考虑： lim
n n n

n
a b


 ？ 

      lim
n n n n

n
a b c


  ？ 

 

3. 求
2
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lim( !)n
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
。 

解：解法一  
2 2

1 1 1

1 ( !) ( ) 1,nn n nn n n n    ，所以由夹逼定理，
2
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解法二：令
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( !)n
nx n ，则

2

1
ln (ln1 ln2 ln )nx n
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    ， 
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由 Stolz 定理，
2 2 2
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limln lim lim lim 0
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判断
1

lim( !)n

n
n


是否存在？考虑
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lim lim 0
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n
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     （平均收敛定理）。 

 

4. 证明：下列数列收敛 

（1）
2 2

1 1 1
(1 )(1 ) (1 )

2 2 2
nnx     ； 

（2）
2

1 1 1
(1 )(1 ) (1 )

2 2 2
n n

x     ； 

类似的（3） 2 2(1 )(1 ) (1 ), | | 1
n

nx a a a a     ； 

       （4） 2(1 )(1 ) (1 ), | | 1n

nx a a a a     。 

    | | 1a  的条件是否必须加？若 | | 1a  ，会发生什么情况？ 

证明：（1）
1
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1 1 1 1
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（2）
1
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n

  ，
1

1
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n
  ，所以  
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单调增，且 
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1 1 1 1 11

22 2 2 2 2
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1 1 1
(1 )(1 ) (1 )

2 2 2

n n

n n
x e e e e e

  

       ，有界，所以数列{ }nx 收敛。 

 

数列
1 1 1

(1 )(1 ) (1 )
2 3

nx
n

    的收敛性如何？ 

 

5. 下列哪些命题与柯西准则等价，证明你的结论或举出反例。 

（1）对于任意的 +Np ，均有 lim( ) 0n p n
n

a a


  。 

（2） 0  , +NN  ,只要n N ,就有 | |n Na a    

（3） 0  , +NN  以及 RA  ,只要n N ,就有 | |na A    

解：（1）不等价，反例 lnna n 。事实上，（1）等价于 

+N , 0p     , +NN  ,只要n N ,就有 | |n p na a    。 
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（2）等价。（2）推出柯西准则：由（2） 0  ,对 0
2


  +NN  ,只要 n N ,就有

| |
2

n Na a


  .因此 ,n m N 时 | | | | | |
2 2

n m n N m Na a a a a a
 

        。 

柯西准则推出（2）：由柯西准则， 0  , +NN  ,只要 ,n m N ，就有 | |n ma a   。 

取 1 1N N   , 1n N 时, 
1

| |n Na a   . 

(3)等价。（3）推出柯西准则的方法类似于（2） 

柯西准则推出（3）: 0  , +NN  ,只要 ,n m N ，就有 | |n ma a   。 

令 1NA a  即可。 

 

6. P.23，第 7题 

证明：若数列{ }na 无界，但不趋于无穷，则{ }na 存在两个分别趋于无穷和收敛的子列。 

证明：因为数列{ }na 无界，所以 0, N , nM n a M     。（实际上这样的正整数 n 有无穷多

个）。取 
111, N , 1nM n a    ， 

  
22 2 12, N ( ), 2nM n n n a     ， 

  …… 

  
1, N ( ),

kk k k nM k n n n a k

     ， 

  …… 

如此选出的子列{ }
kna 满足

kna k ， lim
kn

k
a


 。 

 又因为数列{ }na 不趋于无穷，所以 0, , ,| |nM N n N a M       。（实际上这样的正

整数 n 也有无穷多个）。 

取 11, N ,| |nN n a M    ， 

  2 2 12, N ( ),| |nN n n n a M     ， 

  …… 

  1, N ( ),| |k k k nN k n n n a M

     ， 

  …… 

如此选出的子列{ }
ina 是有界数列，而有界数列{ }

ina 有收敛子列{ }
ii

na 。 
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7. 设 n
nn qaqaqaab  2

210 ，其中 1q 且数列 ka 有界，试证数列 nb 收敛． 

证明：Cauchy 收敛准则．设 Mak  ，则 

11 2 1
1 2

1

1 1

m
nn n n m n

n m n n mn n

q M
b b a q a q a q M q q

q q

   
  


      

 
． 

由此易证数列 nb 是一 Cauchy 列，所以收敛． 

 

8. 已知 Kepler 方程为  

0 sin (0 1)x y x     ， 

设 00 yx  ， +

0 1sin ( N )n nx y x n    。证明 nx 收敛。 

证明：因为 xx sin ，所以 0111 xxxxxx n

nnnn      
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01

21
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 因为 10   ， nx 满足 Cauchy 准则，收敛。 

 

9. 设
2

sin1 sin 2 sin

2 2 2
n n

n
x     ，判断数列{ }nx 是否收敛。 

解：
1 2 1 2

sin( 1) sin( 2) sin( ) 1 1 1 1
| |

2 2 2 2 2 2 2
n p n n n n p n n n p n

n n n p
x x      

  
          。 

0  ，取
2

1
log 1N



 
  
 

， ,n N p     ，| |n p nx x    ，所以数列{ }nx 收

敛。 

 

10. 设数列{ }nx 满足条件 1 1 2 2 1| | | | | | ( 2,3, )n n n nx x x x x x M n          ，则

称数列{ }nx 为有界变差数列。证明有界变差数列一定收敛。 

证明：令 1 1 1 2 2 10, | | | | | |n n n n ny y x x x x x x          ，则数列{ }ny 单调增，有界，

所以数列{ }ny 收敛。即： 0, N , , ( )N n m N n m        ， | |n my y   。 

1 1 2 1| | | | | |n n n n m mx x x x x x            
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而 

1 1 2 1| | | ( ) ( ) ( )n m n n n n m mx x x x x x x x             

1 1 2 1| | | | | |n n n n m mx x x x x x             

所以数列{ }nx 为 Cauchy 数列，收敛。 

可以证明：设数列{ }nx 满足条件 1 1 2| | | | ( 3,4, )n n n nx x r x x n      ，其中0 1r 

为常数，则称数列{ }nx 为压缩数列。压缩数列一定是柯西收敛，必收敛。 

可以用有界变差数列证明： 2 2

1 1 2 2 3 2 1| | | | | | | |n

n n n n n nx x r x x r x x r x x

            ，

所以 

2 3 2 1
1 1 2 2 1 2 1

|
| | | | | | ( 1) | |

1

n n

n n n n

x x
x x x x x x r r x x M

r

 

  


            


 

所以压缩数列一定是有界变差数列，收敛。 

 

11. 设
1

1

4
3, 3 , 2,3,n

n

x x n
x 

    ，证明数列{ }nx 收敛。 

证明：由已知条件知 3, 1,2,nx n  。 

1 1 1

1 1

4 4 4 4
| | = 3+ 3 | | | |

9
n n n n n n

n n n n

x x x x x x
x x x x

  

 

   
         

   
 

所以数列{ }nx 是压缩的，收敛。记 lim n
n

x A


 ，则在等式
1

4
3n

n

x
x 

  两边同时取极限，可

得
4

3 ( 3)A A
A

   ，所以 4A 。 

注：看看数列{ }nx 是否单调？ 2{ }nx 和 2 1{ }nx  是否单调？有界？ 

 

12. 设
0 0x  ，

1

1

1
n

n

x
x

 


。证明：{ }nx 收敛，并求极限值。 

证明：数列{ }nx 是否为单调数列？ 

显然， 0 1nx  。 

    
1 1 1

1 1

1 1 1
( ) ( )

1 1 (1 )(1 ) 1

n

n n n n n n

n n n n n

x
x x x x x x

x x x x x
  

 

      
    

。 

而 0 1nx  ，2 1n nx x  ，
1 1 1

1
| | | | | |

1 2

n

n n n n n n

n

x
x x x x x x

x
      


，所以数列{ }nx 是压

缩的，收敛。 
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设极限值为 A，则
1

1
A

A



，

5 1

2
A


 。 

 

二．数列极限的计算 

 

13. 求下列极限 

（1）  1sinlim 22 


n
n

      （2）  nn
n




22sinlim   

14. 解：（1）     0
1

sinlim1sinlim1sinlim
2

22222 

















 nn
nnn

nnn


 。 

（2）     nnnnn
nn




2222 sinlimsinlim  

             
2 2

2
limsin limsin 1

1
1 1

n n

n

n n n

n

 

 

 
  
    
      
 

。 

 

 


