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习题课  广义积分 

 

1. 判断下列广义积分的敛散性. 

(1) dx
x

xx





1 5 1

ln
                (2) dx

x



0 sin

1
             (3) dx

x

x
p



0

arctan
 

(4) 























0 1

11
1ln dx

xx
     (5)  2

0 cossin



xx

dx
qp

          (6) 
 

0

)1ln(
dx

x

x
p

 

（7） 


1

0 2)1(

ln
dx

xx

x
            （8） 



0

2sin
dx

x

x
p

           （9） 



0

][ 2

)1( dxx
 

解: (1)由 0
ln

lim
3


 x

x

x
，存在 0X ，使得当 0 Xx 时， 3ln xx  ， 

1
6

7
,

11

ln

5

3

5






p

x

xx

x

xx
，直接比较法，收敛. 

(2) dx
x




0 sin

1
dx

x
dx

x
 






2

2

0 sin

1

sin

1
， 

第一个积分显然收敛，对第二个积分令 dtdxtx  , ， 

dx
x

dt
t

dx
x

  2

0

0

22 sin

1

sin

1

sin

1






 ，收敛. 

(3) dx
x

x
p



0

arctan
dx

x

x
p

1

0

arctan
dx

x

x
p




1

arctan
 

对第一个积分，
px

xarctan
与

1

1
px

等价（ 0x ）， 

2,11  pp 收敛. 

对第二个积分，
px

xarctan
与

qx

1
进行比阶， 














 qp

qp

x

x
qpx

2

0
arctan

lim   

因此，当 1 qp 时第二个积分收敛。 

综合上述分析， 21  p 时积分收敛。 



2 

 

 (4) 























0 1

11
1ln dx

xx  




















1

0 1

11
1ln dx

xx 























1 1

11
1ln dx

xx
 

,0x  









x

1
1ln ∽ xln ，  





















1

0 1

11
1ln dx

xx
收敛； 

,x  
xx 











1

11
1ln ∽

22

1

x
， 
























1 1

11
1ln dx

xx
收敛。 

故 























0 1

11
1ln dx

xx
收敛。 

(5)  2

0 cossin



xx

dx
qp  4

0 cossin



xx

dx
qp  2

4
cossin




xx

dx
qp

 

0x ，
xx qp cossin

1
∽

px

1
，当 1p 时，  4

0 cossin



xx

dx
qp

收敛； 

2


x ，

xx qp cossin

1
∽

q

x









2

1


，当 1q 时，  2

4
cossin




xx

dx
qp

收敛。 

故当 1p ， 1q 时，  2

0 cossin



xx

dx
qp

收敛。 

(6) 





0

)1ln(
dx

x

x
p





1

0

)1ln(
dx

x

x
p 

 

1

)1ln(
dx

x

x
p

 

0x ，
px

x)1ln( 
∽

1

1
px

，当 2p 时， 
1

0

)1ln(
dx

x

x
p

收敛； 

,x
px

x)1ln( 
∽

px

xln
，当 1p 时， 

 

1

)1ln(
dx

x

x
p

收敛。 

故当 21  p 时 
 

0

)1ln(
dx

x

x
p

收敛。 

（7） 








1

2

1 2

2

1

0 2

1

0 2 )1(

ln

)1(

ln

)1(

ln
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x
 

1x ，
2)1(

ln

xx

x


~

x


1

1
， 



1

2

1 2)1(

ln
dx

xx

x
发散，故 



1

0 2)1(

ln
dx

xx

x
发散。 
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（8） tx 2
， 












1 2/)1(

1

0 2/)1(0 2/)1(0

2

2

sin

2

sin

2

sinsin
dt

t

t
dt

t

t
dt

t

t
dx

x

x
pppp

， 

 0t ，
2/)1(

sin
pt

t
~

2/)1(

1
pt

，故 1
2

1


p
时  

1

0 2/)1(2

sin
dt

t

t
p

收敛； 

1
2

1


p
时， 



1 2/)1(2

sin
dt

t

t
p

绝对收敛， 

1
2

1
0 




p
时， 



1 2/)1(2

sin
dt

t

t
p

条件收敛。 

总之， 11  p 时， 


0

2sin
dx

x

x
p

条件收敛； 31  p 时， 


0

2sin
dx

x

x
p

绝对收敛。 

（9） 令 tx 2
， 

 


0

][

0

][

2

)1(
)1(

2

dt
t

dx
t

x ，Dirichlet 判别法，条件收敛。 

 

 

2. 证明：如果 )(xf 在 ),[ a 上非负且一致连续， 


a
xxf d)( 收敛，则 0)(lim 


xf

x
． 

如果将非负条件去掉，是否仍然有 0)(lim 


xf
x

？如果是，请证明；如果不是，请举反

例。 

证明：反证：若 0)(lim 


xf
x

不成立，则存在某个正数b，以及一个趋向于正无穷的点列 }{ nx ，

使得 bxf n 2)(  ．不失一般性，可以假设 11  ax ， 21  nn xx ． 

由于 )(xf 在 ),[ a 一致连续，所以存在正数（不妨设 1 ），使得在区间 ],[   nn xx

恒有 bxf )( ．于是 




a
xxf d)(  

nx

a
xxf d)( 








n

k

n

k

x

x
nnbbxxf

k

k 11

)(22d)( 当



． 

因此 ( )d
a

f x x


 发散． 

 

3. 证明以下命题： 

（1） ( )d
a

f x x


 收敛， lim ( )
x

f x


存在，证明： lim ( )=0
x

f x


. 

证明: 不妨设 lim ( ) 0
x

f x b


  ,若极限小于零,则考虑 ( )f x .则存在 X a ，当 x X 时，
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( )
2

b
f x  ， 因 此 有 ( )d ( )d ( )d ( )d ( )

2

x X x X

a a X a

b
f x x f x x f x x f x x x X        ， 令

x，得 ( )d
a

f x x


 发散，矛盾. 

（2） ( )d
a

f x x


 收敛， )(xf 在[ , )a  上单调，证明： lim ( ) 0
x

f x


 . 

证明：不妨设 )(xf 在[ , )a  上单调递增，则 ( ) 0f x  . 

（否则，存在 0 0[ , ), ( ) 0x a f x   ，则当 0x x 时， 0( ) ( ) 0f x f x  ，     

            
0

0
0( )d ( )d ( )d ( )d ( )( )

x x x X

a a x a
f x x f x x f x x f x x f x x X         

令 x，得 ( )d
a

f x x


 发散，矛盾.） 

所以 )(xf 在[ , )a  上单调递增，有上界，则 lim ( )
x

f x


存在，由（1），得到 lim ( )=0
x

f x


. 

（3） ( )d
a

f x x


 收敛， )(xf 在[ , )a  上单调，证明： lim ( )=0
x

xf x


. 

证明：不妨设 )(xf 在[ , )a  上单调递减，则 ( ) 0f x  .又由于 

( )d
a

f x x


 收敛，则 0  ， X a  ，当 2x X 时，
2

| ( )dt |
x

x f t  ，即
2

( )dt
x

x f t   

又 )(xf 在 [ , )a  上单调递减，有
2

( ) ( )dt
2

x

x

x
f x f t   ， 0 ( ) 2xf x   ，所以

lim ( )=0
x

xf x


. 

（4） )(xf 在[ , )a  上连续可微， ( )d
a

f x x


 ， ( )d
a

f x x


 均收敛，证明： lim ( )=0
x

f x


. 

证明：由 ( )d ( ) ( )
x

a
f x x f x f a   ，以及 ( )d

a
f x x



 收敛，可以得到 lim ( )
x

f x


存在，又

由于 ( )d
a

f x x


 收敛，则 lim ( )=0
x

f x


. 

（5） )(xf 在[ , )a  上可微，单调，且 ( )d
a

f x x


 收敛，则 ( )d
a

xf x x


 收敛. 

证明： ( )d ( ) ( ) ( )d
x x

a a
f x x xf x af a xf x x    ， 

由 )(xf 单调， ( )d
a

f x x


 收敛，则 lim ( )=0
x

xf x


，将上式两端令 x即可. 

（6） )(xf 在 (0,1]上单调，且
0

lim ( )=+
x

f x
 

，且
1

0
( )df x x 收敛，证明：

0
lim ( )=0
x

xf x
 

. 

证明：类似 5的证明，将广义积分的结论推广到瑕积分. 
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（7）设 


a
dxxf )( 绝对收敛，且 lim ( )

x
f x


 0，证明 f x dx

a

2( )


 收敛。 

证明：首先由 lim ( )
x

f x


 0，可知 aA  ， Ax  ，有 1)( xf ，即当 Ax  时， 

成立 )()(2 xfxf  。因为积分 


a
dxxf )( 绝对收敛，于是由比较判别法， 

积分 f x dx
a

2( )


 收敛。 

（8）设 f x( )单调下降，且 lim ( )
x

f x


 0，证明：若 f x( )在[ , )0  上连续，则反常积

分 


 f x x dx( )sin 2

0
收敛。 

证明：首先由分部积分法， 



0

2sin)(' xdxxf 


0

2 )(sin xxdf 



0

2sin)( xdxxf 。 

由于 
A

xdxAF
0

2sin)( 有界， f x( )单调下降，且 lim ( )
x

f x


 0，由 

Dirichlet 判别法，可知积分 


0
2sin)( xdxxf 收敛，从而积分 



 f x x dx( )sin 2

0
收

敛。 

 

4. 讨论 p 为何值时，广义积分
sin

sin

x

x x
dx

p 



1 绝对收敛、条件收敛、发散。 

解：  当 p  1时，对充分大的 x ，有
xx

x
p sin

sin


px

2
 ，由于积分 



1

2
dx

x p  

收敛，可知积分
sin

sin

x

x x
dx

p 



1 绝对收敛。 

当 10  p 时，利用等式 

)sin(

sinsin

sin

sin 2

xxx

x

x

x

xx

x
pppp 




。 

这时积分 


1

sin
dx

x

x
p 收敛；积分 



1

2

)sin(

sin
dx

xxx

x
pp 当

1

2
1 p 时收敛，当

2

1
0  p

发散。 

当
1

2
1 p 时，由于 



 
4

3

4
sin

sin





n

n
p

dx
xx

x

1)1(

1

22 


ppn 


，因为级数

1)1(

1

1 




pp

n n 
发散，所以积分 



1 sin

sin
dx

xx

x
p

发散。 

综上所述，当
1

2
1 p 时，积分

sin

sin

x

x x
dx

p 



1 条件收敛；当
2

1
0  p 时，积分
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sin

sin

x

x x
dx

p 



1 发散。 

当 0p 时，因为有 


 
2

2

4
2 sin

sin





n

n
p

dx
xx

x 2
2

2
4

sin

2

n

n

x
dx










  

16

2
 ，由 

Cauchy 收敛原理，可知积分
sin

sin

x

x x
dx

p 



1 发散。 

 

5. 判断
0 1

x
dx

x







 收敛性，其中 0 。 

解：当 0 被积函数没有奇点，当 0 时， 0x 为奇点， 

这时




 xx

x 1
~

1
（  0x ），可见当且仅当 1 时，积分  

1

0
1

dx
x

x




收敛； 

为考察无穷积分 



1
1

dx
x

x




，注意无论 的符号如何，都有 

 




 xx

x 1
~

1
（ x ）。 

由此可见仅当  1 时积分 



1
1

dx
x

x




收敛。 

    综上，当且仅当 1 ，且  1 时， 积分 



0
1

dx
x

x




收敛。解答完毕。 

6. 判断 


0

2sin
dx

x

x
p

收敛性（第六章复习题题 2（1），p.206） 

解：先考积分在奇点 0x 处的收敛性。我们将被积函数写作 

2

2

2 sin1sin










 x

x

xx

x
pp

。 

由此可见，积分在点 0x 处的收敛，当且仅当 12 p ，即 3p 。 

我们再来考虑积分在无穷远处的收敛性。我们将被积函数写作 

ppp x

x

xx

x

2

2cos

2

1sin 2

 。 

显然积分 


1 2

1
dx

x p
收敛，当且仅当 1p  

而积分 


1 2

2cos
dx

x

x
p

收敛，当且仅当 0p 。 
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由此可知积分 


1

2sin
dx

x

x
p

收敛，当且仅当 1p 。 

综上所述，积分 


0

2sin
dx

x

x
p

收敛，当且仅当 31  p 。解答完毕。 

7. 判断 


1

3 )cos( dxxx 收敛性。（习题 6.2 题 9（2），p.206） 

解：对积分作变量替换
3xy  ，我们得到  

3

1

3/1

1

3 cos

3

1
)cos(

AA

dy
y

y
dxxx 。 

由此可见，积分为条件收敛。解答完毕。 

 

注：对于无穷区间型的广义积分而言，积分收敛，并不意味着被积函数有界，当然更遑论被 

 

积函数有趋向于零的极限。 

 

8. 判断
0

1
sin sinx dx

x



 收敛性（第六章复习题题 3，p.206） 

解：注意被积函数没有有限奇点，而在 x 时 
x

1
sin 单调减趋于 0。根据 Dirichlet 判别

法可知积分收敛。我们进一步积分的绝对收敛性。 

注意当 x 时，
xx

1
~

1
sin 。从而存在 1A ，使得 Ax  时

xx 2

11
sin  。于是 

x

x

xx

x

2

2cos

2

1

2

sin

x

1
sinxsin

2

 。 

由此可知积分 


0

|
1

sinsin| dx
x

x 发散。综上可知原广义积分条件收敛。解答完毕。 

9. 计算下列广义积分 

（1） 


0 22 1)51(

1
dx

xx
。 

解: 取变换
21

,tan
t

dt
dxtx


 ， 

 
 2

0 2tan51

sec


dt
t

t
I  
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2arctan
2

1
)sin2arctan(

2

1

sin41

sin
2
0

2

0 2



 



t
t

td
. 

（2） 


1 2

arctan
dx

x

x
. 

解: )
1

(arctan
arctan

11 2 



x

xddx
x

x
 

dx
x

x

x
dx

xx
nxarcta

x

b

b
)

1

1
(lim

4)1(

11
211 21 




  

 

 

2ln
2

1

4
]2ln

2

1
)1ln(

2

1
[lnlim

4

2 



bb

b . 

（3） dx
e

xe
x

x








0 2)1(
。 

解:  dx
e

xe
x

x








0 2)1(
= 







0
)

1

1
(

xe
xd  

= dx
ee

x
xx 











0
0 1

1

1
 

= 2ln
1

ln
)1(

1
0

1
1












 t

t
dt

tt
. 

（4）
21 1x

dx

e




  

解:  取变换 te x sec ，则 tdttdxetx x tansec),ln(sec  ， 

112

arccos
arcsinarccos

2tan

tan
1

   
eedt

t

t
I

e




. 

 

说明：以下广义积分的收敛性不难证明，故略去。但同学们自己作为练习应该考虑。 

10. 求
( )( )

b

a

dx
I

x a b x


 
 ，其中 ab  。 

解：对于 ],[ bax ，我们又等式 1









ab

xb

ab

ax
，且 0





ab

ax
， 0





ab

xb
。受此启发，

我们作变换 t
ab

ax 2sin



，于是 t

ab

xb 2cos



，且 ttdx cossin2 。因此 
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


 
2/

0

2dtI 。解答完毕。 

注：值得注意的是，这个积分的值与上下限a 和b 无关。 

 

11. 



0

31 x

dx
 

解：注意 1x 时
23 1

1

1

1
0

xx 



 ，由此可以判断所求无穷积分收敛。为计算积分，可以

利用有理函数积分法： )1)(1(1 23 xxxx  ，……（较繁琐）。 

另解：原式 = 



1

1

0

，在其中无穷积分中引入积分变量代换 tx /1 ： 

  dx
x

x
dt

t

t

t

dt

tx

dx
 








 

 1

0

3

1

0

3

0

1

23

1

3 11
)(

1

1

1
， 

原式化为两个普通积分的和，且都在 ]1,0[ 区间上：  

       原式 = 









1

0
22

1

0

2

1

0

3
)2/3()2/1(11

1

x

dx

xx

dx
dx

x

x
 

           
33

2
))

3

1
arctan(

3

1
(arctan

3

2

3

)2/1(2
arctan

3

2
1

0







x
。 

解答完毕。 

 

12. 求
2

0
(1 )(1 )a

dx
I

x x




  ，其中 0a 。  

解：将积分分成两个部分  


1

0

21
)1)(1(

:
axx

dx
I 和 






1

22
)1)(1(

:
axx

dx
I  

对积分 1I 作变换 yx /1 得 











1

2

1

21
)1)(1()1)(1( a

a

a

a

xx

dxx

xy

dyy
I 。 

于是 






1

221
41



x

dx
III 。  

 

解答完毕。（注：积分值与参数值a 无关） 

 

13. 求
2

4

0

1

1

x
dx

x




 （有理函数积分或者变量代换） 

解法一： 











0

22

2

0

4

2

)21)(21(

1

1

1
dx

xxxx

x
dx

x

x
 

              








0

22
)

21

1

21

1
(

2

1
dx

xxxx
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2

)
2

22
arctan

2

22
arctan(

2

1

0












xx
。 

解法二：令
x

xt
1

 （评：这变换有点怪异，很难想到。这样的特别技巧并不是很多，我们

最好都能记住），则 dx
x

dt )
1

1(
2

 ， 

且 
 0x 时  -t ， x 时 t ， 

此外 2
1

)
1

(
2

222 
x

x
x

xt ， 
2

/

/1

/11

1

1
222

2

4

2













t

dxdt

xx

x

x

x
 

          
22

arctan
2

1

21

1
2

0

4

2 



















t

t

dt
dx

x

x
。解答完毕。 

 

14. 已知
2

sin

0






dx
x

x
，求 



0

cossin
dx

x

xx
，及 



0 2

2sin
dx

x

x
 

解:  
4

sin

2

1
2

2

2sin

2

1

2

cossin2cossin

0000


 



dx
x

x
xd

x

x
dx

x

xx
dx

x

xx
。 

2

cossin2sin1
sin

sin

0
0

2

0

2

0 2

2 









 






dx
x

xx

x

x

x
xddx

x

x
. 

 

15. （补充内容，了解即可）三个重要的广义积分 

（1）计算 Euler 积分 dxxI   cosln

2/

0





。 

（2）计算 Froullani 广义积分 dx
x

bxfaxf
 

)()(

0





 

（1）. (课本第六章总复习题 9，p.207 )  计算 Euler 积分 dxxI   cosln

2/

0





。   

提示：用配对法求积分值。考虑另一个积分 dxxJ   sinln

2/

0





。 

解：易见 2/x 是 Euler 积分的瑕点。这里我们略去证明收敛性的证明（不难），只专注 

如何求出积分 I 的值。我们尝试用配对法来求积分值。考虑相关积分 dxxJ   sinln

2/

0





。不

难证明这两个积分相等，即 JI 。于是我们有 

  

2/

0

2/

0

2/

0

 sincosln sinln cosln2

 

dxxxdxxdxxI 

2/

0

2sinln2ln
2




xdx。 
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对于积分 dxx  2sinln

2/

0




，作变量替换得  



0

2/

0

 sinln
2

1
  2sinln dyydxx 。 

显然  

2/

00

 sinln2 sinln



dxxdxx 。由此得 IdxxI   2ln
2

 2sinln2ln
2

2

2/

0




。 

于是 2ln
2


I 。解答完毕。 

 

注：可利用上述 Euler 积分计算以下积分的值 

i) dxxx  tan

2/

0




 

ii) dxxx   sinln

2/

0




 

iii) dx
x

x
 

sin

2/

0

2

 









 

iv) dxxx  sinlnsin

2/

0

2




 

（2） 设函数 )(xf 在 ),0[  上连续且极限 )(lim xf
x 

存在，记作 )(f 。证明 Froullani 广义

积分  
a

b
ffdx

x

bxfaxf
ln)(0 

)()(

0







）（ ，其中a ，b 为两个正数。 

提示：将积分分成两部分之和
21I II  ，这两个部分分别为从0到1和1到  的积分。 

对于积分
1I ，考虑从 到1的积分，将被积函数拆开，并作适当的变量替换。对于积分

2I 可

作类似处理。  

 

证明：我们将积分 I 分为两个部分
21I II  ， 

dx
x

bxfaxf
I  

)()(
1

0

1 


 ， dx
x

bxfaxf
I  

)()(

1

2 



 。 

考虑
1I 。对于任意 ）（ 1 ,0 ，我们有 

 



b

b

a

a

du
u

uf
du

u

uf
dx

x

bxf
dx

x

axf
dx

x

bxfaxf



)()()(
 

)(
111

）（）（
 

 

b

aa

du
u

uf
du

u

uf )()(
b



。 

而
a

b
f

a

b
fdu

u
du

u

uf
b

aa

ln)0(ln)(
1

)(f
)(

b

  





 ，  0 。 
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因此 

 








b

a

du
u

uf

a

b
fdx

x

bxfaxf
dx

x

bxfaxf
I

)(
ln)0(

)()(
lim 

)()(
1

0

1

0

1




。 

考虑
2I 。对于任意 1A  ，我们类似有 

 


bA

aA

b

du
u

uf
dx

u

uf
dx

x

bxfaxf )(
 

)()(

a

A

1

）（
。 

而  

bA

aA

AA

bA

aA
a

b
f

a

b
f

u

du
fdu

u

uf
ln)(ln)()(

)(
 ， A 。故 

a

b
fdu

u

uf
dx

x

bxfaxf
I

b

a

A

A
ln)(

)(
 

)()(
lim

1

2 


 
。 

因此原积分为 

 
a

b
fII ln)()0(fI 21  。证毕。 

注 1：我们可以直接对积分 dx
x

bxfaxf
R

 
)()(

r




作分拆，然后分别做变量替换。然后令

R 和  0r ，得到相同的结论。这样处理更简洁。 

注 2：利用上述 Froullani 积分，同学们可以计算如下积分，其中a ，b 为两个正数。 

i） dx
x

bxx
 

arctanaarctan 

0





 

ii）
0

e e
 

ax bx

dx
x

  
  

 

 


