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第十二周习题课 

一．不定积分 

1. 
x

x
dx

sin2 = cot cot cot ln sinx x xdx x x x C       

2.  xdxx 2tan =   xdxxxxdxxx tan
2

1
tan)1(sec 22

 

                   
21

tan ln cos
2

x x x x C     

3. 
arcsin x

x
dx

1
 = 




x

dx
xxxxd

1
2arcsin121arcsin2  

                   2 1 arcsin 4 1x x x C       

4. cos(ln )x dx =  dx
x

xxxx
1

)sin(ln)cos(ln  

                     dxxxxx )cos(ln)]sin(ln)[cos(ln ， 

所以 

       cos(ln )x dx
1

[cos(ln ) sin(ln )]
2

x x x C    

解法二：令 ln x t ，则 cos(ln ) costx dx e tdt     

5. (arcsin )x dx2 = 


 xdx
x

x
xx arcsin

1
2)(arcsin

2

2
 

                        22 1arcsin2)(arcsin xxdxx  

2 2(arcsin ) 2 1 arcsin 2x x x x x C    
 

6.   dxxx )1ln( 2
= 


 dx

x

x
xxx

2

2

1
)1ln(  

                        
2 2ln( 1 ) 1x x x x C       

7. 求 


dx
e

xe
x

x

1
 

解：记 dt
t

t
dxtxtex

1

2
),1ln(,1

2
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 ， 
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11

11
ln21412  
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8. 求   xx

dx

sin22sin
 

解：  


 )cos1(sin2

1

sin22sin xx

dx

xx

dx
 

记 tx cos ，  





 )1)(1(2

1

)cos1(sin2

1

sin22sin 2 tt

dt

xx

dx

xx

dx
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ttt 1
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cos1
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4

1

)cos1(4

1

1ln
8

1

1

1

4

1
1ln

8

1

 

 

9.      Rx  

解: 当 时, 1

2

2
)1(|1| Cx

x
dxxdxx    

   当 1x 时, 2

2

2
)1(|1| Cx

x
dxxdxx    

在 1x 连续, 21 1 CC  , 故 

          

10. 
2 22

0 0

1
e sin (1 cos 2 )

2

x xxdx e x dx
 

   。由 

2
2 2

0 0
1 2 sin 2 4 cos2x xe e x e xdx


 

      ， 

得到
2

2

0

1
cos2

5

x e
e xdx


 

  ，所以   

2 2
2

22

0

1 1 3 2
e sin ( 1)

2 10 5

x e e
xdx e

 


  
    。 

 

  dxx |1|

1x

  dxx |1|















1,
2

1,1
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2

2

xCx
x

xCx
x

dxx

2 2
2

00 0
cos2 cos2 2 sin 2x x xe xdx e x e xdx
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11. 
e

11 1
sin(ln ) sin(ln ) cos(ln )

e
ex dx x x x dx   

      
e

1
(sin1 cos1) 1 sin(ln )e x dx     ,  

所以    
e

1

1
sin(ln ) (sin1 cos1)

2 2

e
x dx    。 

 

12. 求
1

2 1

0
e x dx

  

解：   令
21 1t x x t   ，则 ，于是  

1 2 2
2 1 2 2 22

10 1 1
e 2x t t tdx e tdt te e dt     

2 2 21 1
( 2 )

2 2
e e   。 

 

13. 
1 1

2 1

02 2 20 0

(1 2)
ln( 1 e ) ln

1 e 1 e 1 1 e

x
x x

x x

dx de e
e


 




      

   
   

1)12ln()11ln( 2  e 。 

14. 
1 1

1 11

00 0

1
ln ln ln

1 1

n m n m n mm
x xdx x x x xdx

n n

  
    

  
1

1

0
ln

1

n mm
x xdx

n

  
 

1

10

! !
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

m n m

m m

m m
x dx

n n 
   

  。 

 

15. 设 ),0(  上的连续函数 )(xf 满足 
e

dxxfxxf
1

)(ln)( ，求 
e

dxxf
1

)( 。 

 解  记 adxxf
e

1
)( ，则 axxf  ln)( ，于是 

1 1
( ) ln ( 1)

e e

a f x dx xdx a e     ， 

所以  

 
e

xxx
e

xdx
e

a e
e 1

ln
1

ln
1

11
  。 

 

16. 设  4

0

4 )2(sin)(


dxxfxxf ，求  2

0
)(



dxxf  

解： Idxxfdxxf
2

1
)(

2

1
)2( 2

0

4

0
 



，则 Ixxf
2

1
sin)( 4  ，积分： 

  IIdxdxxxf
42

1
sin)( 2

0

2

0

4 


   



4 

 

IxdxI
4

sin2

0

4 


   

而
16

3
sin2

0

4 


 xdx ，故
)4(4

3







I 。 

17. 求  
x

dttx
dx

d

0

2)sin(  

解： 
2

0

2

0

2 sinsin)sin( xduu
dx

d
dttx

dx

d xx

  。 

 

18. 设 )(xf 在 ),0[  上 可 导 ， 0)0( f ， 其 反 函 数 为 )(xg ， 若

)1ln()( 2
)(

xxdtxtg
xfx

x




，求 )(xf 。 

解：记 xtu  ， )1ln()()( 2
)(

0

)(

xxduugdtxtg
xfxfx

x
 



，对 x 求导， 

x

x
xxxfxxfxfg




1
)1ln(2)()())((

2

 

且 0)0( f 。
x

x
xxf




1
)1ln(2)( ， 

)1ln()1ln(2
1

)1ln(2)(
0

xxxxdx
x

x
xxf

x











  。 

19. 设 )(xf 满足
x

x

e
x

dtxtf  2
)(

2

0
，求 )(xf 的极值与渐近线。 

解：记 uxt  ，
x

x

x

e
x

duufdtxtf 


  2

)()(
2

0

0
，

xexxf  )( ， 

    
xexxf )( ，极大值为 1)0( f ，渐近线为 xy  。 

20. 设 )(xF 为 )(xf 的一个原函数 , 且当 0x 时有
2)1(2

)()(
x

xe
xfxF

x


  , 已知

0)(,1)0(  xFF , 求 )(xf  

解: )()( xfxF  , 

2)1(
)()(2

x

xe
xFxF

x
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Ce
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x
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x
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x
dxe

dx
x

xe
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xx
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故 

C
x

e
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x





1

)(2
 

0)(,1)0(  xFF , 0C , 

x

e
xF

x




1
)(  

2

3

)1(2

)()(

x

xe
xFxf

x



  

21. 设函数 ],[ baCf  ，0 ( )m f x M   ，证明 

2
2

2 )(
4

)(

)(

1
)()( ab

mM

Mm
dx

xf
dxxfab

b

a

b

a



   

证明：用 Schward 不等式 

 
22

21 1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b b b b b

a a a a a
f x dx dx f x dx dx f x dx

f x f x f x

  
      

   
      

                         
2)( ab   

0
)(

])(][)([




xf

Mxfmxf
 

故   Mm
xf

mM
xf 

)(
)(  

积分： ))((
)(

)( abMmdx
xf

mM
dxxf

b

a

b

a
  。 

AG 不等式：    
b

a

b

a

b

a

b

a
dx

xf
dxxfmMdx

xf

mM
dxxf

)(

1
)(2

)(
)( 。 

     ))((
)(

1
)(2 abMmdx

xf
dxxfmM

b

a

b

a
  ， 
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2
2

)(
4

)(

)(

1
)( ab

mM

Mm
dx

xf
dxxf

b

a

b

a



   

22. 设函数 0)0(],,[)1(  fbaCf 。证明：  
b

a

b

a
dxxfabdxxf 222 )]([)(

2

1
)( 。 

证明：
(1)[ , ], ( ) 0f C a b f a  ， ],[,)()( baxdttfxf

x

a
   

由 Schward 不等式， 

         
2

2 22 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x b

a a a a
f x f t dt f t dt dt x a f t dt       

       

积分，      



b

a

b

a

b

a

b

a
dttf

ab
dttfdxaxdxxf

2
2

22 )(
2

)(
)()()( 。 

 

注 1：上述不等式可以改进为  
b

a

b

a

b

a
dxaxxfdxxfabdxxf 2222 )])(([

2

1
)]([)(

2

1
)( 。 

证明：记  
x

a

x

a

x

a
dttfdtattfdttfaxxF )()])(([

2

1
)]([)(

2

1
)( 2222

， 

0)( aF ， )()]([)()( 22 xfdttfaxxF
x

a
  ， 

0)(  aF ，   )()(2)()()]([)(
22 xfxfxfaxdttfxF

x

a
   

0)]()([)()(2)]([)]([ 22  
x

a

x

a

x

a

x

a
dttfxfdtxftfdtxfdttf  

故 0)( xF ，即 0)()])(([
2

1
)]([)(

2

1
)( 2222  

b

a

b

a

b

a
dttfdtattfdttfabbF 。 

 

注 2：若本题的条件改为 0)()(  bfaf ，则有  
b

a

b

a
dxxfabdxxf 222 )]([)(

8

1
)( 。 

证明： 


 2 222 2 )]([)(
8

1
)(

ba

a

ba

a
dxxfabdxxf 。在区间 







 
b

ba
,

2
上，用类似的方法可得： 

  
b

ba

b

ba dxxfabdxxf
2

22

2

2 )]([)(
8

1
)( ，故 

 
b

a

b

a
dxxfabdxxf 222 )]([)(

8

1
)( 。 
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23. 设 f x( )在[ , ]0 1 上连续，证明： f x dx(cos )
0

2



   f x dx(sin )
0

2



 

证明：令
2

t x


  ，则 

2 2 2

0 0 0
(cos ) (sin ) (sin )f x dx f t dt f x dx

  

    。 

 

24. 设函数  
x

dttgtxxf
0

2 )()(
2

1
)( ，其中函数 )(xg 在 ),(  上连续，且 5)1( g ，

2)(
1

0
 dttg ，证明  

xx

dtttgdttgxxf
00

)()()( ，并计算 )1(f  和 )1(f  。 

证明： 

   
xxxx

dttgtdtttgxdttgxdttgtxtxxf
0

2

00

2

0

22 )(
2

1
)()(

2

1
)()2(

2

1
)( ， 

等式两边求导，得到  

)(
2

1
))()(()(

2

1
)()( 22

0

2

0
xgxxgxdtttgxgxdttgxxf

xx

   

          
xx

dtttgdttgx
00

)()( 。 

再求导，得到 )()(,)()(
0

xgxfdttgxf
x

  ，所以  

2)1( f ， 5)1( f 。 

 

25. （积分中值定理的应用）设 )(xf  在 ],[ ba 上连续。证明 

 





b

a

b

abxa
dxxfdxxf

ab
xf |)(|)(

1
|)(|max 。 

证  由于 )(xf 在 ],[ ba 上连续，可设  

， )(min)( xff
bxa 

 ， ],[ ba 。 

于是 

)()()(min)(max  ffxfxf
bxabxa




)()(  ff   
b

a
dxxfdxxf )(')('




。 

另一方面，由积分中值定理， ],[ ba ，使 


b

a
dxxf

ab
f )(

1
)( ，于是  

)()(min fxf
bxa


 




b

a
dxxf

ab
)(

1
。 

所以  




)(max xf
bxa




)(min xf
bxa

))(min)(max( xfxf
bxabxa 

  



b

a

b

a
dxxfdxxf

ab
|)(|)(

1
。 

],[,)(max)( baxff
bxa
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26. 求证： 1
1

lim
2

2

1
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n
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证明： nennnedxe
x

nn

nn

nn

n

x 



1

22

11

1

1
)(

1

112

2

 





 ， ],[ 22 nnnn   

当 2x 时， xe
x

1
1 

为单调减函数，故
22

1

2

11

2 1

1
n

n

nn e
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n
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，

1
1
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2

2

1
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27. 设 f x( )在 ),(  上连续，证明 

f u x u du
x

( )( )0   
x u

dudxxf
0 0

)( 。 

证  利用分部积分法， 

   
x u

dudxxf
0 0

)(   0
0 0

( ) ( )
u x

xu f x dx uf u du  = f u x u du
x

( )( )0 。 

注：本题也可令
0

( ) ( )( )
x

F x f u x u du   0 0
( )

x u

f x dx du  ，证明 '( ) 0F x  。 

0
( )

u

f x dx 为变上限积分，其导数简单，用分部积分法正好。 

 


