
第十二周习题课 

 

二．利用 Riemann 积分计算某些数列极限。 
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解：将极限式写作 Riemann 和的形式   
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上式右边可看作是函数 px 在区间 ]1,0[ 上的一个 Riemann 和。因此 
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三．积分估值 
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4. 估计积分 
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这当然是一个比较粗糙的估计。 
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试比较这三个积分的大小。  

解：注意 1)1)(1( 22  xxxx ，故 )1(ln)1(ln 2222 xxxx  。由

此可见积分
1I 中的被积函数为奇函数。所以 01 I 。 

我们注意，积分
2I 和 3I 的被积函数均为一个偶函数和一个奇函数之和。由于其函数在

对称区间上的积分为零。因此我们有 
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于是 213 III  。解答完毕。 

 

四．积分不等式与零点问题  

6. 设函数 )(xf 在  ba, 上连续，且恒正即 ,0)( xf  bax , 。 证明函数 
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在  ba, 上有且仅有一个零点。. 

证明: 由于 )(xf 在  ba, 上连续且恒大于零，我们得到 )(xF 在  ba, 上连续且可导且 
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这表明 )(xF 在  ba, 上严格单调增. 又由于 
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并且函数 )(xF 是严格单调增加的，根据连续函数的介值定理可知, 函数 )(xF 在  ba, 上有

且仅有一个零点. 解答完毕。 

 

7. （课本第五章总复习题第 17 题，p.188）已知函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续且单调上升。证
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证明：方法一 

记 2/)( bac  。由于 )(xf 在 ],[ ba 上单调上升，故有    0)()(  cfxfcx ，

],[ bax 。 

对这个不等式在区间 ],[ ba 上积分得 
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因此函数 )(yF 在区间 ],[ ba 上单调上升。 
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8. （课本第五章总复习题第 18 题，p.188）设 )(xf 在 ],0[  上连续且 0sin)(
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0




xdxxf 。证明函数 )(xf 在 ],0[  上至少有两个零点。 

证明：反证。假设所证命题不成立，则可能是下列三种情况之一： 

(i) )(xf 在 ],0[  无零点，或 

(ii) )(xf 在 ],0[  有且仅有一个零点, 且 )(xf 在 ],0[  不变号；或 

(iii) )(xf 在 ],0[  上有且仅有一个零点，且 )(xf 在 ],0[  变号。 

对于情形(i)和(ii), 由于 )(xf 和 xsin 在 ],0[  不变号，并且它们的乘积不恒为零。因此不
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xdxxf 。这就导出了一个矛盾。以下考虑情形(iii). 

假设 )(xf 在 ],0[  上有且仅有一个零点 ),0(0 x ，且 )(xf 在 0x 的两侧反号。不妨设

0)( xf ， ),0( 0xx ； 0)( xf ， ),( 0 xx 。于是乘积 )sin()( 0xxxf  在 ],0[  非
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9. （Hadamard 不等式）设函数 )(xf 于 ],[ ba 可导且下凸。证明 
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注：本题可看作是习题 5.2 第 10 题（p.141）的一般化。 

证明：根据假设我们有 
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即式（*）的第二个不等式成立。 

回忆下凸函数的一个性质：下凸函数的图像位于其任意点切线的上方。（见第七次习题

课的讨论题）。因此图像位于区间中点处切线的上方，即 
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注：(i) 对于上凸函数，我们有相应不得式，即将不等式(*)的不等号反向即可。(ii)假设中的

条件：函数 )(xf 于 ],[ ba 可导性，可以去掉。实际上下凸函数（不必可导）有如下性质：

若函数 )(xf 于 ],[ ba 下凸，则对任意点 ],[0 bax  ，存在数 )( 0xk ，使得 

))(()()( 000 xxxkxfxf  ， ],[ bax 。 

直线 ))(()( 000 xxxkxfy  称作下凸函数 )(xf 在点 ],[0 bax  的支撑线。 

 

五．积分与极限。 

说明：我们常常需要考虑闭区间 ],[ ba 上函数列 )(xfn 积分后的极限问题，即求 
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实事上这个等式在许多情形下是正确的。 等式成立的一个充分条件涉及函数的一致收
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使得   


b

a
n

n
n

b

an
dxxfdxxf )(lim)(lim 。这表明对于函数列 )(xfn 作积分运算和极限运算

的先后次序不同，所得的结果可能不同。 

下个学期我们将仔细研究这个问题。以下我们考虑极限 dxxfn

b

an
)(lim 

的两个例子。 
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11. （课本习题 5.2 第 7 题，p.141）证明 
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六．变限积分 
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   (A).低阶无穷小量；         (B).高阶无穷小量； 

   (C).等价无穷小量；         (D).同阶但非等价无穷小量. 

答案：(B). 
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   (C). 在 )1,0[  上单调增加，在 ),1[  上单调减少； 

   (D). 在 )1,0[  上单调减少，在 ),1[  上单调增加。 
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所以 )(x 在 ),0[  上单调增加, 答案：(A). 
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4k 时级极限存在且非零. 

 

20. 函数 
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