
第 16 周习题课参考内容 
线性常微分方程 

 

 

一、线性方程解集合的性质 

1． 设 ),()(),( Cxqxp ，考虑一阶方程 

)()( xqyxp
dx

dy
 ， 

1）如果两条积分曲线相交说明什么？ 

2）由此可以得到什么结论？ 

解：1）设积分曲线 )(),( 21 xyyxyy  相交于 ),( 00 yx ，则这两个函数都满足 
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    由存在唯一性定理， )()( 21 xyxy  ，也即两条积分曲线是重合的。  

    2）根据存在唯一性定理，该方程任意两条不同的积分曲线不可能相交。 

 

2． 如果已知 1 2 1( ), ( ), , ( ), ( )n ny x y x y x y x 为 n 阶线性方程 
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     ， Ix  

的 n+1 个线性无关解（参见书上习题 7.4），求这个方程的通解 )(xy =？ 

解：类似上题， 1 nii yyz ， 1, 2, ,i n  ，都是齐次方程的解， 

    它们必线性无关，否则存在不全为零的 1 2, , , nc c c ，使得 
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    这与题设 1 2 1, , , ny y y  线性无关矛盾。 

因此原方程通解为 

        1 1 2 2 1n n ny c z c z c z y      ， 

也即 

        1 1 2 2 1 2 1( 1)n n n ny c y c y c y c c c y            

 



3． 已知
xxxxxxx eexeyexeyexey 2

32
2

1 ,,  
是一个 2 阶线性非齐次方程

的 3 个解，求出这个方程。 

解：首先同上论证，可以写出齐次方程的通解 

             xx ececyycyycy 2
21232311 )()(  

， 

    相应的特征方程为 

             02)1)(2( 2   ， 

因此相应的齐次方程为 

         02  yyy ； 

    再将 1y （或 32 , yy ）代入方程左端得到方程的非齐次项： 

             xx eexy 2
1 2)1(  ，

xx eexy 2
1 4)2(   

             )(22)1(4)2(2 222
111

xxxxxx exeeexeexyyy   

                         xex)21(  ， 

    所求方程为 

             xexyyy )21(2  。 

 

 

二、线性方程的求解 

1．求方程 0
1

1

1
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x
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x

x
y 的通解。 

解：这是二阶线性齐次方程，只需找到 2 个线性无关解，再线性组合即可。 

    首先容易观察得到 xy 1  是一个特解； 

使用常数变异法，令 12 )( yxuy  ，代入方程得 
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整理得 0)
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x
ux （可降阶二阶方程）， 

解得  
x
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 ，故 xey 2 ， 

所以原方程通解为  xeCxCy 21  。 

 

2．求 ( )x x t 满足下列常系数线性齐次方程： 

（1） 0485  xxxx  



解：特征方程为  0)2)(1(485 223   ， 

    其根为 1 和 2 （二重）； 

根据常系数方程解的结构，得到基本解组  

      ttt texexex 2
3

2
21 ,,  ， 

通解  tt etCCeCx 2
321 )(  。 

 

（2） 02 )3()5()7(  xxx  

解：特征方程 0)1()1(2 223357   ， 

    解得  0 （三重根）， 1 （二重根）， 1 （二重根） 

    基本解组为 

          tttt texextexextxtxx   7654
2

321 ,,,,,,1 ， 

    通解  tttt teCeCteCeCtCtCCx   7654
2

321 。 

 

（3） 02  xxx  

解：特征方程  0)22)(1(2 223    

    解得  1  以及 i 1 ， 

    基本解组为   

          )sin(cos  , )1(
3,21 titeexex ttit  

， 

或组合为实数值基本解组 

          textexex ttt sin  ,cos  , 321
  ， 

    通解  tt etCtCeCx  )sincos( 321 。 

 

 

3．求解下列常系数线性非齐次方程： 

（1） xeyyy 2344   

解：特征方程  0)2(44 22   ， 

    可见齐次方程的基本解组是  

         xx xeyey 2
2

2
1   ,  ， 

    以下可以用常数变异法求非齐次方程的一个特解：令 

xexvuvyuyy 2
21 )(  ， 

    其中 vu, 满足 0)( 2
21  xevxuvyuy ，也即 



   （a）    0 vxu ， 

再将 y 代入方程整理得到  xevyuy 2
21 3 ，也即 

（b）   3)12(2  vxu ， 

由（a--b）解得  xvxu 3,
2

3 2  ， 

所以 xx exexvuy 222

2

3
)(  ； 

综上得到原方程通解 

         xexxCCy 22
21 )

2

3
(  。 

注：也可用待定系数法求非齐次方程特解： 2 是特征方程的二重根， 

故令
xeaxy 22 代入方程后确定 2/3a 。 

 

（2） xyyy sin323   

解：特征方程 0)2)(1(232   ， 

    可见齐次方程的基本解组是  

           xx eyey 2
21   ,   ； 

    下面用待定系数法求非齐次方程的一个特解： 

注意sin Im( )ixx e ，而 i不是特征方程的根， 

考虑相关的复值函数方程 

3 2 3 ixy y y e    （ 3cos 3 sinx i x  ） 

寻求一个复值特解
ixy Ae ， A是待定复数， 

ixy iAe  ，
2 ix ixy i Ae Ae    ， 

代入方程得 

      3 2 ( 1 3 2) 3ix ixy y y i Ae e          ， 

所以  
3 3(1 3 )

1 3 10
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， 

3(1 3 ) 3(cos 3sin ) 3(sin 3cos )
(cos sin )

10 10 10

i x x x x
y x i x i

  
    ， 

    注意 ( ) ( )y u x iv x  ，其中
3(sin 3cos )

10

x x
v


 就是原方程的一个特解。 

综上得到原方程通解  xx eCeC
xx

y 2
2110

cos9sin3  


 。   

法二：令 xbxay sincos  是原方程一个特解， ,a b待定，则 



xbxay cossin  ， xbxay sincos  ， 

代入方程得 

          xxbxaxbxaxbxa sin3)sincos(2)cossin(3)sincos(  ， 

    整理得  xxabxba sin3sin)3(cos)3(  ， 

    也即    33,03  abba ， 

解得 
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 ba ，所以 
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 。 

 

（3） tt eexxx 2144   

解：特征方程 0)2(44 22   ， 22,1    

    因此齐次方程基本解组是 

            tt texex 2
2

2
1   ,  ； 

    以下将原方程分解为 3 个方程分别求特解： 

    对于 144  xxx ，观察即得到  
4

1
x ， 

    对于 texxx  44 ，考虑 taex  ，解得 1a ，
tex  ， 

    对于 texxx 244  ，考虑 tebtx 22 ，解得
2

1
b ，

tetx 22

2

1
 ， 

    利用线性方程叠加原理，上面 3 个方程的解叠加得到原非齐次方程一个特解 

 tt etex 22
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    综上得原方程通解 
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21  tt eettCCx 。 


