
第 14 周习题课参考内容 
积分的几何物理应用，微分方程求解初步 

 

一、积分的几何应用 

1. 求由星形线 3
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ayx  （如图， 0a ）绕 x轴旋转所成旋转体的体积。 

解：由方程解出星形线 
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任取 ],[ aax  处厚度dx的微元， 

绕 x 轴旋转一周后得到薄圆片的体积微元 

      dxydV 2 ，
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关于 ],[ aax  求和（积分）便得所求体积 
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2. 求星形线 3
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ayx  的弧长（ 0a ）。 

解：将曲线写成参数形式： 

tax 3cos ， tay 3sin ， 20  t ， 

则   tta
dt
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sincos3 2 ， tta
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cossin3 2 ， 
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积分并利用函数的周期性和对称性， 
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3．设有曲线 1 xy , 过原点作其切线，求此曲线、切线及 x轴围成的平面区域（见下

图）绕 x轴旋转一周所得到的旋转体的体积V （*和表面积 A）。 

解：可以求得切线为 xy
2

1
 , 切点为  1,2 ，如图.  

为计算旋转体体积，使用薄圆筒叠加方法： 

任取 ]1,0[y 处的厚度微元dy ， 

得到在平面区域内的线段 ]1,2[ 2yy  ， 

绕 x轴旋转一周得到薄圆筒，其体积 
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      dyyyydV )21(2 2   ， 

叠加所有薄圆筒的体积（积分）得到 
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* 旋转体表面由两部分组成：由 1 xy 绕 x轴旋转所得到的旋转面面积为 
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由切线 xy
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 绕 x轴旋转所得旋转面面积为 
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4. 设 0 ab ，求圆盘 222 )( abyx  绕 x 轴旋转一周所得旋转体（“实心救生圈”）

的体积。（两种方法均可：薄片叠加法与薄圆筒叠加法） 

解：考虑薄圆筒叠加法：将圆盘写成 

2222 )()( byaxbya  ， 

任取 ],[ ababy  处厚度dy 的微元， 

绕 x 轴一周生成一个薄圆筒，半径 y，厚度dy ， 

高度为
22 )(2 bya  ，因此其体积微元 

       dybyaydV 22 )( 4   ， 

关于 ],[ ababy  求和（积分）便得 
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法二（薄片叠加法）：将圆盘写成 

2222 xabyxab  ， 

任取 ],[ aax  处厚度dx的薄片微元，绕 x 轴一周得到一个厚度为 dx的薄圆环， 

圆环的内外圆半径分别为
22 xab  和

22 xab  ，所以其体积微元为 

        dxxabdxxabxabdV 22222222 4])()[(   ， 



关于 ],[ aax  求和（积分）得  
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二、积分的物理应用 

1. 设一个弹簧在不受力的情况下的长度为 1m。假设迫使弹簧伸长 2.5cm 需费力 15N。 

问要做多少功，才能把弹簧从 1.1m 拉至 1.2m。 

解：由弹簧 Hooke 定律 kxF  ，其中 k 为弹性系数， x为弹簧受力后的形变长度。 

当 025.0x m 时， 15F N，代入得 600k N/m。 

弹簧从 1.1m 拉至 1.2m，其形变从 0.1m 到 0.2m， 

于是所做的功为  9600)(
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  xdxdxxFW （J）。 

 

2. 半圆形平板闸门垂直放入水中，直径与水平面重合，水的密度为 1，求闸门受的压力。 

解：垂直向下为 x轴建立坐标系，记R为闸门半径，   

则深度 x处闸门宽度为
222 xR  ， 

该深度处高度为dx的闸门微元所受压力为 

dxxRxdp 222   

（闸门面积乘以深度乘以水的密度） 

关于 ][0,Rx 求和（积分），便得总压力 
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3. 将一半径为R的圆球压入水中，使球体刚好与水平面相切，求克服水的浮力做的功 

(设水的密度为 1)。 

解：如图建立坐标系，水面为 Ry 2 。 

取 ]2,0[ Ry 处厚度dy 的水平薄片， 

其受水的浮力为 dyxdF 2 ,  

压入水中深度为 yR 2 ，做功微元为 

       dyyRxdW )2(2   ， 

其中 
222 )( RRyx  ，所以 
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注意：做功总量恰好等于总浮力（球的体积）乘以球半径（球心到水面的距离）。 

 

4. 一个圆柱形水池半径 10m，高 30m，内有一半的水，求将水全部抽干所要做的功。 
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解：如右图，垂直向下建立 x 轴，水池上沿为原点， 

任取 ]30,15[x 处高度微元dx，                

得到水池中相应薄圆饼中水体积为 

 dxdV 210  （立方米）， 

水的密度
310 千克/立方米，所以受到重力 

 gdxgdVdF  510 （N，牛顿）， 

抽到水池上沿做功 

     xdxxdFdW 510 （J，焦耳）， 

求和  ggxdxW  8
30

15

5 10375.310   （J，焦耳）。 

 

三、微分方程初等求解法 

1. 求微分方程
221 xyyxy  的通解。  

解：方程为可分离变量型 xx
y

y
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上式两端积分得 c
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，其中c为任意常数。 

 

2. 求微分方程  
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满足 y( )0 1  的特解。 

解：方程可分离变量  x
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两端积分得  
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即  
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x

c
y ，其中

cec
~

 为任意常数， 

将 1)0( y 代入上式，得 4c ，满足初始条件的特解为 
4

4
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x
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3. 求出微分方程 0cottan  xdyydx  的所有解曲线。 

解：为了将原方程通过分离变量积分求解，先考虑 

2
,

  kxky ， ,2,1,0 k ， 



这时有  0
cos

sin

sin
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积分可得原方程的通解 Cxy cossin ； 

再代入方程直接计算发现 

, 0, 1, 2,y k k    是原方程的一族解曲线， 

       , 0, 1, 2,
2

x k k
       也是一族解曲线， 

综上便得到原方程所有解曲线。 
 
 

4. 求出方程 yy   的所有解。 

解：若 0y ，则分离变量得 dx
y

dy
 ，积分得 02  Cxy ； 

若 0y ，类似地计算有 02 


  Cxdx
y

dy
y ； 

此外 0y  也是一个特解. 

注意：上面 3类解可以组合得到以下 3类定义在 ),( x 上的解：  
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y 其中 21 CC  为两个常数。 

解曲线族示意图如下： 

          



注*：对于这个方程，右端函数在 y=0 点附近不满足 Lipschitz 条件（请自己检验）； 

观察上面解曲线族，任取 0x ，满足初始条件 0)( 0 xy 的解不是唯一的 

——这样的解有无穷多个。 

 

 

5. 解方程 
dy

dx x
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解：作为一阶线性方程求解 

)
sin

(
11

dxe
x

x
Cey

dx
x

dx
x  


 

)sin(
1

dxxC
x   )cos(

1
xC

x
 。 

法二：用积分因子法，方程两边同乘 x，得 xyyx sin ， 

也即   xyx sin ，（左端凑出带有未知函数的导数）  

  两边积分得 CxCdxxyx   cossin ， 

所以 )cos(
1

Cx
x

y  。 

 

6. 解方程 yx  = yyx  22
。 

解：当 0x 时，原方程可化为： 
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1  （回忆：用初等变换可化为分离变量型方程）， 

令 uxy   整理得： 
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积分得： )ln(arcsin Cxu  ， （C为任意正常数）  

将 uxy  代入，整理得原方程的通解： )sin(lnCxxy  ， 0x ；            

当 0x 时，原方程可化为： 
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同上方法解得  |)|cos(ln Cxxy  ， 0x 。 

注：在 0x 点，由方程本身可得 0y （但仅有一点的值，已经不构成微分方程）。 

      


