
第 7 周习题课  导数及微分 

1. 讨论下列各题： 

(1) 设 )(xg 是有界函数且
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讨论 )(xf 在 0x 处的连续性及可导性。 

解：首先考查 0x 处的左右极限。 
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因此 )()(lim 
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0 ，故 )(xf 在 0x 处连续。 

其次考查 0x 处的左右导数是否存在。 
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因此
' ( )f  与

' ( )f  均存在，且相等。故 )(xf 在 0x 处可导，且 0)0( f . 

 

(2) 设函数 ( )f x 定义在 上，且对任意的 x ，极限 lim [ ( ) ( )]
n

n f x f x
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  都存在，问：这

样的函数是否可导？为什么？ 
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就满足题设中的条件，但在任意一

点都不可导。 

2. 设 ( )f x 在 ax  可导，且 ( )f a  ，求
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解：因为 ( )f x 在 a 点可导且 ( )f a  ，所以 ( )f x 在a 点连续，这样当 | |x 充分大时， 
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. 解答完毕。 

 

3. 设 (0) 1, (0) 1,f f    ，求下列各值。 

（1）
0

cos ( )
lim
x

x f x

x


，（2）

0

2 ( ) 1
lim

x

x

f x

x


，（3）

1

(ln ) 1
lim

1x

f x

x




. 

解：（1） 
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4. 设函数 ( )f x 在 x  点连续。 

(1) 如果极限
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存在，那么函数 ( )f x 在 x  点是否可导？为什么？ 

(2) 如果极限
( ) ( )

lim
x

f x f x

x

 
存在，那么函数 ( )f x 在 x  点是否可导？为什么？ 

(1) 解：不一定。例如 ( ) | |f x x 满足条件，但在零点不可导。 

(2) 证明：因为极限
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对上面的这些不等式求和，得到 
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因为函数 ( )f x 在 x  点连续，故 lim ( ) ( )
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  故函数 ( )f x 在 x  点

可导，且 '( ) .f A   

5. 定义函数
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（1）计算导函数 )(xf  ；（2）讨论导函数 )(xf  的连续性。 

解：（1）当 0x 时，函数 )(xf 为初等函数，因此函数可导，且
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数 )(xf 在 0x 点处可导，且导数 0)0( f . 综上可知 )(xf 处处可导，且 
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注：本例说明，函数在其定义域内可导，但其导函数在其定义域内不一定连续。 

（2）由初等函数的连续性知， 当 0x 时 )(xf  连续。  



在 0x 点处，极限
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 不存在。综上， )(xf  在 0x 处连续， 0x 是 )(xf  的

第二类间断点。 

6. 设函数 ( )f x 在 0x 点处可导且 ( )f   ，定义 
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x f f f    . 证明序列 }{ nx 收敛，并求出极限值。 
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7. 求解下列各题： 

(1) 设 )(xyy  由方程 yxye xy  )tan( 确定的可导函数，其中 ),( rrx  ， 0r  . 求

(0)y . 

解：对方程 yxye xy  )tan( 两边求导得  
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在原方程 yxye xy  )tan( 中，令 0x ，得 1y ，即 1)0( y . 将 )1,0(),( yx 代入等式

（*），解得 2)0( y . 

 



(2) 设 )(xf 可导， )sin1)(()( xxfxF  ，若使 )(xF 在 0x 处可导，求 ( )f  的值.  

解：由于 )(xf 可导，令 xxfx sin)()(  . 

若 xxfxfxF sin)()()(  在 0x 处可导，只须使 )(x 在 0x 处可导, 也即 
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因此应有 )0()0( ff  ，故 0)0( f . 
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(6) 设 2( ) ( ) ( )f x x a g x  ，其中 ( )g x 在 x a 的某个邻域连续，求 ( )f a . 



解： 2( ) 2( ) ( ) ( ) ( )f x x a g x x a g x     ， 
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问题：如下做法是否正确？ 

 2( ) 2( ) ( ) ( ) ( )f x x a g x x a g x     ， 

 2( ) 2 ( ) 4( ) ( ) ( ) ( )f x g x x a g x x a g x       ， 

所以 ( ) 2 ( )f a g a  . 

8. 求一个单位圆的位置，该单位圆的圆心在 y 轴上，并位于抛物线 2y x 的上方，且与抛

物线 2y x 恰好有 2个切点。 

解：依题意可设所求单位圆的方程为 1)( 22  byx ，其中 0b 为圆心纵坐标。在方程

1)( 22  byx 中，视 y 为 x 的可导函数 ( )y y x ，并于方程两边求导得 

0)(  ybyx ，故圆上 ),( yx 点切线的斜率
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1 . 当 by  时切线垂直于 x

轴。再考虑抛物线在一点的切线斜率，对方程
2xy  求导得抛物线在一点的斜率
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因此所求单位圆圆心的纵坐标为
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故此时这个单位圆与抛物线恰好有两个切点 )4/3 ,2/3（ . 

情形二： 0X . 这时 02  XY ，代入单位圆方程得到 1b . 这时下半圆方 

程为
211 xy  . 由假设，单位圆位于抛物线之上，即

2211 xx  ，或 

22 11 xx  ， ]1,1[x . 这显然不可能！故情形二不可能发生。解答完毕。 



9. 设函数 ( )y f x 存在反函数 ( )x g y . 如果函数 ( )y f x 三阶可导，并且 ( ) 0f x  . 

试用函数 ( )y f x 的前三阶导数来表示反函数 ( )x g y 的前三阶导数。 

解：因为 ( )y f x 的反函数是 g( )x y ，由反函数求导法则， 
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再次关于 y 求导得 
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另解：因为 ( )x g y 是函数 ( )y f x 的反函数，又由于 ( )f x 存在三阶导数且 '( )f x  ，

因此 ( )x g y 存在三阶导数。因为 ( ( ))f g y y ，因此两边求导，由复合函数的求导法则得

' '( ( )) ( )f g y g y ，即
' '( ) ( )f x g y .  在 ' '( ( )) ( )f g y g y 两边再对 y 求导，得 

'' ' ' ''( ( ))( ( )) ( ( )) ( )f g y g y f g y g y   ，即 '' ' ' ''( )( ( )) ( ) ( )f x g y f x g y   ； 

再在 '' ' ' ''( ( ))( ( )) ( ( )) ( )f g y g y f g y g y   两边对 y 求导并将
' ''( ), ( )g y g y 带入，即得
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 解答完毕。 

10. 设  2
arcsin xy  . 

(1)求证： 2)1( 2  yxyx ； 

(2)求 )0()(ny . 

解：(1) 因为
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故 2)1( 2  yxyx . 
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在 2)1( 2  yxyx 两边对 x 求 n 阶导，由莱布尼兹公式，得 
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令 0x ，则 )0()0( )(2)2( nn yny  , 

由   )()( )( nyy ，且  ( )( ) ( ) ( )!!ny y n
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11. 求下列极限： 

（1）已知函数 ( )f x 在 0x  处可导， (0) 0, (0) 2f f   ，且当 0x  时 ( ) 0f x  ，求极限
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（2） 已知 (0)f  存在， (0) 0f  ，求极限
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解：因为 (0)f  存在，因此 ( )f x 在 x  连续，故   
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（3） 设曲线 ( )y f x 在原点处与曲线 siny x 相切，求极限
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解：由题设知 (0) sin 0 0, (0) cos0 1f f     ，所以 
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12. 设函数 ( )f x 满足 ( )f    . 则 ( )f x 在 x  点可导的充要条件是存在一个在 x  连

续的函数 ( )g x 使得 ( ) ( ).f x xg x   

证明：" "  设函数 ( )f x 在 x  点可导且 ( )f    . 则 
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则函数 ( )g x 在 x  连续且 ( ) ( ).f x xg x   

 " "  假设存在一个在 x  连续的函数 ( )g x 使得 ( ) ( ).f x xg x  则 
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     所以 ( )f x 在 x  点可导且 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f xg x f g x x x        ，显然 ( ) ( ) ( ).x x o x x    由函数在一

点可微的定义，可知函数 ( )f x 在 x  点可微，且 '( ) ( ).f g    

13. 设函数 ( )f x 定义在 ( , )a b 上且在 ( , )x a b  处可导，数列   , ( , )n nx y a b 满足 
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解：因为函数 ( )f x 在 ( , )x a b  处可导，且 lim , limn n
n n

x x y x 
 

  .  因此 

' '( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ), lim ( ).n n

n n
n n

f y f x f x f x
f x f x

y x x x

 
 

 
 

 
 

 
 

这样
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14. 设函数
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x x
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在 0x  处右连续但右导数不存在，求 的取值范围． 

解：因为
0 0
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又因为极限 1
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 不存在，所以 1 0  ≤ ，即 1≤ ． 

综上可知， 的取值范围是{ 0< 1} ≤ ． 

15. 求解下列各题： 

(1) 设有一半径为 cm 的球，为了提高球面的光洁度，需镀上厚度为 . cm  的一层铜。试

估计需要镀铜多少立方厘米？ 

解：镀层的体积等于两个球体体积之差。球的体积V R 



， . , ,R cm R cm       

所以镀层体积
' ( ) . .V V R R R R cm  

            

(2) 设 cos .xy e x  求 .dy   

解： ( cos sin ) .xdy e x x dx     

(3) 求
0tan31 的近似值，保留到小数点后四位。 

解：令 ( ) tanf x x . 则当 | |x x 很小时，
'( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x     .  

设
0 0

0 30 , 31 ,x x  则
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x x
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因为
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2 0
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cos 30
f  ， 

所以
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2 0

1
tan 31 tan 30 0.57735 0.02327 0.6009

cos 30 180
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