
第十一次习题课 常微分方程习题解答 

1．图 21,CC 分别是 )1(
2

1 xey  和
xey  的图象，过点(0，1)的曲线 3C 是一单调增函数的

图象，过 2C 上任一点 ),( yxM 分别做垂直于 x 轴和 y 轴的直线和的直线 xL 和 yL ，记 21,CC

和 xL 所围图形的面积为 )(1 xS ， 32 ,CC 和 yL 所围图形的面积为 )(2 yS ，如果总有

)()( 21 ySxS  ，求曲线 3C 的方程 )(yx  。 
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为求曲线 3C 的方程 )(yx  ， 

将上式两边对 y 求导数得到 
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2．求方程 yy  的通解。 
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 ，其中c是任意非零的常数。 

另有一解 0y . 

 

3. 解方程：   033 22  xyyxy . 
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   ，这是一个分离变量方程， 
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  ，其中c是任意非零的常数，  
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；当u  时， y  也是微分方程的解。   

 

4．求初值问题的解：
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5．求  xyyyx lnln  的解. 

解: 原式 ln
y y

y
x x

  ，令 ( )y xu x ，则 ' lnu xu u u  ，当u e 时，  
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，从而 ln ln ln | |u cx  ，其中 c 是任意非零的常数，故

c xy xe ；当u e 时， y xe ，因此原方程的通解
c xy xe ，其中c 任意。   

 

6. 解方程 22 yxyyx  . 

解：伯努利方程: 
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，其中C 是任意的常数。 

   

7．解方程 yyyx  ln . 

解:令   yxp  , 代入方程,则原方程化为 pp
dx

dp
x ln  

当 p 时，由此解出 
xc

ep 1 ,其中c是任意的非零常数，于是原方程的通解为  
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'y ，故 y x C  也是原方程的解，其中C 是任意的常数。 
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  ，其中c是任意的非零常数. 
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解此方程得 c y x c
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化简得  ( ) ( )c y x c
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   . 其中c是任意的常数。 

9. 求解二阶微分方程的定解问题
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解：令 ( ) ,
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   ，原方程化为 

uyuuyu  sincos 2 ， 

若 0u ， Cy  不符合初值条件，舍去。 

当 0u 时 ， 得 到   
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 . 常 数 变 异 法 求 得 解 为 
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再解方程 y
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sin 得到 ln csc coty y x C   ， 

由
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 )(y 得出 )ln( 3212 C ， 

故定解问题的解为
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10. 求一条上凸曲线的方程，使在该曲线上任意点的曲率半径等于夹在该点与横轴之间的

法线之长。 

解：   法线之长    222
1 yyyyy  ， 

由题意， 
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因曲线是上凸的，因此
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故曲线为   2
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2 cycx  ，其中 ,c c 
是任意的常数。  

 

11. 求与曲线族 ( )y ax a  正交的曲线。 

  解: 对方程
 axy 两边求导，得 23axy  ，所以
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在点 ( , )x y 处与曲线族 ( )y ax a  正交的曲线满足
y

x
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3
 , 故所求曲线为

Cyx  22 3 。 

 

12. 在 XOY 坐标平面上，连续曲线 L 过点 ( , )M   ，其上任意点 )0)(,( xyxP 处的切线斜

率与直线 OP 的斜率之差等于ax（常数 0a ） 

(Ⅰ) 求 L 的方程: 

(Ⅱ) 当 L 与直线 axy  所围成平面图形的面积为
3

8
时,确定a 的值. 

解：(Ⅰ)设 L 的方程为 )(xyy  。于是 ( )y   。记 L 在点 ),( yxP 处切线斜率为 ( )y x ，

直线 OP 的斜率
y

x
。由题设知

y
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这表明 )(xyy  是下列一阶线性微分方程初值问题的解： 
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常数变易法求得方程的通解为 y ax cx  . 令 1x 得c a  。故曲线 L 的方程为二

次抛物线 )1(  xaxy . 

(Ⅱ) 曲线 L 与直线 axy  的交点满足
( )
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解出两个交点 )0,0( 与 )2,2( a 。 

曲线 L 与直线 axy  所围成的平面图形面积为 
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故由
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)(  aaS 得到常数 2a . 

13. 求常微分方程的初值问题
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的解 ( 1)x  。 
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两式相减得：
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由 (0) 0y  得 21 1
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y x x x     . 

 

14. 设函数 ( )y x 满足微分方程 (4)( ) ( ) 0y x y x  ，且当 0x  时， 3( ) ~y x x ，求 ( )y x 。 

解：方程
(4) 0y y  的特征根为 1 2 3 40, 1, 1        ，故方程的通解为  

     1 2 3 4( ) e ex xy x C C x C C      。                   

当 0x  时，将 ,x xe e
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由此知，欲使 0x  时， 3( ) ~y x x ，只需要
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解之得， 1 2 3 40; 6; 3C C C C      , 即 ( ) 6 3e 3ex xy x x     。 

15. 设 ( , )f C   ，且为有界函数，即 0M  ，使得 | ( ) | , ( , )f x M x    。 



（I）证明：常微分方程 ( )y y f x   的每个解 ( )y y x 当 [0, )x  都是有界函数，

即 1 0M  ，使得 1| ( ) | , [0, )y x M x   ； 

（II）当 ( ,0]x  时，常微分方程 ( )y y f x   是否存在有界解？若存在，有几个？

（请证明你的结论） 

证明： 0 ( , )y    ，则常微分方程初值问题
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的解为 
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所以微分方程 ( )y y f x   的每个解 ( )y y x 都是有界函数。 

（II）因为 ( )f x 为有界函数，所以广义积分
0
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    。 

所以微分方程 ( )y y f x   当 ( ,0]x  时只有一个有界解。 


