
第十二周习题课 一致连续、定积分讨论题解答  

 

一、一致连续性 

1. 证明：函数 ( )f x 在区间 I 上一致连续的充要条件是：对于区间 I 上的任意两个数列

{ }, { }n nx y ，当 lim( )n n
n

x y


  时，有 lim( ( ) ( ))n n
n

f x f y


   . 由此证明： ( ) xf x e

在 ( , )  上不一致连续。 

证明：先证必要性“”（反证法）：函数 ( )f x 在区间 I 上一致连续。则对 0, 0     ，

使得 1 2,x x I  ，当
1 2| |x x   时，有

1 2| ( ) ( ) |f x f x   . 任取区间 I 中的两个数列

{ }, { }n nx y 满足 lim( )n n
n

x y


   ，则对上述正数  ，存在 N  ，当 n N 时，有

| |n nx y   ，从而由条件，有 | ( ) ( ) |n nf x f y   . 所以由数列极限的定义知，

lim( ( ) ( ))n n
n

f x f y


   . 

下证充分性“  ”（反证法）：设对于区间 I 上的任意两个数列 { }, { }n nx y ，当

lim( )n n
n

x y


  时，有 lim( ( ) ( ))n n
n

f x f y


    . 现在假设函数 ( )f x 在区间 I 上非一致连

续，即 0 0, 0     ， ,x y I  满足 | |x y   ，但
0| ( ) ( ) |f x f y   .对任意的正整

数 n ，取
n




 ，则存在 ,n nx y I 满足
1

| |n nx y
n

  ，但 0| ( ) ( ) |n nf x f y   . 这样，

我们得到区间 I 上的两个数列{ }, { }n nx y ，满足 lim( )n n
n

x y


  ，但 

lim( ( ) ( ))n n
n

f x f y


  ，与条件矛盾，故函数 ( )f x 在区间 I 上一致连续。      

注：由上述一致连续的充要条件，可得到函数在区间上非一致连续的充要条件：存在区间 I

上的两个数列{ }, { }n nx y ，满足 lim( )n n
n

x y


  ，但 lim( ( ) ( ))n n
n

f x f y


   . 

下证 ( ) xf x e 在 ( , )  上不一致连续。 

证明：对n  ，取 ln( ), lnn nx n y n   ，则 lim( ) lim ln( ) ,n n
n n

x y
n 


      但 

lim( ( ) ( ))n n
n

f x f y


  ，故 ( ) xf x e 在 ( , )  上非一致连续。   

 



2. 设函数 ( )f x 在[ , ) ( )a a   上有定义，且满足 Lipschitz 条件，即存在正数 L 使得

1 2,x x I  ，有
1 2 1 2| ( ) ( ) | | |f x f x L x x   . 证明： 

(1)  
( )f x

x
在[ , )a  上有界； 

(2)  
( )f x

x
在[ , )a  上一致连续。 

证明：(1) 对 [ , )x a   ，因为 | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | | | | ( ) |f x f x f a f a L x a f a      ， 

所以，
| ( ) | | | | ( ) | | ( ) |f x x a f a f a

L L M
x x x a


     . 故

( )f x

x
在[ , )a  上有界。 

(2) 对 , [ , )x y a   ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
| | | | | |

( ) ( ) ( )
| || | | | | | .

f x f y yf x xf y yf x xf x xf x xf y

x y xy xy

f x x y f x f y L M
x y

x y y a

   
  

  
   

  

所以
( )f x

x
在[ , )a  上一致连续。 

3. 设 ( ) [ , )f x C a  ， ( ) [ , )g x C a  ，且 lim [ ( ) ( )] 0
x

f x g x


  ．证明：函数 ( )f x 在[ , )a 

上一致连续当且仅当函数 ( )g x 在[ , )a  上一致连续． 

证法 1： 因为 ( ) ( ) [ , )f x g x C a   ，且 lim [ ( ) ( )] 0
x

f x g x


  存在，所以函数 ( ) ( )f x g x 在

[ , )a  上一致连续．当 ( )g x 在[ , )a  一致连续时，因为 ( ) [ ( ) ( )] ( )f x f x g x g x   ， 

且 ( ) ( )f x g x 在[ , )a  上一致连续，所以 ( )f x 在[ , )a  一致连续． 

当 ( )f x 在[ , )a  一致连续时，因为 ( ) ( ) [ ( ) ( )]g x f x f x g x   ，且 ( ) ( )f x g x 在[ , )a  上一

致连续，所以 ( )g x 在 [ , )a  一致连续． 

证法 2：设 ( )g x 在[ , )a  一致连续。 

因为 lim [ ( ) ( )] 0
x

f x g x


  ，则对任给的 0 ，存在正数 aM  ，当 Mx  时，有

3
)()(


 xfxg .又因为 )(xg 在 ),[ a 上一致连续，则对上述 0 ，存在 01  ，只要



1' "x x   ，就有 ( ') ( ")
3

g x g x


  ，因此对任何 ', " [ , )x x a  ， ', "x x M ，

' "x x   ，有 )"()'( xfxf    )"()"()"()'()'()'( xfxgxgxgxgxf ， 

而 )(xf 在闭区间 ]1,[ Ma 上一致连续.即对上述 02  ，只要 ', " [ , 1]x x a M  ， 

2' "x x   ，就有 ( ') ( ")f x f x   ，取  = },,1max{ 21  ，则当 ', " [ , )x x a  ，

' "x x   时，有 ( ') ( ")f x f x  ，所以 )(xf 在 ),[ a 上一致连续. 

类似可证：若 )(xf 在 ),[ a 上一致连续，则 ( )g x 在 ),[ a 上一致连续。 

 

二、利用定积分计算某些数列极限 

1. 求极限 n

n n

n

nn

222

1
2

1
1

1lnlim 




























 . 

 

解：将极限式写作积分和的形式   

 

 







































n

i

ii

n

i

n xxf
n

i

nn

n

nn 11

222

)(1ln
2

1
2

1
1

1ln    

其中 ni
n

x
n

i
x ii ,,2,1,

1
,1  ， xxf ln2)(  . 

于是根据定积分定义  




2

11

)()(lim dxxfxxf
n

i

ii
n

. 因此 

)12ln2(2ln21
2

1
1

1lnlim

2

1

222



























 

xdx
n

n

nn
n

n
 . 

 

2. 求极限
1

21
lim




p

ppp

n n

n
，这里 0p . 

解：我们将
1

21



p

ppp

n

n
写作如下形式 




 









 n

k

p

p

ppp

n

k

nn

n

1
1

121 
. 

上式右边可看作是函数 px 在区间 ]1,0[ 上的一个积分和。因此 

 





1

01 1

121
lim

p
dxx

n

n p

p

ppp

n


. 

 

三、积分估值 

1. 记  2

0
1 )sin(sin



dxxI ，  2

0
2 )cos(sin



dxxI ，确定 1I 与 2I 的大小关系。 



解：当 )
2

,0(


x 时 xx sin ，且 xsin 严格单调增加。 

所以 xx sin)sin(sin  ， 1sin2

0
1  



xdxI . 

而 xcos 在 








2
0

， 严格单调减，所以 xx cos)cos(sin  ， 1cos2

0
2  



xdxI . 

因此 21 II  . 

 

2. 估计积分 


2

0

22

dxe xx
的范围。 

解：经过简单计算可知 
 

 
 

  12min,02max 2

2,0

2

2,0



xxxx

xx
. 另一方面, 由于函数 xe

单调增加，故有 2
2 2

0

0
2

0

2
2

0

1 2

 
 dxedxedxe

e

xx
. 

【这是一个比较粗糙的估计】 

 

3. 记 ln ( )I x x x dx


 




   ，
x x

I dx
x











 ，

( )

x
I dx

x




  




 ， 

试比较这三个积分的大小。  

解：注意 1)1)(1( 22  xxxx ，故 )1(ln)1(ln 2222 xxxx  . 由此

可见积分
1I 中的被积函数为奇函数, 所以 01 I . 

注意到，积分 2I 和 3I 的被积函数均为一个偶函数和一个奇函数之和。由于奇函数在对称区

间上的积分为零。因此有 

0)12(212
1

2
1

|| 1

0

2
1

0 2

1

1 2
2 





  x

x

xdx

x

dxx
I ， 

( )
I dx

x



  


   

 (定积分的性质). 

于是 213 III  .  

 

四、 积分不等式与零点问题  

1. 已知函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续且单调增加。证明： 



b

a

b

a
dxxf

ba
dxxxf )(

2
)( . 

方法一、 

证明：记 2/)( bac  .由于 )(xf 在 ],[ ba 上单调增加，故有    0)()(  cfxfcx ，

],[ bax . 对这个不等式在区间 ],[ ba 上积分得  
b

a

b

a
dxcxcfdxxfcx 0)()()()( . 

从而 



b

a

b

a

b

a
dxxf

ba
dxxfcdxxxf )(

2
)()( . 



方法二、令 ( ) ( ) ( )
y y

a a

a y
F y xf x dx f x dx


 

  ， ],[ bay . 因为 ( ) [ , ]f y C a b ，因

此 ( )F y 可导，且   0)()(
2

1
)(  

y

a
dxxfyfyF . 故函数 )(yF 在区间 ],[ ba 上单调增加。 

从而 0)()(  aFbF . 此即 



b

a

b

a
dxxf

ba
dxxxf )(

2
)( . 

 

2. 设函数 ( )f x 在[ , ] 上连续，且 0)(
0




dxxf ， 0cos)(
0




xdxxf 。证明：在

( , ) 内至少存在两个不同的点 ,  ，使得 ( ) ( )f f     . 

证明：证法一、 设 ,)()(
0
x

dttfxg 
x

xdxxgxh
0

sin)()( ，则  

( ) ( )g g    ， ( )h   ，
0 0

( ) ( )sin ( ) cosh g x xdx g x d x
 

      

0 0 0
( )cos ( )cos ( )cos 0g x x f x xdx f x xdx

 
      . 

对 ( )h x 在[ , ] 上应用洛尔定理,存在 ( , )   使得 '( ) ( )sinh g     , 即 ( )g   ，

再在[ , ] 和[ , ]  上对 ( )g x 分别运用洛尔定理，可知 , ( , )      ，使得 

( ) ( )f f     . 

证法二、用反证法。假设只有一个点 ),0(   使得 0)( f ，由于 ( )f x 在[ , ] 上连续，

所以 ( )f x 在 ( , ) 和 ( , )  上异号，不妨设在 ( , ) 中 ( )f x  ，在 ( , )  中 ( )f x   . 

设 
x

dttfxg
0

)()( ，则 ( ) ( ) , ( ) ( )g g g x f x      ，可知 ( )g x 在 ( , ) 中单调减少，

而在 ( , )  中单调增加，从而 ( ) , [ , ]g x x     .另一方面， ( )g x 在上不恒等于零（否则

( )f x 恒为零与假设矛盾），于是  

( )cos cos ( ) ( )cos ( )sin ( )sinf x xdx xdg x g x x g x xdx g x xdx
   



   
         ， 

与题设矛盾。证毕 

 

3. 设函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续可微。证明 

 





b

a

b

abxa
dxxfdxxf

ab
xf |)(|)(

1
|)(|max 。 

证明：  由于 )(xf 在 ],[ ba 上连续，故 )(xf 在 ],[ ba 上可取得最大值和最小值。 

设 ， )(min)( xff
bxa 

 ， ],[ ba .  

于是 

)()()(min)(max  ffxfxf
bxabxa




)()(  ff   
b

a
dxxfdxxf )(')('




. 

另一方面，由积分中值定理， ],[ ba ，使 


b

a
dxxf

ab
f )(

1
)( ，于是  

)()(min fxf
bxa








b

a
dxxf

ab
)(

1
. 

],[,)(max)( baxff
bxa








所以max ( )
a x b

f x
 

 ( ) | ( ) |
b b

a a
f x dx f x dx

b a




   . 证毕。 

 

4. （Hadamard 不等式）设函数 )(xf 在 ],[ ba 上可导且下凸。证明 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

b

a

a b f a f b
f b a f x dx b a

  
    

  
  （*） 

证明：根据假设我们有 

)()1()())1(()( aftbtfattbfxf  ， ]1,0[t  

于是对积分 
b

a
dxxf )( 作变量替换 bttax )1(  得 

 ( ) ( ( ) )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx f tb t a b a dt b a tf b t f a dt

 

 
           

)(
2

)()(
ab

bfaf



 . 

即式（*）右边的不等式成立。 

回忆下凸函数的一个性质：下凸函数的图像位于其任意点切线的上方。因此图像位于区间中

点处切线的上方，即 

))(()()(
222

bababa xffxf   ， ],[ bax . 

对上述不等式积分，并注意到函数
2

bax  在区间 ],[ ba 上的积分为零，我们得到式（*）中

的第一个不等式 ))(()(
2

abfdxxf ba
b

a
 

 . 故不等式（*）得证。  

注：(i) 对于上凸函数，我们有相应不等式，即将不等式(*)的不等号反向即可。 

 

5. 设函数 ],[ baCf  ，0 ( )m f x M   ，证明 

2
2

2 )(
4

)(

)(

1
)()( ab

mM

Mm
dx

xf
dxxfab

b

a

b

a



  . 

证明：由 Cauchy-Schward 不等式 

 
22

21 1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b b b b b

a a a a a
f x dx dx f x dx dx f x dx

f x f x f x

  
      

   
      

                    
2)( ab  . 

因为 0
)(

])(][)([




xf

Mxfmxf
，故 Mm

xf

mM
xf 

)(
)( ， 



从而 ))((
)(

)( abMmdx
xf

mM
dxxf

b

a

b

a
  . 

而    
b

a

b

a

b

a

b

a
dx

xf
dxxfmMdx

xf

mM
dxxf

)(

1
)(2

)(
)( ， 

所以 ))((
)(

1
)(2 abMmdx

xf
dxxfmM

b

a

b

a
  ， 

这样
2

2

)(
4

)(

)(

1
)( ab

mM

Mm
dx

xf
dxxf

b

a

b

a



  . 证毕 

6. 设 f x( )在 ],0[ a 上二阶可导（ 0a ），且 0)(  xf ，证明： 









 2

)(
0

a
afdxxf

a

. 

证  将 f x( )在
2

a
x  展开成带有拉格朗日余项的 1阶的 Taylor 展式，有 

2)
2

)((
2

1
)

2
)(

2
()

2
()(

a
xf

a
x

a
f

a
fxf   ， )0( a  。 

由 0)(  xf ，得到 )
2

)(
2

()
2

()(
a

x
a

f
a

fxf  。 

对上述不等式两边从0 到a 积分，由于 0)
2

(
0


a

dx
a

x ，就得到 

.)( 











a
afdxxf

a

 

 

五、 变限积分与极限 

1. 求 cba ,, 的值使得极限 0
)1ln(

sin
lim

30









c

dt
t

t

xax

x

b

x
. 

解：要使 0
)1ln(

sin
lim

30









c

dt
t

t

xax

x

b

x
，则b  ，这样 

sin cos cos
lim lim lim

ln( ) ln( )x x xx

ax x a x a x
c

t x x
dt

t x

    



  
    

 


表明a ，从而 

cos
lim .
x

x
c

x

 
   


 故

2

1
,0,1  cba . 



2. 求极限  lim cos .
x x

x
t dt






    

解：因为
cos

lim limcos

x

x x

t dt
x

x





 
 


，故 

   
cos

coslim cos lim cos .

x

x

t dt

x xx x
t dt

x x
t dt t dt e









 

 

  



      

 

3. 设 )(xf 有连续导数，且 0)0(,0)0(  ff ，则当 0x 时，求无穷小量 

( ) ( ) ( )
x

F x x t f t dt 


  的阶？ 

解: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

F x x t f t dt x f t dt t f t dt   

  
      . 

当 0x 时, 设 )(xF 是 k 阶无穷小。由于 ( )f    ，故要使得 

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
lim lim lim

( ) ( ) ( )
lim lim lim

( ) ( )( )

x x x

k k kx x x

x

k k kx x x

x f t dt t f t dt x f t dt x f x x f xF x

x x kx

f t dt f x f x

kx k k x k k k x

   

  

  



    

   
 

  
  

    

  


 

存在且不等于零，则 4k . 所以当 0x 时， ( ) ( ) ( )
x

F x x t f t dt 


  是 4阶无穷小量。 

 

4. 求函数 


2

0
)1()(

x
t dtetxf 的极大值点。 

解：令
' ( ) ( ) xf x x x e

     ，则 ,x x   ，又
'' ( ) ( ) xf x x x e

        ，且

''( )f     ，所以函数 ( )f x 在 x  处取得极大值。   

 

5. 设函数  
x

dttgtxxf
0

2 )()(
2

1
)( ，其中函数 )(xg 在 ),(  上连续，且 5)1( g ，

2)(
1

0
 dttg ，证明  

xx

dtttgdttgxxf
00

)()()( ，并计算 )1(f  和 )1(f  . 

证明：  
xxxx

dttgtdtttgxdttgxdttgtxtxxf
0

2

00

2

0

22 )(
2

1
)()(

2

1
)()2(

2

1
)( ， 

等式两边求导，得到  

)(
2

1
))()(()(

2

1
)()( 22

0

2

0
xgxxgxdtttgxgxdttgxxf

xx

   



          
xx

dtttgdttgx
00

)()( . 

再求导，得到 )()(,)()(
0

xgxfdttgxf
x

  ，所以 2)1( f ， 5)1( f . 

 

六、定积分计算及证明 

1. 设 )(xf 在 ),0[  上可导， 0)0( f ，其反函数为 )(xg ，若 

)1ln()( 2
)(

xxdtxtg
xfx

x




，求 )(xf . 

解：记u t x  ，则
( ) ( )

( ) ( )
x f x f x

x
g t x dt g u du




   ，故

( )

( ) ln( )
f x

g u du x x


  ，两边

对 x 求导，得 ( ( )) ( ) ln( )
x

g f x f x x x
x



    


，从而 ( ) ln( )
x

xf x x x
x



    


， 

所以
x

x
xxf




1
)1ln(2)( ，由于 0)0( f ，故 

( ) ln( ) ln( ) ln( )
x t

f x t dt x x x x
t

 
          

 
 . 

 

2. 求证： 1
1

lim
2

2

1


 



nn

n

x

n
dxe

x
. 

证明： ( )n n
n n

x

n
n n

e dx e n n n e n
x

 

 





   
   

    ， ( , )n n n n     

当 2x 时， xe
x

1
1 

为单调减函数，故 nn n n

n

n n
e e n e

n n n





 

 
 



 


 


，由夹逼定

理知， 1
1

lim
2

2

1


 



nn

n

x

n
dxe

x
. 

 

3. 设 ],[)2( aaCf  ， 0)0( f ，求证在 ],[ aa 上至少存在一点 ，使得 


a

a
dxxffa )(3)(3  . 

证明：
2

2

)(
)0(')0()( x

f
xffxf


 ，其中在0 与 x 之间。 

 


a

a

a

a
dxfxdxxf )(

2

1
)( 2   

],[)2( aaCf  ，故 )(xf  在区间上存在最大值M 和最小值m ，故 



 


aa

a

a

dxxMdxxfdxxm
0

2

0

2 )(  

( )
a

a
f x dx

m M

a





 





 

故在 ],[ aa 上至少存在一点 ，使得 
a

a
dxxffa )(3)(3  . 

 

4. 设 )(xf 在 








2
,0


上连续，在 








2
,0


内可导，且满足 0cos)(2

0

2 


xdxxf ，证明：

至少存在一点 









2
,0


 ，使得  tan)(2)(' ff  . 

证明：因为 0cos)(2

0

2 


xdxxf ，所以 









2
,00


x 使得 0cos)( 0

2

0 xxf ，故 0)( 0 xf 。

作辅助函数 ( ) ( ) cos , ( ) ( )F x f x x F x F


   


，由洛尔定理，至少存在一点











2
,0


 ，使得  tan)(2)(' ff  . 

 

5. 设 )(xf 在  1,0 上连续，在 )1,0( 内可导，且满足 )1(,)()1(
1

0

1  
 kdxxfxekf k x

，证

明至少存在一点  1,0 ，使得 )()1()(' 1  ff  . 

证明： )1,0(),0(,1 1  kk ，积分中值定理可得 ),0(),()1( 11   kfef   。作辅助

函数 )()( 1 xfxexF x ，则 )1()1()( FfF  ，由洛尔定理，至少存在一点  1,0 ，使

得 )()1()(' 1  ff  . 

 

6. 设     0)(,1,0)(,1,0)( )1(  xgCxgCxf ，且满足 ( ) , ( ) ( )f x dx f x g x dx
 

 
     ，

证明：（1） )(xf 在  1,0 内有零点； 

     （2）若 )(xf 在  1,0 内可导，则 )(xf  在  1,0 内有零点。 

证明：（1）因为 ( )f x dx



  ，由积分中值定理，结论成立。 

（2）设 )1,0(,0)(  f 。如果函数 )(xf 在  1,0 除 外没有其它零点，则 )(xf 在 两侧



异号。因为 0)(  xg ，不妨假设 0)(  xg ，   )()()( xfgxg  在 )1,(),,0(  同号，即

  )()()( xfgxg  在  1,0 不变号。   0)()()(
1

0
 dxxfgxg  （或 0 ）。而实际上，由已

知条件，   0)()()()()()()(
1

0

1

0

1

0
  dxxfgdxxgxfdxxfgxg  ，矛盾。故函数 )(xf

在  1,0 内除外还有其他零点，设为。由微分中值定理， )(xf  在  1,0 内有零点。 

 

7. 计算  


0
sin1 dxx  

解：我们将被积函数 xsin1 作如下变形。 

 由  222 )2/cos()2/sin()2/cos()2/sin(2)2/(cos)2/(sinsin1 xxxxxxx  ，

可知 |)2/cos()2/sin(|sin1 xxx  。由此得 

 


00 2
cos

2
sin.sin1 dx

xx
dxx 。 

将积分区间分解成两个部分 ]2/,0[  和 ],2/[  ，则可以去掉被积函数的绝对值。于是 

原式 424
2

cos
2

sin
2

sin
2

cos
2

2

0


















 







dx
xx

dx
xx

。解答完毕。 

8. 设函数 )(xf 在区间 ],0[  上连续。 根据定积分的定义证明  

 





00

)(
2

|sin|)(lim dxxfdxnxxf
n

. 

证明：记 


0

|sin|)(: dxnxxfI n 。根据定积分关于积分区间的可加性，我们可以将区间

],0[  上积分等分成 n段子区间上的积分之和： 

 
 


n

k

nk

nk

n dxnxxfI
1

/

/)1(

|sin|)(      





. 

对每个子区间应用积分中值定理可知存在  nknkk / ,/)1(   ，并注意到 

n
xdxdxnx

nk

nk

2
sin

n

1
|sin|

0

/

/)1(

 






，我们就得到 

 
 


n

k

nk

n

k

nk

nk

kn fdxnxfI
1

1

1

/

/)1(

)(2 |sin| )( 








n

k

nkf
1

)(
2 


. 

我们注意


n

k

nkf
1

)(  可以看作函数 )(xf 在区间 ],0[  上均匀分割n 等分的积分和。 

由于 )(xf 的可积性（因为它连续）可知  









01

)(
2

)( dxxff
n

k

nk  (n ). 结论得证。 



9. 设
1 2( ) sin( )d

x

x
f x t t



  ，证明：当 0x  时，
1

( )f x
x

 。 

证明：令
2u t ，

2 2
( (

2 2

1) 1)1 1 1
( ) sin d d cos

22

x x

x x
f x u u u

u u

 

     

                    
2

(

2

1)2 2

3

2

1 1 1 cos
cos cos( 1) d

2 2( 1) 4

x

x

u
x x u

x x
u



   
  。 

当 0x  时，
2

(

2

1)

3

2

1 1 1 1 1
( ) + + d

2 2( 1) 4

x

x
f x u

x x x
u



 
  。 

 

 

======================================================= 

以下供学有余力的同学选做 

1. 设函数 )(xf 在区间 ]1,0[ 上连续。证明 )1()()1(lim
1

0
fdxxfxn n

n
 

. 

证明：注意我们可以将 )1(f 表示为 
1

0
)1()1()1( dxfxnf n

. 于是只需证 

  0)1()()1(lim
1

0
 

dxfxfxn n

n
. 

根据闭区间上函数 )(xf 的连续性可知， )(xf 在 ]1,0[ 上有界，即存在正数 0M ，使

得 Mxf |)(| ， ]1,0[x . 

再根据函数 )(xf 在点 1x 处的左连续性可知，对于 0 ， 0 ，使得 

 |)1()(| fxf ， ]1,1( x 。 

于是 

  
1

0
)1()()1( dxfxfxn n

 
1

0
)1()()1( dxfxfxn n

 

 




1

1

1

0
)1()()1()1()()1(





dxfxfxndxfxfxn nn
 

 




1

1

1

0
)1()()1()1(2





dxfxfxndxxnM nn
 

     111 )1(2)1(1)1(2 nnn MM  

由 0)1(lim 1  



n

n
 可知，对于上述 0 ，存在 0N ，使得当 Nn  时， 

  1)1(2 nM . 

于是我们就证明了对于 0 ，存在 0N ，使得当 Nn  时， 

  .)1()()1(
1

0
  dxfxfxn n
 



此即 )1()()1(lim
1

0
fdxxfxn n

n
 

. 

注：类似可证，若 f 连续，则
2

)0(
)(lim

1

0 220

f
dxxf

xh

h

h





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2. 设 f x( )为 ]2,0[  上的单调减少函数, 证明：对任何正整数n 成立 

0sin)(
2

0
 xdnxxf


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 证     
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
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在
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n
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f x nxdx






 与

(2 2)

(2 1) ( )sin
k

n
k

n

f x nxdx






 中，分别令
2k t

x
n

 
 与 

(2 1)k t
x

n

 
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

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



 
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由于 )(xf 在 ]2,0[  上单调减少， tsin 在 ],0[  上非负，所以 

xdnxxf
2

0
sin)( 


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



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3. 计算
2

2

0

1 sin
lim .

ln sinn

nx
dx

n x



   

解： 
2 2

2 2 2
2

0 0 0
2

0

sin ( 1) sin cos 2 cos 2( 1)

1 sin sin sin 2sinlim lim lim
1ln sin ln( 1) ln
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n n n

n x nx nx n x
dx dx dx

nx x x xdx
n x n n

n
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4. 设  baCxf ,)(  ，对于满足 0)( 
b

a
dxxg 的一切 )(xg 均有 0)()( 

b

a
dxxgxf ，证明



)(xf 在  ba, 上为常数函数。 

证明：由积分中值定理，存在 ),( ba 使得 ))(()( abfdxxf
b

a
  ，记 cf )( ，故 

  0)( 
b

a
dxcxf . 

由条件，   0)()( 
b

a
dxcxfxf ，故 

    0)()()(  
b

a

b

a
dxcxfcdxcxfxf ， 

  0)(
2


b

a
dxcxf ， 

因为  baCcxf ,)(  ，故  baxcxf ,,)(  . 

================================= 

课堂练习题： 

1. 利用可积的充要条件证明：若 ( ) [ , ]f x R a b ，且对
0[ , ],x a b x x   ，有 ( ) ( )g x f x ，

则 ( ) [ , ],g x R a b 且 ( ) ( ) .
b b

a a
f x dx g x dx   

证明：因为 ( ) [ , ]f x R a b ，故 ( )f x 在 [ , ]a b 上有界，从而 ( )g x 在 [ , ]a b 上有界。设

( ), ( )f g  分 别 为 ( ), ( )f x g x 在 [ , ]a b 上 的 振 幅 ， 从 而 存 在 0M  ， 使 得

( ) , ( )f M g M   .任给[ , ]a b 的划分T ，设 ( ), ( )k kf g  分别表示 ( ), ( )f x g x 在第

k 个小区间 1[ , ]k kx x 上的振幅。不妨设
0 1[ , )k kx x x ，则包含 0x 的小区间至多有两个（当

0 1 1,k kx x x a   时，有两个小区间
2 1[ , ]k kx x 

， 1[ , ]k kx x ；当
0 1( , )k kx x x 或

0x a 或

0x b 时，只有一个小区间），有 

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( ))
n n n n

k k k k k k k k k k k k

k k k k

g x g f x f x f x g f x        

   

             

( ( ) ( ))k k kg f x    ，其中 1 1 1 1( ( ) ( )) ( ( ) ( )) | ( ( )k k k k k k kg f x g f x g              

1 1 1( )) ( ( ) ( )) | 2 ( ) 4 ( )k k k k k k kf x g f x M x x M T              . 故 

1 1

0 ( ) ( ) 4 ( )
n n

k k k k

k k

g x f x M T  
 

      ， 

因为 ( ) [ , ]f x R a b ，所以
(

1
) 0

( ) 0lim
n

k k
T

k

f x






  ， 



从而夹逼定理表明
(

1
) 0

( ) 0lim
n

k k
T

k

g x






  ，所以 ( ) [ , ]g x R a b . 

因为 ( ), ( ) [ , ]f x g x R a b ，对 [ , ]a b 的任意划分 T ，取
1[ , ]k k kx x  使得

0k x 

（ 1,2, ,k n ），有
1 1

( ) ( )
n n

k k k k

k k

f x g x 
 

    ，从而 

( ) 0 ( ) 0
1 1

lim ( ) lim ( )
n n

k k k k
T T

k k

f x g x
 

 
 

 

    ，即 ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx  . 

2. 证明： 2( ) [ , ] | ( ) | [ , ]f x R a b f x R a b   . 

证明： 2| ( ) | [ , ] ( ) [ , ]f x R a b f x R a b   是显然的。 

下证明 2( ) [ , ] | ( ) | [ , ].f x R a b f x R a b    

任给[ , ]a b 一个划分
1 1( , , )nT x x 

，将[ , ]a b 分成n 个小区间 1[ , ]k kx x （ 1,2, ,k n ）. 

设
2( ), (| |)

kk f f  分别表示
2( ) , | ( ) |f x f x 在 1[ , ]k kx x 上的振幅。 

对
1, [ , ]k kx y x x  ，因为 
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因此
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故 | ( ) | [ , ].f x R a b  


