
第八周习题课解答 导数计算及应用 

                                —微分中值、洛必达、泰勒展开 

 

1. 在  1,0 上， 1)(0  xf ， )(xf 可微，且 1)(  xf ，证明在  1,0 中存在唯一的 使

 )(f . 

2. 设 ),0[ Cf ，在 ),0(  内可导， ( ) , lim ( )
x

f f x


    ，求证：存在 ),0( 

使 0)(  f . 

3. 设函数 ( ), ( )f x g x 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内具有二阶导数且存在相等的最大值，

( ) ( ), ( ) ( )f a g a f b g b  ，证明：存在 ),( ba 使得 )()(  gf  . 

4. 已知函数 ( )f x 在[0,1]上连续，在 (0,1)内可导，且 (0) 0, (1) 1f f  . 证明： 

（I）存在 ),1,0(  使得  1)(f ； 

（II）存在两个不同的点 , ( , )     ，使得 .1)()(   ff  

5. 证明下列各题： 

（1） 设 ( ) [ , ]f x C   ，且在 ( , )  内可导， ( ) ,f     当 ( , )x   时， ( )f x   . 证明：

对一切正整数n ， ( , )    使得
' '( ) ( )

( ) ( )

nf f

f f

 

 





.  

（2） 设 )(xf 在  1,0 连续，在  1,0 可微，且 0)1( f ，则  1,0 使得





)(
)(

f
f  . 

6. 设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 连续，在 ),( ba 内二阶可导，且 ( ), ( )f x g x 在区间的两个

端点处单侧导数存在， ( ) ( ( , ))g x x a b     . 已知 ( ) ( ) ( ) ( )f a f b g a g b     . 

求证: 

（1） 0)( xg ， ),(x ba ； 

（2） ),( bac ，使得 
)(

)(

)(

)(

cg

cf

cg

cf




 . 若忽略条件 ( ), ( )f x g x 在区间的两个端点处单

侧导数存在，此结论是否成立？ 

7. 证明下列各题 

(1) 对任意正整数n ，证明方程  nx xe 至多有三个不同的实根。 

(2) 证明方程 22 2 1 0x x x    至多有两个不同实根。 

8. 解答下列问题： 



（1） 0k 为常数，求 k
e

x
xxf  ln)( 在 ),0(  内的零点个数。 

（2） 设 ( )f x 在[ , )  上处处可导且 exf
x




)(lim . 求常数C ，使得 

 )1()(limlim 













xfxf

Cx

Cx

x

x

x
.  

9. 设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) ( ) 1f a f b  ，求证存在 , ( , )a b  ，

使得 [ ( ) ( )] 1e f f      . 

10. 设 )(xf 在  21, xx 可导，
210 xx  ，证明  21, xx ，使 

   
   

x x
f f

f x f xx x
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11. 求下列极限 

(1) 设极限
30

sin6 ( )
lim 0
x

x xf x

x

 
 

 
，求极限

20

)(6
lim

x

xf

x




. 

(2) 求极限 .
cos

lim


























x

x

x

x
 

(3) 求极限 lim
lnx

x

x x

 
 

 
. 

(4) 设 )(xf 在 0x 某邻域内可导，且 2)0(,1)0(  ff ，求极限 
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sinlim  

(5) 求极限
23

0

cos 1
lim

(2 1) tanxx

x x

x

 


. 

(6) 求极限
1

1

(ln 1)
lim

1

x

x

x x x

x





 


.
      

 

(7) 求极限
/cos

lim
x

x

x e

x

 




. 

12. 解答下列各题 

(1) 求 , ,a b c的值，使得 )( 2 cbxaxe x  是比 x高阶的无穷小量  0x . 



(2) 若 )(xf 可导且导函数连续， 1)1( f ，求当 0x 时，无穷小量 )
2

2
()(cos

2x
fxf




的阶。若将题目中函数的条件减弱为：设 ( )f x 在点可导且 1)1( f ，求当 0x 时，

无穷小量 )
2

2
()(cos

2x
fxf


 的阶。 

(3) 设 ( )f x 在 ( , )  上具有二阶连续导数，且 ( )f   ，函数 













.0,

,0,
)(

)(

xa

x
x

xf

xg  

（I）确定 a 的值使 )( xg 在   , 上连续； 

（II）对（I）中确定的 a 值，证明 )( xg 在   , 上的一阶导数连续。 

(4) 写出
xx

xf
2

1
)(

2 
 在 10 x 处带 Peano 余项的 Taylor 展开式。 

(5) 确定 ba, 的值，使当 0x 时， xxbaxxf sin)cos()(  与
5x 为同阶无穷小。 

 

13. 求下列高阶导数 

(1) 求函数 )1ln()( 2 xxxf  在 0x 处的n 阶导数 )3()0()( nf n . 

(2) 设n 是正整数， ( ) lnn

nf x x x . 求极限

( ) ( )

lim .
!

n

n

n

f
n

n



  

 

======= 

以下供学有余力的同学选做。 

1. 广义 Rolle定理 

(1) 设函数 ( )f x 在 ( , )a b 上可导，且满足 )(lim)(lim xfxf
bxax  

 . 求证：存在 ( , )a b  ,使

得 ( ) 0f   . 

(2) 设函数 ( )f x 在 ( , )a  上可导，且满足 )(lim)(lim xfxf
xax 




. 求证：存在 (0, )  

使 ( ) 0f   . 

(3) 问在结论（2）中，若将区间 ( , )a  改作 ),( a 或 ),(  ，结论是否仍然成立？ 



2. 设 ( )f x 在[0, ) 内可导，且
2

2 1
0 ( ) ln , [0, )

1

x
f x x

x x


    

 
.  

证明：
2

2 1
(0, ) . . ( )
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s t f 
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